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RESUMO

Escoamentos sobre superficies porosas estd presente em muitas situagbes na engenha-
ria, tais como escoamento superficial em encostas, problemas de drenagem, entre outros.
O presente trabalho apresenta um modelo numérico que descreve o escoamento livre so-
bre uma superficie plana porosa inclinada com o objetivo de analisar o impacto das pro-
priedades da matriz porosa no escoamento. Com o uso do Método de Volumes Finitos,
as equagdes governantes — incluindo conservagdo de massa, momento e energia sao
discretizadas e resolvidas para modelar um escoamento bidimensional em regime incom-
pressivel. Os resultados colocam em evidéncia os efeitos do numero de Darcy nos perfis
de velocidade do escoamento. Observou-se que menor permeabilidade na matriz porosa
aumenta a resisténcia do fluido em escoar, enquanto maior permeabilidade gradualmente
reduz seu impacto no escoamento externo. Esta pesquisa contribui para o entendimento
do comportamento de escoamentos relevante para aplicagdes ambientais, como sistemas
de aguas superficiais e interagées com o solo.

Palavras-chave: meio poroso, escoamento, permeabilidade.



ABSTRACT

Fluid flow over porous surfaces is present in many engineering situations, such as surface
runoff on slopes, drainage problems, among others. The present work presents a numeri-
cal model that describes the free flow over an inclined flat porous surface with the objective
of analyzing the impact of the properties of the porous matrix on the flow. Using the Finite
Volume Method, the governing equations, including conservation of mass, momentum and
energy are discretized and solved to model a two-dimensional flow in the incompressible
regime. The results highlight the effects of the Darcy number on flow velocity profiles. It
was observed that lower permeability in the porous matrix increases the fluid’s resistance to
flow, while higher permeability gradually reduces its impact on external flow. This research
contributes to the understanding of flow behavior relevant to environmental applications,
such as surface water systems and soil interactions.

Keywords: Porous media,flow and permeability.
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1 INTRODUCAO

Modelos de simplificados de escoamento sobre superficies planas e porosas tém
aplicagdes importantes em processos naturais, que surgem em diferentes escalas de com-
primento, como a pelicula fluida da cérnea no olho e, no outro extremo, escoamentos de
lama sobre encostas ou mantos de gelo continentais (CRASTER; MATAR, 2009). Em gran-
des escalas podemos prever caracteristicas como velocidade, pressao, extensao de desvio
e até mesmo temperatura de tais escoamentos para fins geofisicos e de engenharia, as-
sim, modelos analiticos simplificados e numéricos tem sido desenvolvidos ao longo dos
anos (CIVAN, 2011).

O escoamento superficial através de encostas ocorre muitas vezes em consequén-
cia de desastres naturais causados por chuvas intensas e eventos climaticos extremos,
como vivenciado no ano de 2024 no estado do Rio Grande do Sul. Os prejuizos soci-
ais e materiais gerados por esses eventos contribuem para que a desigualdade social se
agrave, sem falar das vidas que sao perdidas. Portanto, € necessario que seja estudado
a convecgao em escoamentos livres e em meios porosos, bem como as formas como os
escoamentos atingem a superficie e a magnitude da velocidade com que adentram o meio.

No estudo de um escoamento sobre um plano poroso, o efeito da permeabilidade
e porosidade sob o0 mesmo sao investigados, sendo um problema relevante para aplica-
cbes ambientais, por exemplo em conexao com sistemas de agua superficial, fluxo de agua
subterranea através de fraturas e escoamento superficial por meio de encostas (PASCAL,
1999). Desta forma, os objetivos tém sido direcionados para o calculo da taxa de escoa-
mento através de meios porosos, utilizando formulagdes como a Lei de Darcy, modificadas
para a parte porosa, e a formulagdo de Navier-Stokes na regido do escomaneto livre. En-
tretanto, nesse tipo de modelagem, na transi¢do abrupta do escoamento livre para o meio
poroso, existe uma regiao de transicao que sofre influéncia das duas regides, e esta neces-
sita garantir resultados precisos e realistas. No presente trabalho € utilizada a aproximacgao
conhecida como "One Domain Approach"que sera discutido neste trabalho. Na revisao bi-
bliogréfica sera apresentada os modelos mais elemntar "Lai de Darcy"e suas extensdes,
tais como, a de Forchheimmer e Brinkman (FORCHHEIMER, 1901) (BRINKMAN, 1949).

Por fim, este trabalho concentra-se na hidrodindmica do escoamento acoplado de
um fluido livre sobre meio poroso, sendo um sistema heterogéneo composto por uma ma-
triz s6lida com seus vazios preenchidos por fluido, podendo ser tratado como um continuo
ao considerar adequadamente o papel de cada fase no transporte por esse sistema (KA-
VIANY, 2012).

Logo, um esquema CFD (Computational Fluid Dynamics) foi implementado em
FORTRAN, empregando o Método de Volumes Finitos para simular e calcular as solugbes
numéricas que representam o escoamento, explorando assim os desafios associados a
modelagem de transi¢cdes abruptas entre fluxo livre e meio poroso a fim de contribuir para
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0 avancgo no entendimento e na simulagao desses sistemas complexos.

1.1 OBJETIVO

Este trabalho tem como objetivo o estudo de um escoamento bidimensional sobre
uma placa plana porosa inclinada. O modelo adotado é composto pelas equagdes de con-
servagao para um escoamento no regime incompressivel, onde o acoplamento do campo
de presséo e velocidade é realizado pelo método de compressibilidade artificial, no qual a
massa especifica € substituida artificialmente pela pressao no termo transiente de conser-
vacao da massa e um coeficiente de compressibilidade € utilizado. Para a discretizagao
das equagdes é empregado o Método de Volumes Finitos.

1.2 Objetivos Especificos

* Calcular perfis de velocidade ao longo do escoamento;

« Verificar a influéncia da permeabilidade e porosidade no escoamento.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O estudo do escoamento livre laminar em placas é um tema de interesse perma-
nente na engenharia devido a inimeras aplicacées, tais como, em equipamentos hidrau-
licos, térmicos, escoamento ao longo de canais, escoamento através de encostas, etc.
Sendo este ultimo de muita relevancia devido aos frequentes desastres naturais devido
as mudancas climaticas. Na agricultura, a importancia do escoamento através de meios
porosos se da nos processos de irrigacao, sendo necessario entender os processo de dre-
nagem do solo para evitar que seus campos inundem ou para controlar a erosao em torno
dos sistemas de irrigacdo, pois um bom conhecimento destes significa minimizar custos
com energia elétrica, maximizar a eficiéncia do uso da agua e manter favoraveis as condi-
¢cOes de umidade do solo e de fotossintese das plantas (BASTOS ANDRADE, 2005) .

De acordo com um recente levantamento realizado pelo Projeto MapBiomas, entre
0s anos de 1985 e 2022, o Brasil apresentou 123 mil hectares de areas urbanas em re-
gides suscetiveis a inundagdes e deslizamentos, dentre outros desastres climaticos. Os
dados mostram uma situagao preocupante, onde as ocupagdes precarias € com maior vul-
nerabilidade a eventos extremos, crescem rapidamente, destacando a complexidade e a
dependéncia entre mudancgas climaticas, atividades humanas e a estabilidade de encostas,
ressaltando a importancia de medidas de mitigacédo, adaptagao e projetos de engenharia
de forma a evitar ou minimizar os efeitos desses eventos (MAPBIOMAS, 2023).

Com o objetivo de analisar a interagéo entre o fluido e superficie porosa, uma mode-
lagem teodrica é realizada a partir das equacdes de Navier-Stokes e suas versdes de equa-
¢Oes simplificadas de camada limite. Na regido porosa e permeavel, faz-se necessaria a
aplicacédo da Lei de Darcy e suas extensdes. A dificuldade deste problema envolvendo es-
coamento livre e matriz porosa permeavel esta na adequada especificacdo das condigcoes
de contorno entre as interface liquido-matriz porosa. Neste sentido, diferentes estudos sao
propostos para obter apropriadas condi¢des de contorno nesta interface (liquido-poros). As
modelagens mais simples recorrem a extensdes de modelos classicos, tais como o fluxo
de Couette ou fluxo de Poiseuille, com uma modelagem de interface juntamente com um
sistema acoplado contendo um escoamento livre sobre superficies porosas (MCDONALD;
PRITCHARD; LEYLEGIAN, 2006).

As configuragdes de sistemas acoplados séo Uteis para diferentes aplicagdes, como
biolégicas e técnicas, interacdo entre agua superficial e agua subterranea, processos de
filtracdo e transporte de agentes terapéuticos em vasos sanguineos e tecidos.

Na literatura encontramos diferentes modelagens para escoamento em superficies
porosas que dependem do regime do escoamento e da aplicacao de interesse. No caso
mais geral, as equacdes de Navier-Stokes sao usadas para descrever 0 escoamento na
regido de livre e a lei de Darcy multicomponente é aplicada no meio poroso (DISCACCIATI,
QUARTERONI et al., 2009; EGGENWEILER; RYBAK, 2020). Portanto, neste capitulo
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faremos um revisao geral de alguns modelos de escoamentos em torno de matriz porosa
permeavel bem como o tratamento da condigédo de contorno entre as duas fases.

Meios porosos, apresentam uma estrutura composta por uma matriz sélida que con-
tém espagos vazios interligados, conhecidos como poros. Essa matriz pode ser definida
como meio poroso e € comumente encontrada na natureza, como arenito, calcario, pao
de centeio, madeira e pulmao humano bem como dispositivos envolvendo placas porosas
que sao amplamente encontradas na engenharia, filtros, e materiais porosos sintéticos,
etc. A estrutura e a distribuicdo dos poros dentro do meio poroso definem propriedades,
tais como, porosidade, area superficial, permeabilidade, distribuicdo de tamanho de po-
ros, tortuosidade e interconectividade, que uma vez determinadas, melhor representam o
meio quando ocorre uma simulacao, sendo possivel caracterizar o meio poroso e modelar
o comportamento de fluidos no mesmo (NIELD; BEJAN, 2017).

Os principios do fluxo de calor e fluido através de um meio poroso saturado com
algum liquido ou gas devem levar em consideracao principalmente duas das propriedades
citadas anteriormente, a porosidade e a permeabilidade do meio poroso (OLIVEIRA, 2020).

A interligacao entre 0s espagos vazios (poros) em um meio poroso admite a ideia
da propriedade porosidade como sendo um volume livre. Assim, a porosidade de um meio
poroso é definida como a medida da fracdo do meio ocupada pelos vazios. Em fung¢ao do
tipo de meio poroso, a porosidade pode ser baixa ou alta. Por exemplo, metais e certos
tipos de rochas vulcénicas exibem porosidades muito baixas, enquanto filtros fibrosos e
isolantes térmicos sdo considerados substancias altamente porosas (DULLIEN, 2012).

A porosidade, ¢, pode ser definida como:

volume de vazios

= 1
c volume total (1)

Para matrizes rigidas, a porosidade € ndo muda na presencga de um gradiente de
pressdo. Em matrizes deformaveis 0z/0x # 0, a mudanga na porosidade depende de
propriedades estruturais e elasticas.

Outra propriedade fundamental de um meio poroso, é a permeabilidade, pois esta
descreve a facilidade com que o fluido pode mover-se através dos poros do meio, sendo
influenciada por varios fatores, incluindo a geometria e o tamanho dos poros, a conectivi-
dade entre eles e a viscosidade do fluido. E medida em unidade de comprimento, como
darcy (D) ou milidarcy (mD).

A unidade de medida da permeabilidade se deve a Henry Darcy, engenheiro hidrau-
lico francés que desempenhou um papel pioneiro no estudo do fluxo de agua em meios
porosos. Em 1856, Henry Darcy descreveu no apéndice do seu livro, Les Fontaines Publi-
ques de fa Ville de Dijon, uma série de experimentos sobre o fluxo descendente de agua
atraves de areias filtrantes, conforme sera apresentado na secao a seguir.
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2.1 Leide Darcy

Apoés investigagdes sobre o fluxo unidirecional em estado estacionario em um meio
uniforme, como citado acima, Henry Darcy revelou a proporcionalidade descrita entre a
taxa de fluxo e a diferenca de pressao aplicada, estabelecendo a Lei de Darcy. Esta lei
descreve o fluxo do fluido em um meio poroso e estabelece uma relagao entre a velocidade
do fluido, a permeabilidade do meio e o gradiente de pressédo ao longo de uma distancia.
Portanto, esta constatacdo pode ser expressa pela equagdo a seguir, intitulada Lei de
Darcy:

KA(pb - pa)

Q- -~

(@)

Sendo Q[m?/s] o fluxo total, em unidade de volume por tempo, K [m?] o coeficiente
de permeabilidade, expresso em unidade de comprimento ao quadrado, A a area da se¢ao
transversal do fluxo, p, e p,, pressdes de entrada e saida, [Pa.s| a viscosidade dinamica
do fluido, e L o comprimento no qual ocorre o fluxo. O sinal negativo indica que o fluido
desloca-se de uma regido de alta pressao para uma regidao de baixa pressédo (NIELD;
BEJAN, 2017).

A Equacédo (2) representa uma relacdo observacional anéloga a lei de Fourier na
conducgao de calor. Sendo a Equacao de Darcy derivada das equagdes de Navier-Stokes,
a Equacéo (2) pode ser reescrita como:

dP
— =
Onde o = u/ K, e U a vazao volumétrica por area seccional, expressa em compri-
mento por unidade de tempo (NIELD; BEJAN, 2017).
A Equacgéo (3) estabelece uma relagao linear que é caracteristica do fluxo de Stokes

al (3)

(onde a forca viscosa domina sobre a forca inercial). Neste contexto, o modelo Darcy nao
€ apropriado para escoamentos de liquidos em altas velocidades e para escoamento de
gas em velocidades muito baixas ou muito altas.

O uso desta relagédo exige que a unica resisténcia ao escoamento através do meio
poroso seja devido a tensdes viscosas induzidas por um fluxo constante isotérmico e lami-
nar de um fluido newtoniano dentro de um meio poroso inerte, rigido e homogéneo.

Ao longo do século passado, houveram inumeras modificacdes introduzidas na Lei
de Darcy que ampliaram a sua aplicabilidade a processos de transporte mais complexos
do que aqueles originalmente considerados por Darcy. A seguir apresentaremos algumas
extensdes da Lei de Darcy.
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2.1.1 Extensao de Forchheimer

Forchheimer introduziu um termo conhecido como termo de arrasto quadrético a fim
de considerar efeitos inerciais (macroscépicos) em escoamentos de alta velocidade através
de meios porosos. Ele é adicionado a equacao de Darcy para capturar as variacées nao
lineares da pressao ao longo do escoamento, permitindo uma descrigdo mais precisa do
escoamento em velocidades elevadas através de meios porosos. Isso significa que os
efeitos inerciais sdo mais bem descritos pelo termo de arrasto quadratico do que pelas
derivadas espaciais presentes na equacgao. Portanto a extensdo da Equacao (3) formulada
por Forchheimer (1901) torna-se

87 = o + U 4)
onde $[m~'] é um pardmetro obtido experimentalmente e p[kg/m?] representa a massa
especifica do fluido.

O namero de Reynolds (Re) geralmente é utilizado para classificar o regime do es-
coamento. Porém temos que tomar um certo cuidado, pois 0 mesmo tem sido utilizado
para designar dupla fun¢do, sendo ao mesmo tempo um conceito microscépico e um con-
ceito macroscopico. O numero de Reynolds adimensional leva em consideragédo efeitos
inercias a nivel microscépico, ou seja, indica quando os efeitos inerciais microscopicos se
tornam importantes. A maior dificuldade é que os efeitos inerciais macroscépicos nao ne-
cessariamente se adaptam a uma dimensao estrutural microscépica, como tamanho de
grao ou poro. No passado, as tentativas de usar um numero de Reynolds para identificar
o inicio dos efeitos inerciais sempre dependia da escolha de uma escala de comprimento
"apropriada"(RUTH; HUIPING, 1990). No nivel macroscépico, a equacao de Forchheimer,
Equacgéao (3), pode ser usada para definir um segundo grupo adimensional. Considerando
que a permeabilidade é dependente da velocidade, isso implica que a equacao de For-
chheimer deve ser escrita na forma:

dP 1
- = U 5
dx Keff ( )
onde
1 1 BKpU
— -1
K. K ( " H ) ©

Assim um novo adimensional é definido como Numero de Forchheimer (Fo):

_ BKpU
i

Fo

que indica quando efeitos inerciais microscopicos levam a significantes efeitos macrosco-
picos, isto é, para Fo > 1. E interessante comparar a Equacédo (4) com o Numero de
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Reynolds na forma Re = pU L/u. Como SK € unidade de comprimento, isso significa que
para caracterizar apropriadamente o escoamento em meios porosos, é necessario duas
escalas de comprimento: uma escala baseada na estrutura do poro e uma escala baseada
em consideracoes inerciais.

2.1.2 Extensao de Brinkman

Para levar em conta as altas velocidades, o0 modelo de Brinkman, que € uma exten-
sdo do modelo de Darcy, é considerado (BRINKMAN, 1949). As equagbes de Brinkman
geralmente descrevem transi¢coes entre o fluxo lento em meios porosos governados pela
Lei de Darcy e o fluxo rapido descrito pelas equacoes de Navier-Stokes.

—fl—]; = aU + BpU? + 1. V?U (7)
onde . € 0 coeficiente de viscosidade efetiva. Este coeficiente inclui efeitos de tensao
viscosa macroscopica, sendo um coeficiente do divergente do tensor tensdes, podendo
assumir diferentes formas. Uma das vantagens da Equagéao (7) € a obtengéao das condi-
cbes de contorno na matriz porosa por ter uma derivada de segunda ordem.

Em suma, a contabilizag&o dos efeitos inerciais e/ou viscosos podem ser classifica-
dos nos quatro grupos a seguir:

1. Quando os efeitos de contorno e inercial sdo desprezados, 0 escoamento é
descrito pela lei de Darcy.

2. Quando efeitos inerciais sao considerados, o escoamento pode ser descrito pelo
modelo Darcy-Forchheimer.

3. Quando os efeitos de contorno sdo contabilizados, através do termo viscoso, o
escoamento é governado pela equagao de Brinkman.

4. Quando os efeitos de contorno e de inércia sao considerados, o escoamento é
governado pelo Darcy-Forchheimer-Brinkman.

Existem outras extensdes do modelo de Darcy para representar os efeitos citados
que nao serédo tratadas no presente trabalho. Uma descrigdo mais detalhada desses mo-
delos pode ser encontrada em (HAMDAN, 1994).

2.2 Tratamento da interface (Escoamento livre-Material poroso)

Um meio poroso € dito homogéneo em relagdo a um determinado volume médio
e a um determinado processo quando os coeficientes de transporte efetivo nas equagodes
de transporte médias sédo independentes da posicao, caso contrario é caracterizado como
heterogéneo. Desta forma, a maior parte do meio poroso € a maior parte do escoamento
livre € homogéneo, exceto na zona de transicdo que separa os volumes dos dois meios
(isto é, a regiao heterogénea) € a inter-regido, que € caracterizada por variagdes rapidas
de propriedades efetivas (por exemplo, porosidade, coeficiente de dispersao térmica, etc.)
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Neste contexto, as condicbes de contorno térmicas e hidrodindmicas nessas interfaces
devem ser especificadas.

Do ponto de vista macroscopico, existem duas abordagens para tratar modelagem
do problema: A primeira é a abordagem de dominio Unico em que todo o sistema, ou seja,
0 meio poroso, fluido e inter-regiao, é considerado como um meio continuo. A segunda € a
abordagem de dois dominios, onde o sistema é composto por dois dominios homogéneos,
o inter-regiao sendo substituida por uma superficie discreta que divide as duas regides
(AGUILAR-MADERA et al., 2011).

2.2.1 Modelagem de dominio unico entre escoamento livre e meio poroso

A abordagem de dominio unico, conhecido como "One Domain Approach”, (Figura
1) geralmente envolve a solugdo das equacdes de Brinkman em todo o dominio. Este
modelo resulta de uma superposi¢éo das equacgdes de Stokes e da Lei de Darcy, exigindo
a introdugd@o de uma viscosidade efetiva no interior do meio poroso. Nao ha necessidade
de especificar condi¢ées de contorno entre a regido de escoamento livre € 0 meio poroso,
uma vez que a velocidade e a continuidade das tensdes sao automaticamente satisfeitas. A
transicao entre as duas regides é alcancada especificando a variacao espacial continua de
propriedades fisicas, como permeabilidade e porosidade dentro de uma zona de transi¢ao
ou admitindo uma variagao descontinua nesta regiao de interface.

Yy

U Fluido

Regiao de transicao
NN o~ ‘Ré

0 S \{\ Ny
W%///%” O

HOAO-I-I-

Meio Poro

Figura 1 — Esquema do modelo de dominio Unico (HAMDAN, 1994)

Conforme mostrado na Figura 1 a variacao espacial das propriedades (porosidade,
permeabilidade e viscosidade efetiva) é realizada de forma gradativa.
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2.2.1.1 Modelagem da regiao de transicao

Um dos primeiros modelos para a representacéo do perfil de velocidade na regido
foi descrito por (JOSEPH; TAO, 1966), onde a camada limite é substituida por um perfil de
velocidade proporcional ao gradiente de velocidade no exterior da camada limite. Posteri-
ormente o modelo é generalizado para superficie esférica (BEAVERS; JOSEPH, 1967).

Alguns modelos analiticos descrevem a regido de transicao satisfazendo as equa-
coes de Navier-Stokes no escoamento livre e algum conjunto empirico ou semi-empirico
de equacgoes (tipicamente a Lei de Darcy) na matriz porosa juntamente com condigcdes
de contorno apropriadas na interface das duas regides. Um modelo simples € o escoa-
mento de Poiseuille bidimensional de um bloco permeavel saturado de fluido apresentado
na Equacédo (8) com objetivo de inferir sobre a velocidade na interface (BEAVERS; JO-
SEPH, 1967). Neste modelo, as equacgdes de Navier-Stokes sao satisfeitas no fluido livre,
a Lei de Darcy é satisfeita no interior do material permeavel, mas ndo necessariamente na
regido proxima da interface de contorno. Os resultados deste experimento mostram que
os efeitos de cisalhamento viscoso aparecem dentro no material poroso em uma regiao de
camada limite, produzindo um distribuigcao de velocidade semelhante a Figura 2.

|
.%

Figura 2 — Perfil de velocidade para o escoamento em um canal horizontal formado por uma parede inferior
permeavel (y=0) e uma parede superior impermeavel (y=h).Adaptado (BEAVERS; JOSEPH, 1967).

Impermeable
material

r — ———— i ————— — - 4

Free Flow

Permeable
material

A seguir, o perfil de velocidade na regido de transicdo entre a corrente livre e a
regiao porosa sera determinado a partir do modelo simplificado de Poiseuille, onde o efeito
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da camada limite é substituido por um perfil de velocidade proporcional ao gradiente de
velocidade no exterior da camada, conforme a Figura 2 proposta por BEAVERS; JOSEPH
(1967).

Para o movimento de Poiseuille, temos a seguinte Equagao:

d®>uv  1dP
dF  ude ®)
y*  pdw
com as condigbes de contornou =0emy = h
e
du «
—  =—=u-Q (©)
dy y_>()+ \/E( o )

em y = 0, onde k é a permeabilidade do meio poroso e vk é a escala de com-
primento caracteristico da matriz porosa, com « sendo um numero adimensional que de-
pende dos parametros do material que caracterizam a estrutura do material permeével
dentro da camada limite.

A integracéo da Equacéo (8), juntamente com as condi¢des, de contorno fornece o
perfil de velocidade
o)+ 50+ 20V (10)

onde a velocidade de deslizamento up é dada por:

u=up(l+

_k (02+2a0)dP
2 1+aoc “dx

up =

com o = h/VE.
A taxa de fluxo de massa por unidade de largura através do canal é entao:

ph®dP  ph® o+ 2a dP

12p dr 4po 1+ oza)%’

(12)

Segue-se que o aumento fracionario na taxa de fluxo de massa através do canal
com uma parede inferior permeavel em relacdo ao que seria se a parede fosse impermea-
vel é:

_ 3(0 +2a)

~o(l+ao) (13)

A quantidade ® assume o valor 3 quando o = /2, independentemente de «. Isso
ocorre quando a velocidade na parede permeavel do canal é igual ao valor de Darcy dentro
do material permeével, e o perfil de velocidade no canal possui um gradiente nulo na
parede permeavel. Na maioria das aplicagcdes, h sera consideravelmente maior do que

(2k). Portanto, é provavel que, para valores de o préximos a v/2, o tamanho médio dos
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poros individuais dentro do material seja pelo menos igual a altura do canal, e a suposicao
de escoamento retilineo no canal se torna invalida.



3 METODOLOGIA

3.1 Formulacao Matematica

Considerando um escoamento sobre uma placa porosa com inclinagao #, conforme
a Figura 3, diferentes configuracées foram exploradas no presente trabalho, como um es-
coamento forcado com velocidade imposta na posicdo x = 0. A altura da coluna de agua
€ h > 1, ou seja, ndo foi considerada uma pelicula fina de fluido, pois com esta condigéao,
na pratica, ocorre uma instabilidade na superficie do fluido que resulta em uma onda como
mostra a linha pontilhada na Figura 3. Assim, o objetivo do trabalho é analisar a influéncia
da matriz porosa no escoamento sob diferentes propriedades da matriz.

Meio Poroso

Figura 3 — Figura esquematica do problema resolvido (com superficie reta)

Neste capitulo serao discretizadas as formulagdes matematicas utilizadas para mo-
delar um regime de escoamento bidimensional de um fluido incompressivel e viscoso sobre
uma placa porosa inclinada. KUNDU; COHEN; HU (2002) enfatizam que as formulacdes
sdo imprescindiveis para descrever matematicamente o comportamento de um fluido em
movimento e, para definir um escoamento, € necessario utilizar as equacdes de Navier-
Stokes.

As equaclOes de Navier-Stokes foram trabalhadas considerando os problemas si-
multadneos de transporte de massa, momento e energia associados a matrizes porosas,
fluidos nos poros e espécies. Em outras palavras, foram utilizadas leis elementares da
Mecanica, Conservacdo da massa, Quantidade de Movimento e Conservacao de Ener-
gia, discretizadas no Anexo A, que podem ser estabelecidas para modelagem de qualquer
fenémeno fisico (CIVAN, 2011). A formulacdo matematica sera apresentada através das
equacoes governantes na forma adimensional, definidas como:
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T Y U
xr= — = — u = — v =
o YT g’ u

v

(14)

%ﬂ| S

p t
) = 5> L= FER) T =
P PU02 le

[e=]

onde z e y sdo coordenadas espaciais, e suas respectivas componentes de velocidade u
e v, ug € a velocidade da inje¢do do fluido no dominio, ¢. € o tempo caracteristico, d é o
comprimento caracteristico, p é a pressao e T, a temperatura.

A velocidade do fluido no meio poroso v esta relacionada com a velocidade do
fluido fora da matriz porosa dada pela relacao de Dupuit-Forchheimer, v = ¢V, onde ¢ é a
porosidade e V' é a velocidade na regiao de fluido livre (NIELD et al., 2017), ou seja, para
ofluidoliviee =1ev="V.

As equacgbes governantes para a conservagao de massa, momento, concentragao
e energia foram expressas pelas seguintes equacgdes:

10p lﬁu 1(%

- = =0 1

ot zor zoy (15)
Ou  10(uu)  19(vu) (9p 1 (0*u O%u
A - S I (= N TS 1
ot + e Ox + e Oy e * Re \ 0x? * oy? te T e F 3 $in(6), (16)
ov  10(uv) 10(vv) 8p 1 (0% 0%
24z - - — (22420 4B 17
at e Ox e Oy ay * Re \ 0x? * Oy? Te F 7z <50 (17)

a(T) N 10(uT) N 10(vT) 1 0*T N o0*T
ot e Ox e Oy  RePe \ 022  0Oy?

Na equacao da conservacao da massa, o termo transiente da massa especifica foi

(18)

substituido artificialmente por um termo de pressao, juntamente com um parametro multi-
plicativo denominado coeficiente de compressibilidade artificial 5~ (SIKONEN MM RAH-
MAN, 2001; CHORIN, 1997). O procedimento numérico foi executado até que a pressao
ficasse constante no tempo (3~ 'dp/0t < 1). As regides do meio poroso e do fluido foram
definidas pelos parametros ¢ e B como:

{ 0, naregido do escoamento livre (19)

1, dentro do meio poroso

A condicao B = 0 significa que Da — oo na regidao do fluido e a porosidade é
definida como:

1, na regido do escoamento livre
0 <ep <1, dentrodo meio poroso
O meio poroso foi modelado pela equacao de Darcy-Forchheimer, onde ® é a resis-

téncia interna de arrasto dada por
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u Cf
O, = — V& T2, 21
Re.Da ~ Jpoive Tty (21)
o= —— I 2R 22)
v Re.Da  +/Da ’

onde Re € o numero de Reynolds do escoamento livre, Da é o numero de Darcy definido
como Da = K/d*. O pardmetro c; € uma constante de arrasto na forma adimensional e ¢,
€ o coeficiente de Forchheimer.

3.1.1 Condicoes de contorno

As condigdes iniciais e de contorno para as equacgdes foram especificadas como:
Condicoes iniciais (7 = 0):
uw(0,z,y) =0, v(0,z,y) =wv; naregido do escoamento livre

23
u(0,z,y) =0, v(0,z,y) =0 dentro do meio poroso 23)

T, forado meio poroso

T(0,z,y) = { (24)

T,, dentro do meio poroso

onde T, e T, sd0 as temperaturas no meio poroso no escoamento livre. no presente
trabalho vamos considerar temperatura constante em todo dominio, ou seja 7}, = Tr.
A Condicao de contorno (7 > 0):

u(t,0,y) =0, wo(t,0,y) =wv;, contorno esquerdo (entrada do escoamento),  (25)

/LL(t’ L7y) = 07 g_Z

ot 0, contorno direito (saida do escoamento), (26)
t,Ly

u(t,z,h) =0, &

%}m,h) =0, ou wv(t,z,h)=0, (27)

contorno superior (corrente livre ou placa estacionaria no contorno superior),

u(t,z,—h) =0, wv(t,x,—h) =0, contorno inferior (interior da matriz porosa), (28)

na qual v; é a velocidade de injecdo. No presente trabalho, vamos considerar que a tem-
peratura do meio poroso é a mesma do meio ambiente, ou seja, ndo ha troca de calor,
portanto as condi¢des de contorno para temperatura sao todas especificadas.

3.2 Integracao de equacoes

As equacdes governantes foram integradas pelo Método de Volumes Finitos (MFV),
onde as equacgdes de conservacao foram integradas sob o volume de controle indicado na



23

Figura 4 (FORTUNA, 2000).
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Figura 4 — Malha bidimensional Método dos volumes finitos. Adaptado (FORTUNA, 2000)

Portanto, a equacao de continuidade, Equacéao (15) foi integrada sob o volume de

controle da seguinte forma:

1 THAT dp "¢ 10u " oe10v
— - ——dxdy = 2
5AT/T 87’AQdT+/$ /w a@xdxdy+/s /w =y xdy = 0, (29)

resultando em

AQ
%E(p?a“ = Pp) + Ay(ue — uy) + Az (un —u,) =0, (30)

na qual AQ) = AzAy é o volume pois Az = 1 para simplificagéo.

Da mesma forma, a equacao de Conservacao do Momento, Equacao (16), foi inte-

grada na direcao de x sob o volume de controle

1 THAT Qu "¢ 10(uu) " ¢ 10(vu)
—BAT/T EAQdT—l—/S /wg o dxdy+/s /wg oy dxdy =

"¢ Op "0 (e Ou
_ op e 1
/S / 6@xdxdy —l—/s / g <Re 8x> dxdy+ (31)

w w

/ / ﬁ(ia—“> drdy — / / eB®, drdy + / / %gsin(@)d:pdy,
S S w S w r

Oy \ Re dy

w
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resultando em

AQ Pe — P
vl v — — — e fw
. —(u'%s up) + Foue — Fyuy, + Fru, — Fiug € . AQ+
De(uE—uP) —Dw(uP—i—uW)—i—Dn( N—’LLP) —D <UP+Us)

+eBP,AQ + F—g cos(0)AQ  (32)

naqual Fy = Asuys/e, Dy = cAy/(Re dzy) e 0 indice f sendo n, s, e, ou w. Seguindo 0s
mesmos passos, a equagao de conservagao do momento, Equacao (17), foi integrada na
direcédo de y sob o volume de controle:

1 [T ou " el@uv) "orel
(7 g Ov

"0 (e v

/ / oy (R_8_y> - / <tirdy + [ [ goosin@)duan

resultando em

d(vv)
dxdy =
dy e

|
I

AQ S
Ar (U;';rl —v}) + Fove — Fyv, + Fpv, — Foug = _617 Ayp AQ+

D.(vg —vp) — Dy(vp + vw) + Dyp(vy — vp) — Ds(vp + vg)
+eBP,AQ + F—g sin(A)AQ  (33)

naqual Fy = Asvg/e, Dy = cAy/(Re 0ys) € 0 indice f sendo n, s, e, w.
A conservacao da concentracéao foi integrada:

l@( vT)
e Oy

1 €0 1 or
/ / o (RePe 835) dxdy—{—/s w Oy (RePe@ )da:dy (34)

t+AT n e
L a—TAQd ~|—/ / 1agT)d dy +/ dxdy =

AT ). or

resultando em

AQ
A—(T;+1 ~T%) + F.T, — F,T, + F,T,, — F,T, =
-

Do(Tg — Tp) — Do(Tp + Tyw) + Du(T — Tp) — Dy(Tp +Ts)  (35)

onde Ff = Afo/€ e Df = Af/(R€SC (S.Tf)
Apo6s a integracdo das Equacgdes pelo Método de Volumes finitos, um esparso sis-
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tema linear foi gerado, conforme indicado pelas Equacdes (30), (32), (33) e (35). Para
calcular os fluxos nas faces dos volumes de controle foi utilizado o esquema QUICK (Qua-
dratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics) que € um esquema Upwind de alta
ordem que considera trés pontos ponderados por interpolagdo quadratica para calcular os
valores de face do volume.

3.2.1 Verificacdao Cédigo numérico

O presente trabalho é a extenséo de trabalhos anteriores, onde o c6digo escrito em
FORTRAN reproduz o escoamento em torno de um cilindro rigido iniciado por (DONINI,
2021). Neste caso, o escoamento contorna o obstaculo formando a conhecida esteira
de Von Karman a jusante do objeto, ou seja, reproduz um padrao repetitivo de vortices
rodopiantes, como apresentado na Figura 5.

Magnitude da Velocidade
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r 0.6

Figura 5 — Escoamento em torno de um cilindro rigido
(DONINI, 2021)

Posteriormente, o cilindro foi transformado em um material poroso e as condi¢oes
de contorno entre a matriz porosa e o escoamento livre foram tratadas pelo método One
Domain Approach, ou seja, as Equagdes (15) a (18) foram resolvidas conforme as condi-
¢cbes 19 e 20, sem a necessidade de especificar as referidas condigdes de contorno.

A Figura 6 mostra o escoamento em torno de um cilindro poroso com permeabili-
dade alta. Pode-se observar a ocorréncia de recirculagdo a jusante do cilindro, que ocorre
devido aos efeitos viscosos do escoamento.
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Magnitude da Velocidade
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Figura 6 — Escoamento em torno de um cilindro poroso

(OLIVEIRA, 2020)

Na Figura 7 tem-se o escoamento em torno de dois cilindros quadrados alinhados.
Neste caso percebe-se a influéncia do segundo cilindro no escoamento, que em baixas
velocidades nao forma uma zona de recirculagao.

Magnitude da Velocidade
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Figura 7 — Escoamento em torno de dois cilindros quadrados

(CHICHINELLLI, 2022)

O préximo passo do presente trabalho foi reproduzir o escoamento em torno de
uma placa plana porosa inclinada com o efeito da gravidade e por escoamento for¢ado,
conforme esquema da Figura 3. Para isso, foi retirado os cilindros das Figuras 5, 6 e 7
e transformado parte do dominio em matriz porosa, através do ajuste nos parametros ¢ e
B das Equacbes (15) a (18), resolvidas impondo as apropriadas condigdes de contorno
descritas anteriormente.



4 RESULTADOS

Inicialmente consideramos o modelo classico do escoamento entre duas placas pa-
ralelas, sem matriz porosa, conforme mostra a Figura (8), onde o perfil de velocidade inicial
na entrada em z = —6 € dado por um perfil parabélico v = v;(1 — (y/L)?), onde v; = 1 é a
velocidade maxima entre as duas placas e L a distancia entre as duas placas. A condigao
de ndo escorregamento nas placas é considerada e o efeito da gravidade é desprezivel
para as placas horizontais § = 0°. Os parametros adimencionais, tias como Re. F'r, Pe
foram assumidos igual a unidade. Em todos os resultados a seguir, as propriedades seréo
representadas ao londo das retas 1 = —5,2, 19 = —2,6, x3 = 2,6, x4 = 7,8, x5 = 10,4 e
Te = 13.

0.096

0.084

Velocidade
x1 x2 X3 x4 X5 x6

r0.072

F 0.060

r0.048

I 0.036

-5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5

0.024

0.012

0.000

Figura 8 — Magnitude da velocidade para escoamento entre placas paralelas (g = 0, 8§ = 0°)
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Figura 9 — Perfis de velocidade ao longo das retas 1 = —5,2, 2o = —2,6, 23 = 2,6, x4 = 7,8, z5 = 10,4 e
T = 13

4.0.1 Influéncia do numero de Darcy com efeito da gravidade

O numero de Darcy € um parametro adimensional que esté diretamente relacionado
com a permeabilidade de meios porosos, tais como, solos e rochas. Uma alta permeabili-
dade significa que o fluido pode escoar facilmente através do meio poroso, enquanto uma
baixa permeabilidade indica maior resisténcia ao escoamento. Meios porosos com alta
permeabilidade, como areia grossa, tém valores de Darcy relativamente altos, enquanto
materiais menos permeaveis, como argila, tém valores baixos. Os casos a seguir foram
utilizado para uma placa plana porosa com inclinagao de 6§ = 30°
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Figura 10 — Magnitude da velocidade para escoamento entre placas paralelas rigida e porosa para g = 10,
com placas na horizontal (§ = 30°), e = 0.5, Da = 0.01

Os resultados a seguir, Figuras (10) a (14), representam o escoamento entre duas
placas, onde a placa superior é rigida com condicdo de contorno de ndo escorregamento
e placa porosa encontra-se abaixo da linha tracejada em x < —2. Apresentamos os perfis
de velocidade em duas condicdes, a primeira com os perfis deslocados para permitir uma
melhor visualizacédo as evolugao do perfil de velocidade ao longo do dominio e na segunda
figura os perfis de velocidade sdo apresentados em suas respectivas escalas naturais.

Observando as Figuras (10) a (14) verifica-se que a evolugao dos perfis de ve-
locidade para diferentes valores de D, (permeabilidade). Para baixas permeabilidades
verifica-se a resisténcia do fluido escoar no meio poroso. A medida que a permeabilidade
vai aumentando, a influéncia do meio poroso no escoamento externo € menos acentu-
ada. Observa-se também que a condicao completamente desenvolvida vai se formando
ao longo no escoamento, para uma regiao afastada da entrada do escoamento.

A Figura (10) descreve o caso de baixa permeabilidade (Da = 0,01). Verifica-
se que dentro da matriz porosa o escoamento escoa de forma homogénea até atingir a
condicao completamente desenvolvida.
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Figura 11 — Perfis de velocidade na diregao vertical para g = 10 ¢ = 0.5, Da = 0.1

A Figura (11) apresenta o caso para permeabilidade mais alta Da = 0.1, neste
caso o verifica-se que as forgas inerciais tornam-se mais aparente dentro da matriz porosa,

como evidenciado também nos resultados Figuras (12) e (13).
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Figura 12 — Perfis de velocidade na diregao vertical para g = 10 ¢ = 0.5, Da = 0.5
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Figura 13 — Perfis de velocidade na diregao vertical para g = 10 € = 0.5, Da = 10

A Figura (13) apresenta o caso para uma matriz porosa de alta permeabilidade,
neste caso o resultado se aproxima da condicdo sem matriz porosa apresentada na Figura

(9)
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Figura 14 — Perfis de velocidade na diregao vertical para g = 10 ¢ = 0.5, Da = 100

A ocorréncia de instabilidade em uma lamina liquida sobre uma superficie porosa
€ um processo largamente estudado na literatura, que envolve a interacao entre o esco-
amento e as propriedades da superficie porosa. Essa instabilidade pode ser influenciada
por diversos fatores, no presente caso podemos citar o ponto de inflexdo no perfil de ve-
locidade que ocorre na interface do escoamento livre e meio poroso. Essas instabilidades
sd0 mais suscetiveis em meio poroso com baixa permeabilidade. Essas instabilidades
sao0 associadas a pequenas escalas e detalhes finos, muitas vezes requerem esquemas
de discretizagdo de alta ordem para serem capturadas adequadamente nas simulacdes

numéricas.
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4.1 Escoamento livre sobre superficie porosa

A seguir, apresentamos o escoamento livre sobre a superficie porosa, neste caso
muda-se a condi¢ao de contorno na parte superior do dominio para fluxo nulo na diregao
vertical. A condicdo de contorno na entrada é o perfil parabélico do caso anterior. A placa
esta com inclinacéo de 6 = 30°

A medida que o fluido infiltra na superficie porosa, pode ocorrer uma redistribuicao
da pressao dentro do meio poroso. Isso pode afetar a velocidade do escoamento na parte
interna e externa do meio poroso, bem como a direcdo do fluxo. Em alguns casos, a
acumulacao de pressao pode levar a fluxos ascendentes ou ressurgéncias como mostrado
na Figura (15). Neste caso utilizamos numero de Froude baixo (F'r = 0.01), nesta condi¢do
os efeitos gravitacionais sdo potencializados em relacédo os efeitos inerciais, resultando
numa regiao de recirculagao dentro do dominio.

2.00

1.75
Velocidade

- 1.50

125

- 1.00

- 0.75

-5.0 —-2.5 0.0 2.5 5.0 7.3 10.0 12.5

0.50

0.25

0.00

Figura 15 — Magnitude da velocidade para escoamento livre sobre superficie porosa para g = 10, com
placas na horizontal (6 = 0°), e = 0.5, Da = 0.01 e F'r = 0.01
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Figura 16 — Perfis de velocidade na diregéo vertical para ¢ = 10 ¢ = 0.5, Da = 0.01 e F'r = 0.01

A Figura (16) é possivel verificar o efeito da recirculagdo préximo da superficie da
matriz porosa matriz porosa. Na condicdo de F'r < 1, o escoamento é subcritico, 0 que
significa que a velocidade do fluido € menor que a velocidade de propagacao de ondas
gravitacionais. Isso implica que as ondas de superficie podem se mover tanto a favor

qguanto contra o fluxo.



5 CONCLUSAO

O presente trabalho apresentou o escoamento sobre uma superficie porosa em di-
ferentes configuracdes, entre duas placas (uma porosa e outra ndo porosa) e escoamento
livre sobre placa porosa. O parametro utilizado para a analise do escoamento foi 0 nimero
de Darcy. Este parametro é crucial para o design e andlise de sistemas de drenagem,
projetos de construcao civil, extracdo de petréleo e gas e recuperacao de aguas subter-
raneas. Compreender a permeabilidade e o fluxo de fluidos ajuda a prever e controlar a
movimentacao de agua e outros fluidos em ambientes naturais e artificiais. O presente
modelo apresentou uma visdo fundamental sobre como o meio poroso influencia no esco-
amento. A principal vantagem do presente modelo é a modelagem One Domain Approach
que permite obter a solugdo do problema sem a necessidade de modelar a condicado de
contorno na interface entre o escoamento livre € meio poroso. Porém esta abordagem €
limitada para baixo numero de Reynolds. No entanto, para os casos especificos de baixo
Reynolds, os resultados mostraram que a permeabilidade da matriz porosa tem grande
influéncia no comportamento do escoamento, principalmente na regido de transi¢cao en-
tre meio poroso e meio livre. Estudar as propriedades do escoamento na interface, é de
suma importancia, pois € nesta regido que ocorrem 0s principais problemas de escoa-
mento em encostas de morros, pois a instabilidade de uma lamina de fluido nesta interface
pode trazer sérios danos ao solo. Como trabalhos futuros, pretende-se implementar no
cbédigo numérico as condi¢des de contorno na interface do meio poroso, permitindo que
escoamentos com maiores velocidades possam ser reproduzidos. Além disso, o estudo de
transferéncia de calor entre meio poroso e o fluido podem ser adicionados na analise.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

AGUILAR-MADERA, C. G. et al. One-domain approach for heat transfer between a porous
medium and a fluid. International Journal of Heat and Mass Transfer, v. 54, n. 9, p.
2089-2099, 2011.

BASTOS ANDRADE, S. Manejo de irrigacao. [S.l.]: EMBRAPA, 2005. 54 p.

BEAVERS, G. S.; JOSEPH, D. D. Boundary conditions at a naturally permeable wall.
Journal of fluid mechanics, Cambridge University Press, v. 30, n. 1, p. 197-207, 1967.

BRINKMAN, H. C. A calculation of the viscous force exerted by a flowing fluid on a dense
swarm of particle. Flow, Turbulence and Combustion, v. 1, p. 27-34, 1949.

CHICHINELLI, S. C. Solucao numérica de um escoamento bidimensional entre
placas paralelas com obstaculo. 2022. Dissertacdo (Dissertacdo de Mestrado) —
Universidade Federal do Pampa, 2022.

CHORIN, A. J. A Numerical Method for Solving Incompressible Viscous Flow Problems.
Journal of computational physics, Elsevier, v. 135, n. 2, p. 118-125, 1997.

CIVAN, F. Porous media transport phenomena. Hoboken, NJ, United States: John Wiley
& Sons, 2011.

CRASTER, R. V.; MATAR, O. K. Dynamics and stability of thin liquid films. Rev. Mod.
Phys., American Physical Society, v. 81, p. 1131-1198, Aug 2009. Disponivel em:
<https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.81.1131>.

DISCACCIATI, M.; QUARTERONI, A. et al. Navier-stokes/darcy coupling: modeling,
analysis, and numerical approximation. Rev. Mat. Complut, v. 22, n. 2, p. 315—426, 2009.

DONINI, M. S. Tsuji burner as a numerical laboratory to study several aspects of
diffusion flame. 2021. Tese (Tese de Doutorado) — Instituto Nacional de Pesquisas
Espaciais, Sao José dos Campos, 2021. 130 p.

DULLIEN, F. A. Porous Media: Fluid Transport and Pore Structure. Cambridge,
Massachusetts: Academic press, 2012.

EGGENWEILER, E.; RYBAK, I. Unsuitability of the beavers—joseph interface condition
for filtration problems. Journal of Fluid Mechanics, Cambridge University Press, v. 892,
p. A10, 2020.

FLETCHER, C. A. J. Computational Techniques for Fluid Dynamics 2: Specific
Techniques for Different Flow Categories. Berlin, Germany: Springer Science &
Business Media, 1991.

FORCHHEIMER, P. Wasserbewegung durch boden. Zeits. V. deutsch. Ing, v. 45, p.
1782—-1788, 1901.

FORTUNA, A. de O. Técnicas Computacionais para Dinamica dos Fluidos Vol. 30.
[S.L.]: Edusp, 2000.



36

HAMDAN, M. Single-phase flow through porous channels a review of flow models and
channel entry conditions. Applied Mathematics and Computation, v. 62, n. 2, p.
203-222, 1994. ISSN 0096-3003. Disponivel em: <https://www.sciencedirect.com/science/
article/pii/0096300394900833>.

JOSEPH, D. D.; TAO, L. N. Lubrication of a porous bearing—stokes’ solution. Journal of
Applied Mechanics, v. 33, n. 4, p. 753-760, 1966.

KAVIANY, M. Principles of Heat Transfer in Porous Media. New York: Springer Science
& Business Media, 2012. (Mechanical Engineering Series). ISBN 9781468404128.
Disponivel em: <https://books.google.pt/books?id=pmjSBwAAQBAJ>.

MALISKA, C. Transferéncia de calor e mecéanica dos fluidos computacional. 22. Edi¢ao.
Rio de Janeiro: Livros Técnicos e Cientificos Editora, v. 200, 2004.

MAPBIOMAS. Projeto MapBiomas — Colecao [versao] da Série Anual
de Mapas de Cobertura e Uso da Terra do Brasil. 2023. Acesso em:
16 jul. 2024. Disponivel em: <https://brasil.mapbiomas.org/2023/10/31/
cidades-crescem-mais-em-areas-de-risco-a-desastres-climaticos/>.

MCDONALD, A. T.; PRITCHARD, P.; LEYLEGIAN, J. Introducao & mecanica dos fluidos.
Editora LTC, v. 5, 2006.

NIELD, D. A.; BEJAN, A. Convection in Porous Media. 5. ed. Cham: Springer, 2017.
988 p.

NIELD, D. A. et al. Heat transfer through a porous medium. Convection in porous media,
Springer, p. 37-55, 2017.

OLIVEIRA, D. P. de. Fluid Flow Through Porous Media with the One Domain
Approach: A Simple Model for Grains Drying. 2020. Dissertacao (Dissertacao de
Mestrado) — Universidade Federal do Pampa, 2020.

PASCAL, J. P. Linear stability of fluid flow down a porous inclined plane. Journal of
Physics D: Applied Physics, v. 32, n. 4, p. 417, 1999.

RUTH, D.; HUIPING, M. On the derivation of the forchheimer equation by means of the
averaging theorem. Transp. in Porous Media, 1990.

SIIKONEN MM RAHMAN, T. An artificial compressibility method for incompressible
flows. Numerical Heat Transfer, Part B: Fundamentals, Taylor & Francis, v. 40, n. 5, p.
391-409, 2001.



Anexo A -

A.1 Aspectos Matematicos das Equacoes de Conservacao

A.1.1 Equacoes de Navier-Stokes

As equagdes de Navier-Stokes moldam o escoamento de fluidos e conforme as
propriedades do mesmo podem ser simplificadas a fim de reduzir as dificuldades inerentes
a sua solucdo numérica. As equacdes expressam matematicamente os principios fisicos
através de leis de conservacao da massa e quantidade de movimento abordados a seguir
(FORTUNA, 2000).

Este anexo apresentara aspectos gerais e a discretizacdo dessas equacdes para
que seja possivel compreender posteriormente as simplificacoes realizadas.

A.1.2 Conservacao de Massa

Suponha o sistema mostrado na Figura 17 com instantes ¢ e ¢ + At, com velocidade
V4 do elemento area dA e um escoamento com velocidade V' (MALISKA, 2004).

sistema no

— sistema no
imstante f

instanie (H+Af

g
Figura 17 — Sistema usado para dedugao das equagdes de conservagao (MALISKA, 2004).

A variacao de massa no sistema (Am) é dada por:
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Onde my, ms € m3 sao as massas. Dividindo pela variagao no tempo, At, tem-se:

my(t + At) —my(t) mo(t + At)  Am (37)
At At At

Sabendo que ms3 e my, representam, respectivamente, a massa que entra e a

massa que sai do volume de controle, podemos rearranjar a equagao:

At At At At
Onde V(' é o volume de controle.
A massa é constante no sistema ao longo do tempo, entdo a equagédo pode ser

ms(t)  ma(t + At) N Am _ Am Ve (38)

escrita da seguinte maneira:

Mestra — Maos = 3 | VC (39)
onde Menira € Myai, regides 2 e 3 da Figura 17, sdo as massas que entram e saem do
volume de controle.

De acordo com (MALISKA, 2004), integrar da forma conservativa a equacao dife-
rencial ou realizar o balango sdo procedimentos equivalentes. Segundo o autor, obter as
equacOes aproximadas através da integracdo da equacéao diferencial é preferivel, uma vez
que nem todos os balangos sao facilmente deduzidos.

Portanto, a fim de calcular toda massa ao redor da superficie por meio de relagdes
matematicas, utiliza-se a integral com a velocidade relativa Vi, responsavel pelo fluxo de

massa através das fronteiras do volume de controle:

- / Pﬁ% -ndA = Mentra — Msas (40)
A

Sendo p a massa especifica, e para o devido ajuste da equagéo utiliza-se o sinal
negativo na integral.

Aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss para transformar a integral de area
em volume, onde V é o simbolo de divergéncia e V' é o de volume na integral (MALISKA,
2004):

_/(p@.dz):_/v.<p@>dv (41)
A \%

Obtém-se a equacao da Conservacao da massa na forma integral:

—/v-(m/})df/:/ @dv (42)
1% v di

Empregando novamente o Teorema da Divergéncia de Gauss, e considerando um
volume de controle fixo, encontra-se a forma diferencial da equagéo de conservagéao da
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massa (MALISKA, 2004)

/ [f; + YV (pVi)]dV =0 (43)
d d d d
7Pt d—(ﬂ ug) + d—y(PUR) + @(pr) =0 (44)

Uma vez que ug, vr € wr Sa0 as componentes de velocidade relativa nas dire¢des
X, Y € z respectivamente.

A.1.3 Conservacao da Quantidade de Movimento (Segunda Lei de Newton)

Segundo (MALISKA, 2004), para realizar a deducédo da equagao da conservagao
da quantidade de movimento é empregado o0 mesmo procedimento anterior, de forma que
as quantidades de movimento nos instantes t e t + At, expostas na Figura 17, sdo avalia-
das e a diferencga entre elas sera a variagdo na quantidade de movimento, expressa pela
Equacao 45 a seguir:

maVi(t + At) + maVa(t + At) — maVi(t) — mgVs = A(mV') | sist (45)

Dividindo toda a equagéao por At, obtém-se:

At At At
Sendo o primeiro termo da equacao anterior, a quantidade de movimento que varia

(mV)eea, = (Ve (ma(Va)ryar  (msVa) _ A(mV) S F (46)

dentro do volume de controle, o segundo e terceiro termo, a quantidade que sai e que entra
no volume de controle, respectivamente e o quarto termo a quantidade de movimento que
varia na unidade de tempo do sistema.

Como a variagao da quantidade de movimento no sistema nédo é nula e sim o so-
matorio das forgas, € empregada a Segunda Lei de Newton para sistemas, que estabelece
a forca resultante igual a taxa de variagdo da quantidade de movimento, dada por:

(QM A . Z F (47)

A partir da deducédo da equacao anterior, tem-se a Equacado da Quantidade de
Movimento para um volume de controle, descrita abaixo, entendendo que o somatério das
forcas € equivalente a geracao de quantidade de movimento (MALISKA, 2004).

AQwm

QMentra QMSCL’L + Z F = At

Descrita na forma integral, como:

= [PV dy £ S =5 [0 (49)
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Novamente, utilizando o teorema da divergéncia e considerando um volume de con-
trole fixo no tempo e infinitesimal, a forma diferencial € dada por:
SF o av - .
= =p|l—+ (V- V)V 50
G ol 7 (Ve - V)V] (50)
Como a conservagéo da massa na equacgao (A.14) é nula, obtém-se:
SSF DV

_ DV 1
v "Dt (51)

A equacao (A.15) possui trés componentes nas direcées coordenadas x, y e z, a
partir dos quais tem-se as equagodes a seguir:

Fz du du du du

ZC:W = ploy + (ur—+ VR g T (wr—-) (52)
E dv dv dv dv

Zdvy = P[% + (UR% + R g + (MRE) (53)
ﬁz dw dw dw dw

L S (n e on S+ () (54)

Através do balango de forga para as trés diregbes coordenadas anteriores, obtém-
se a equacao do movimento para x, y e z, onde o somatério das forcas é determinado por
meio do tensor de tensdes em cada diregéo:

d d d d d d

d
g (Pr) (e u)+dy(pu3 p+ o (pwrep) = (7 )+dy(7y )+ (Tea) + By (55)

d d d d d d

%(pv)%—%(pug-v)+d—y(PuR'U)+E(PwR v) = %(Txy)

+
—~
<
<
N~——
+
QU
N &l
—~
3
0
<
N~—
+
Sy
<
o
2

d d d d d d d
E(Pw)‘F%(PuR'de—y(PUR'@UH%(PWR'UJ) = %(sz) = @(T”Hd_y(TyZH_

(57)
As especificagcdes do tensor tensdo criam equagdes especializadas para cada fluido

ou classe de fluido. Para os fluidos newtonianos o tensor tensé@o é dado por:
dui de

dx; + dx;

J

Tij = —P6i; + ul ) + di;AdivV (58)
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A.1.4 Conservacao de Energia (Primeira Lei da Termodinamica)

Através da Figura 17, analisa-se os instantes de tempo tet + At. E tem-se as duas
equacles a seqguir:
(E3)e + Ev)q (59)

(E1)tsnr + (F2) e (60)

A diferenca entre elas representa a variacao de energia, como mostra a Equacao
61:
(Ev)tvar + (E2)ipar — (E3)y + (Er) = AE (61)

A partir da definicdo da Primeira Lei da Termodinamica, a variagado de energia em

um sistema é a diferenca entre o calor que entra e o trabalho que sai (MALISKA, 2004).
Logo:

AFE = Qentra — Wsai (62)

(EV)tsat + (B2)tiar — (Es)e + (Er)e = Qentra — Wsai (63)

Dividindo a equagao anterior por At:

(Ev)ipar — (B n (E2)irar (B3

= Wentra — ) 4
At At Ar - Qentra = Weai (64)
Assim obtém-se: AR
E - Esai entra sai — a g 65
entra + Q t W At ( )

Para encontrar as incognitas () e W é necessario transformar a Equagédo 65 em
variaveis do escoamento, como segue:

Eentra - Esai = _/ 6(,0‘5% : djﬁl) (66)
A

AFE d
- _ - 67
AL a0 VpedV) (67)

Logo,
. d
Qentr(z - Wsai - — / e(pVR : dA) + —/ p@dV) (68)
A dt Jy

ondee = E/m

A.2 Conducao unidimensional transiente

Considerando a equacao da condugao unidimensional transiente com termo fonte

a baixo apresentada:
d T d  kdT

%(P ):%( )+ S (69)

ep dx
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Faz-se necessario utilizar a integracao da equacao diferencial no volume de controle, ou
seja, utilizar o método dos volumes finitos. Este procedimento é preferido porque facilita
a generalizagao do calculo dos coeficientes quando todos os volumes tiverem as mesmas
caracteristicas. Além disso, a conservagao é garantida para todo o dominio.

A integracao no tempo e espaco, é definida como:

t+AL t+AL T t+At e
/ / (pT)dxdt = / / i L )dxdt +/ / Sdzdt (70)
dx " cp dm ¢ w

que resulta em

e t+At k’ dT k dT t+At
_ o0 _ 7 dt T NAzdt 71
/w(f’T TV / (== 5l) +/t (S,T, + S)Awdt  (71)

t

Apoés a integracdo demonstrada a cima, e considerando que o termo 6 sobrescrito
simboliza a escolha de avaliar o fluxo no inicio, ou no fim do intervalo de tempo; se o
fluxo for avaliado em uma posicao entre os limites do intervalo, é preciso especificar uma
funcao que da a variagcao de temperatura dentro do intervalo e esta é chamada de fungao
de interpolagédo no tempo, expressa da seguinte forma:

kdTl, kdT

— |9)AL + (S, T + Sp) Az At (72)
cp dx

M,T, — MOT? = [— s

Assim, retirando as derivadas a fim de compor um sistema linear, tem-se a Equacao

Geral:
M, T, k TE’ k TW?® k k LMo
_ k. L _ - ST S.Az (73
At cp| Axe+cp| Asw il cprl] [cpr| ol Ty + pM At * v (73)
Onde: (T E? N
T, (TE°—TP
== - 74
dx ¢ Az, (74)
© 0 9)
T TP —TW
dT _ (TP = TW7 (75)

%h" N Az,

A.3 Refinamento de malha

A.3.1 Funcoes de refinamento unidimensional

As funcdes de refinamento unidimensional sdo amplamente utilizadas para distri-
buir pontos ao longo de um dominio, a fim de ajustar a distribuicdo desses pontos em
uma malha numérica e, assim, melhorar a resolu¢dao em regides especificas (FLETCHER,
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1991).

E recomendado que sejam definidas variaveis dependentes e independentes. Nesse
sentido,é possivel expressar uma funcao de refinamento unidimensional aplicada a uma
variavel independente por meio da equacao (2.35).

.

S0 7 corresponde a posi¢do do ponto em questédo e deve respeitar os seguintes parametros:

0<nk<1 (77)

na <N < Ng (78)

De acordo com Roberts (1971) e modificada por Eiseman(1979), tem-se a equacao 2.38,
onde P e Q sao parametros de controle dos pontos da malha.

_ tanh[Q(1 — nx)]

=P 1—P)(1
s = Px+(1- P)( o) (79)
As equacgdes 2.39 e 2.40 utilizam "s"para especificar a distribuicao de "x"e "y".
xr— X
——— = f(s) (80)
A —TE
Y=ya _ g(s) (81)
Ya — Yk
Uma vez que f(s)=g(s)=s, simplifica-se as equag¢des a cima como:
r=xa+5(xs—zR) (82)
y=ya+s(ya—yn) (83)

De acordo com os valores de P e Q, os pontos sao distribuidos pela malha. Para valores
de P maiores que 1, os pontos ficam agrupados a esquerda, ou seja, ha maior refinamento.
Entretanto, o refinamento pode ser tratado de maneira melhor rearranjando as equacgdes
ja vistas como:

em (2.35)
fls)=g(s) =15 (85)
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A.4 A Equacao de movimento de Poiseuille

A partir das equacgdes de Navier-Stokes deduz-se a Equacgao de Poiseuille, apre-
sentada na Revisao Bibliografica e exposta a baixo, com sua solugao analitica detalhada:

d? 1dP
au_1ar (86)
dy?  pdx
com as condig¢des de contorno u = 0 em y = h, onde . é a viscosidade do fluido.

Para encontrar a solugéo analitica da Equacao de Poiseuille, realiza-se a primeira

integracao a fim de isolar o termo u:

v 1dP
- 87
dy?>  udx (87)
du 1dP
o C 88
dy~ ndn? + (88)
Com a condicao de contorno quando y=0, é possivel obter a constante C:
du o
Cup-Q)=C (90)
—(u — —
VE

Onde « € uma quantidade adimensional que depende dos parametros do material
permeavel; k representa a permeabilidade do material; up a velocidade em y = 0 (regiao
da interface) e () a velocidade no material poroso.

O termo % tem origem no comprimento da interface, chamado de L = @ onde é

vk
apresentado como o inverso, sendo [ = f Sendo assim, o comprimento é dependente
apenas das propriedades do fluido e do material poroso.

Com a substituicdo da constante C na equacao, tem-se:

Em seguida, realiza-se a integracéo pela segunda vez, obtendo-se:

[ 5= [+ Fw—-a (©3)

1dPy* «
——— 7 " (up— ’ 4
dr 2 + \/E(UB Q)y+C (94)
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A partir da condi¢cao de contorno quando ‘;—Z = 0,0u seja, na regidao da matriz porosa,

onde a velocidade é constante em y:

(0]
0=—(up —
\/E( B Q)
Pode-se escrever:
Q= iUB
VE
Apos, foi realizada a substituicdo () = u na Equacao (A.51):
_ ldPy? o ,
Q—;%§+E(UB—Q)Z/+C
o 1d Vk, « VEk
up = —— (22 — — 0= + ¢
R L
C=p T papae e
Portanto
_1dP y? o Q@ 1 du k

0]
u—MdJI 2 +\/E<UB_ﬁu3)y+ﬁuB_;@?_uB+Q

(100)
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