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RESUMO

Atualmente o Brasil é um dos maiores produtores de minério de ferro do mundo. Apos
a extracdo ocorre a trituracdo atraves de equipamentos de grande porte. O Moinho de Barras é
um dos equipamentos mais utilizados, essas maquinas apresentam elevado custo de
manutencdo devido a constante quebra das barras internas de moagem. Para reduzir esses
custos € necessario realizar analise matematica e de mecanica da fratura na barra. O objetivo
desse trabalho é analisar a propagacdo de trinca em uma barra no interior do tambor do
moinho de barras, para isso, é considerado que a barra cai em queda livre sobre uma pedra
(apoio rigido) posicionada exatamente no centro. A andlise foi realizada a partir da solucao
dindmica da barra em queda livre chocando-se transversalmente em um apoio rigido pelo
método de diferencas finitas (MDF). O algoritmo do MDF foi aferido inicialmente por
comparagao entre os resultados de simulagéo realizada no ANSYS LS-DYNA e os resultados
analiticos para caso de sem trinca, onde ficou comprovada a eficiéncia do MDF. A resolucéo
da propagacédo da trinca consiste na determinacdo de quando ocorre o inicio da trinca, ou seja,
quando a tensdo superficial supera a tensdo de ruptura do material a trinca inicia, e na
verificacdo das condicdes para a propagacao, isto €, ap0s a iniciacdo da trinca utiliza-se o
balanco de energia de Griffith em cada instante de tempo para verificar se a trinca continua
propagando. Ao analisar os resultados do trabalho conclui-se que: a barra pode quebrar em
mais de um pedaco; em materiais com dureza elevada ndo ocorre o inicio da trinca; a
tenacidade a fratura influéncia diretamente na velocidade e no comprimento propagado da
trinca; o coeficiente de encruamento do material é eficiente para interromper a propagacao da
trinca e reduzir a velocidade de propagacao. O presente trabalho podera ser considerado como
base para analisar propagacédo de trinca em uma barra com multiplas trincas e perfil de dureza

variavel.



ABSTRACT

Brazil is one of major producers of iron ore in the world. After the ore is explored, the
first process of the production is to triturate iron ore. A rods mill is most common grinding
equipment. These machines are of high maintenance costs due to constant failure in the
milling bars caused by the chock when the bar drops down and impacts on the ores. To
reduce such costs, mathematical and mechanical analysis for the bar failure is necessary. The
aim of this study is to analyze the crack propagation in a bar, subjected to the shock inside the
rod mill barrel. It is considered that the bar falls down freely on a rock (hard support)
positioned exactly at the center. The dynamic analysis was performed by the finite difference
method (FDM). At first the algorithm based on the FDM was compared with the results
performed in ANSYS LS-DYNA and with analytical solution without crack propagation. It
was verified FDM efficiency. The numerical analysis is to check when crack onset occurs and
if there are conditions for the crack propagation, in other words, when the stress exceeds the
ultimate strength of the material initiating crack, thereafter, using the energy balance Griffith
at each instant of time to check the conditions of crack continue propagation. By analyzing
the results we conclude that: the bar can break into several pieces; in materials with elevated
hardness may not onset crack; the fracture toughness influences the speed and length of the
crack propagation; the work hardening coefficient of the material is efficient to arrest crack
propagation and decrease the speed of crack propagation. This work has laid the foundation

for analyzing multi-cracks propagation in a bar with a profile of variable hardness.
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1 Introducédo

O minério de ferro € a principal matéria prima para a fabrica¢do do ago, é encontrado
na natureza na forma de rocha, misturado a outros elementos. Apds ser extraido, 0 minério
passa por diversos processos de beneficiamento e reducdo, para posteriormente ser vendido
para as industrias siderurgicas onde é transformado em aco.

Um desses processos é a trituracdo, que pode ser realizada através de diversos tipos de
moinhos, como: moinho de barras, moinho vibratorio, moinho vertical (Vertimill), moinho
trapezoidal, moinho de martelo, moinho de rolos de superpressdo, moinho Raymond, moinho
de bola e outros. Devido a elevada dureza do minério, 0s componentes mecanicos desses
equipamentos estdo submetidos a condicGes severas de trabalho.

Uma falha comum e frequente nesse processo € a quebra ou desgaste das barras
cilindricas do Moinho de Barras (FIGURA 1). No moinho as barras de aco sdo elevadas
através do giro do tambor (FIGURA 2) e logo que atingem o ponto mais alto, caem sobre o

minério produzindo um forte impacto que o fragmenta.

FIGURA 1 - Moinho de Barras

Fonte: http://www.mine-engineer.com/mining/rodmill.htm
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FIGURA 2 - Processo de moagem do minério de ferro no moinho de barras.

Fonte: http://www.magotteaux.com/wiki-mag/rod-mill

Quando uma barra cai, ela se choca com outras em pontos de contato variaveis. Um
caso critico ocorre quando o ponto de impacto estd proximo ao centro da barra, este caso
poderd resultar na quebra da barra, causando danos ao material e aumentando o custo de

fabricacdo e manutencéo.

Barras de trituracdo de

minério de ferro.
= | 4 ’

FIGURA 3 - Barras do moinho de barras

Fonte: http://www.flickriver.com/places/United+States/Nevada/Belmont+Mill
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2  Objetivo e justificativa

2.1 Objetivo geral

O objetivo geral deste trabalho é analisar, através do método de diferencas finitas, a
propagacdo de uma trinca em uma barra com o propoésito de estabelecer a influéncia da altura
da queda, resisténcia do material, tenacidade a fratura e coeficiente de encruamento no

comprimento e na velocidade de propagacéo da trinca.

2.2 Objetivos especificos

Para analisar numericamente a propagacdo dinamica de uma trinca na barra, objetiva-

Se.

I. Desenvolver o algoritmo baseado no método de diferencas finitas e na teoria de
vibracédo de viga de Euller Bernoulli para analisar o problema de impacto transversal

em uma barra intacta®;

I. Aplicar o algoritmo desenvolvido e o balanco de energia de Griffith para analisar a

propagacdo dindmica de uma trinca localizada no centro da barra.

2.3 Justificativas

O Brasil € um pais que possui grandes reservas de minério de ferro de alta qualidade e
produz grande quantidade de aco. A diminui¢do no custo de fabricagdo do aco podera
aumentar a competitividade brasileira no mercado mundial, em consequéncia, melhorando a
economia do pais. A investigacdo proposta podera estabelecer a relacdo entre a quebra de

barra de certo diametro com a altura da queda, resisténcia do material e o didmetro da barra,

! Viga Intacta indica que ndo hé presenca de trinca.
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assim, contribuindo para o projeto de maquinas de moinho e diminuindo o custo da fabricacéo
de aco.

A propagacao dinamica de trinca é complexa sendo quase impossivel obter a resolucao
analitica, dessa forma, para resolucdo sdo utilizados softwares comerciais como ANSYS LS-
DYNA e ABAQUES que além de caros requerem experiéncia e treinamento especializado
dos usuarios, e ainda ndo sdao capaz de modelar a propagacao dindmica da trinca provocada
por impacto. Esses softwares discretizam a equacdo do movimento no dominio do espaco por
meio do método de elementos finitos, e no dominio do tempo através do método de diferencas
finitas.

O método de diferencas finitas € um método numérico estavel e de formulagéo simples
amplamente utilizado em pesquisas cientificas. Porém ainda ndo foram encontrados trabalhos
que utilizem exclusivamente este método para andlise da propagacdo dinamica de trinca
provocada por impacto, sendo assim, o éxito deste trabalho resultard& em significativa

contribuicdo académica.
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3 Reviséo bibliografia

O fenbmeno de vibracdo comecou a ser estudado quando foram desenvolvidos os
primeiros instrumentos musicais. Um dos primeiros estudos foi atribuido ao filésofo e
matematico grego: Pitadgoras (582-502 A.C), que realizou experimentos com uma corda
vibratdria, utilizando um instrumento simples chamado de monocérdio (MILLER, 1935).

Galileu Galilei (1564-1642) também realizou estudo em uma corda vibratoria e foi o
primeiro a mostrar que o tom, esté relacionado com a frequéncia de vibracdo. Galileu também
estabeleceu os fundamentos para os estudos de sistemas vibratorios por meio de suas
observacOes feitas em 1583 referentes aos movimentos de uma lampada suspensa de uma
catedral em Pisa, na Italia. Ele descobriu que o periodo do movimento era independente da
amplitude do balanco da lampada. Essa propriedade é vélida para todos os sistemas
vibratdrios que podem ser descritos por modelos lineares.

A solucdo analitica da corda vibratdria foi apresentada por Joseph Lagrange (1736-
1813). Em seu estudo, Lagrange admitiu que a corda vibratdria, era composta por um ndmero
finito de particulas de massas idénticas, espacadas igualmente e estabeleceu a existéncia de
um numero de frequéncias independentes igual ao numero de particulas de massa.
Considerando-se 0 numero de particulas infinito, constatou-se que as frequéncias resultantes
eram as mesmas frequéncias harménicas da corda estirada.

A possibilidade de uma corda vibrar com vérias de suas harmdnicas presentes ao
mesmo tempo, sendo o deslocamento de qualquer ponto em qualquer instante, igual & soma
algébrica dos deslocamentos para cada harmonica, foi provada por meio das equacOes
dindmicas de Daniel Bernoulli (1700-1782) (CANNON e DOSTROVSKY, 1981).

Ja as vibragdes de vigas delgadas apoiadas e engastadas de diferentes maneiras foram
estudadas pela primeira vez por Euler em 1744 e Daniel Bernoulli em 1751. Essa abordagem
ficou conhecida como Euler-Bernoulli.

Stephen Timoshenko (1878-1972), apresentou uma teoria mais aperfeicoada de
vibracdo que ficou conhecida como teoria de Timoshenko ou de vigas grossa, que considera
os efeitos da inércia de rotacdo e da deformacdo por cisalhamento, efeitos esses, nédo
considerados pelo modelo de Euler-Bernoulli.

Kim e Kim (2000) analisaram o efeito de uma trinca, na estabilidade dindmica de uma

viga de Timoshenko com extremidades livre submetida a uma forgca constante ou intermitente.
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Para obter as frequéncias naturais e os modais vibratorios transversais utilizaram-se dos
métodos de elementos finitos e das escalas multiplas. Na mesma linha Kisa e Gurel (2007)
desenvolveram uma nova técnica numérica para analise de vibracOes de vigas de secdo
transversal circular contendo trincas. Através dos métodos de elementos finitos e de sintese
modal de componentes obtiveram os modos de vibracdo de uma viga de secdo circular
contendo uma trinca. Porém nesses trabalhos ndo € considerada a propagacdo dindmica da
trinca.

Mais recentemente Dona e Palmeri et al. (2012) desenvolveram um modelo para
analise de vibragdo de viga, baseado no método de elementos finitos, de estruturas reticuladas
com multiplos defeitos concentrados. O modelo proposto considera varias trincas em
diferentes locais da viga e os efeitos macroscopicos desses defeitos sdo simulados atribuindo
molas longitudinais, rotacionais e transversais na posi¢édo de cada trinca.

Hoffmann (2013) do grupo de pesquisa Mecéanica Aplicada da UNIPAMPA realizou a
modelagem matematica do perfil de dureza da barra através do método analitico pela
aplicacdo da teoria de Euller Bernolli e mecéanica da fratura. Porém devido a limitacGes do
método analitico, ndo foi possivel tratar adequadamente a propagacdo de uma trinca.

A propagacdo dinamica de trinca é objeto de estudo de muitos pesquisadores,
Brickstad (1983) investigou a propagacao rapida de trinca através do desenvolvimento de um
programa de elementos finitos para considerar o material como El&stico-Viscoplastico. Nesse
modelo os efeitos da deformacdo plastica sdo considerados. Needleman (1994) analisou a
propagacdo dindmica de uma trinca em solidos rigidos através do método de elementos
finitos, como resultado obteve a velocidade de propagacdo da trinca. Na mesma linha Marur
(1994) desenvolveu um método para anélise dindmica de pre-trinca em um corpo de prova de
trés pontos bi-apoiado utilizando elementos finitos. Kosteski (2012) usou o método de

elementos discretos (DEM) para analisar a propagacéo de trinca em materiais quase-frageis.

3.1 Teoria das vibracoes

As teorias de vibragdo estudam o movimento oscilatério de corpos e as forcas
envolvidas nesses deslocamentos. Ao analisar as energias mecanicas envolvidas na vibragao
de um sistema, pode-se afirmar que o movimento de vibracdo envolve a transformacéo da

energia potencial armazenada no corpo em energia cinética e ou vise versa.
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Para determinar a posicdo dos componentes de um sistema durante 0 movimento
oscilatorio envolve-se o nimero de graus de liberdade do sistema. Esse numero é igual ao
nimero minimo de coordenadas necessarias para determinar completamente a posicdo de
todos os componentes do sistema em um determinado instante de tempo.

Ao considerar uma viga engastada (FIGURA 4) contendo infinitos pontos materiais
sdo necessarios infinitos graus de liberdade para determinar os respectivos deslocamentos

(W, W,, Wy, ...) .

lll_ii_"lI.'IIIIlIT [

11112

4 Wi
r
s Ty et

FIGURA 4 — Infinitos graus de liberdade.
Fonte: RAO, 2011

Na maioria dos casos de vibragdes envolvendo problemas de engenharia sé&o
necessarios infinitos graus de liberdade para descrever o movimento, esses sistemas sao
chamados de continuos e sdo determinados por uma equacéo diferencial parcial.

Para a formulacdo de uma viga pode-se considerar dois modelos: a viga de Euler-
Bernoulli e a de Timoshenko. A principal diferenca entre estes modelos é que na formulagédo
de Euler-Bernoulli ndo é considerada a deformacdo de cisalhamento presente nas secdes
transversais. Para a resolucdo do problema proposto nesse trabalho utiliza-se o modelo da

viga de Euler-Bernoulli.

3.1.1 Teoria das vibrac6es em vigas de Euler-Bernoulli

Na teoria classica de Euler-Bernoulli, consideram-se vigas prismaticas uniformes (de
secdo transversal constante) com comprimento longitudinal como dimensdo predominante.
No caso de vigas, o0 interesse reside em acGes de movimento chamadas acdes de flexdo
(FIGURA 5).

Para aplicarmos a teoria das vigas de Euler-Bernoulli ou teoria elementar das vigas,
devemos fazer as seguintes premissas (BEER, JR., et al., 2012):
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I.  Existe um eixo na viga que ndo sofre tracdo ou compressdo, e 0 eixo X sera

posicionado ao longo deste eixo neutro.

Il. As secOes transversais perpendiculares ao eixo neutro no estado nao torcido da viga
permaneceram planas e perpendiculares ao eixo neutro durante o deslocamento, o

que significa que o cisalhamento pode ser desconsiderado.

I1l. O material é linearmente elastico e as propriedades da viga s&o homogéneas em

todas as direcdes.

IV. As tensdes laterais desenvolvidas nos eixos’ gy e 0, sdo despreziveis quando

comparadas com as tensdes desenvolvidas no eixo x ().

O plano xw, € o plano principal, conforme mostra FIGURA 5.

L
X Cdx
L Wix.T
e “1~
i I i 1 T — X T
R
vy Vo L T
. L
W fix.t) ' v ! | --],h"“'T-::“'-:: T
| VTS
¢ ' Jr J’ :1w o

FIGURA 5 - Viga sofrendo deflexao

3.1.2 Equacao diferencial da viga submetida a vibracéo lateral

Segundo RAO (2011), para analisar a vibracdo lateral & necessario pensar em um

elemento da viga® (FIGURA 6) onde M(x,t) é o momento fletor, V(xt) é a forca de

20 eixo y passa ha origem e é perpendicular aos eixos w e x.
® Viga é um elemento unidimensional onde o comprimento é bem maior que as dimensdes da secdo
transversal.
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cisalhamento, e f(x,t) é a forga externa por unidade de comprimento da viga. Visto que a forca
de inércia que age sobre o elemento da viga é:

a 2
pA(x)dx a_tlg/ (x,t)

A equacdo de movimento da forca na dire¢do w é:

~(V +dV) + £, Ddx +V = pAG)dx Z¥ (x, ) (3.1

Mix, 1) + dM(x, )

FIGURA 6 - Diagrama de corpo livre de um elemento da viga sofrendo deflex&o.
Fonte: RAO (2011).

onde p ¢ a densidade da massa, ¢ A(x) é a area da secdo transversal da viga. A equacdo do
movimento rotacional em relagdo ao eixo y que passa pelo ponto O, desconsiderando a

aceleracdo angular, é dada por:
(M +dM) — (V + dV)dx + f(x,)dx == M = 0 (3.2)

Anotando que:

av = dx .(33)
OX
oM
aM = 2= dx .(3.4)

dx
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Desconsiderando os termos envolvendo a segunda poténcia de dx, as Equagdes (3.1) e

(3.2) podem ser escritas respectivamente:

v 0w
—a(x, t)+f(x0) = PA(X)W(X, t) +(3.5)
oM
S D V() =0 ..(3.6)

Utilizando a relagdo V = dM /dx da Equacdo (3.6), a E quacdo (3.5) torna-se:

0*M d%w
T 9x2 (e, t) + f(x,t) = PA(X)W(JC, t) ..(3.7)

Sabe-se pela teoria elementar da flexdo de vigas (também conhecida como teoria de
Euler-Bernoulli ou teoria da viga delgada ou fina) que a relacdo entre 0 momento fletor e

deflexdo pode ser expressa como:

M(x,0) = EI(x)a;Tf(x, D (38)

Onde E é o modulo de Young do material e I(x) € o momento de inércia de area da
secdo transversal da viga em relacdo ao eixo y. Este equacgdo é valida somente para regime
elastico.

Inserindo a Equacéo (3.8), na Equacéo (3.7), obtemos a equacdo de movimento para a

vibracéo lateral forgada de uma viga ndo uniforme:

0?2 d2%w

0?2 w 3
ﬁlEl(x)W(x, t)l + pA(x)F(x, t) =f(x1t) ..(3.9)

A equacdo acima é valida para um mesmo modulo de elasticidade. Para nosso caso, o

modulo de elasticidade é constante.
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Para uma viga uniforme, a Equacéo (3.9) reduz-se a:

4

d*w 2%w
EI—(x t) + pA—

5z O =f(x0) .. .(3.10)

Para vibracgdo livre, f(x,t) = 0; e portanto, a equagdo de movimento torna-se:

4 az
W(x t)+——xt) =0 ..(3.11)
ot2
onde:
El
c= |—



24

4 Solucdo da vibracdo da viga submetida a impacto pelo método de diferencgas finitas

Para o caso em estudo realizou-se analise dos fendmenos fisicos que séo originados
durante o processo de trituracdo do minério de ferro. Apés estudos definiu-se que o caso mais
critico ocorre quando a barra cai de uma altura H sobre uma pedra de minério posicionada

exatamente no meio, representado na FIGURA 7.

Barmra circular
| \ LT .

B \ _

Minério”
FIGURA 7 — Representacdo do caso critico

Desse modo considera-se 0 caso extremo de solicitacdo de resisténcia da barra, no
momento em que a haste se choca com uma unica rocha exatamente na metade de seu
comprimento, a barra deformada é representada na FIGURA 8. Assume-se que a rocha de
minério de ferro é um vinculo rigido indeformavel, sendo assim no momento em que a barra
toca 0 minério ndo ocorrem perdas de energia causadas por uma possivel deformacdo do

vinculo e emissao de som.
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LT

e Minério

FIGURA 8 - A viga deformada depois do choque com o minério.

Observa-se na FIGURA 8, que a deflexdo da haste é simétrica. Com o objetivo de
otimizar recursos computacionais é possivel considerar somente a metade da viga

considerando-a como engastada, devido a simetria (FIGURA 9).

\

>

%

|
X

FIGURA 9 — Modelo de anélise: viga de comprimento L, engastada em uma extremidade e livre na outra.

As diferencas finitas* 6 um método simples e muito utilizado em trabalhos cientificos,
é aplicado na resolucdo de equacdes diferenciais complexas onde a resolucdo analitica €
dificil e na maioria das vezes impossivel de se obter. Segundo Ruggiero e Lopes (1996), esse
método consiste em transformar o problema de resolver uma equagédo diferencial em um
problema de resolver um sistema de equacOes algéebricas, usando para isto aproximacées por
diferengas finitas das derivadas que aparecem na equagdo. O método empregado é o de
diferencas finitas centrada o qual apresenta menor erro, comparado com a diferenca finita
regressiva e progressiva. Outra caracteristica importante é sua estabilidade no dominio do

tempo e para esse tipo de problema também apresentou-se estavel no dominio do espago.

* O conceito do método de diferencas finitas encontra-se no ANEXO A.
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Inicialmente é discretizado o dominio em n passos, 0 que se denomina malha. Neste

trabalho é empregada uma malha uniforme, ou seja, a distancia entre 0s pontos possuem 0

. 1 . - .
mesmo comprimento h = o No total a viga foi discretizada em 221 pontos (FIGURA 10).

i=0  i=l .

Te T '

FIGURA 10- Passo (h) indicado na Malha viga

4.1 Formulacéo

Na se¢do anterior vimos que a equacdo do movimento para uma viga de uma secéo

transversal nao uniforme submetida a vibracao lateral forgcada, é a seguinte:

2 2
0°M (x,1) +pAa w(x,t)

8x2 atz - f(X’t) (41)

Para simplificar a solugéo das integrais de modo a considerar os limites de integracéo

de 0 a 1, introduzimos o seguinte parametro adimensional:

gz% 0<¢<1 ..(4.2)
onde L é a metade do comprimento da total da barra.
Aplicando (4.2) na Equacéo (4.1), temos:
OM(g ) , A OWED) _ ¢y (4.3)

120¢° ot
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onde f(¢g,t)=pAg, constante.

Discretizando o Momento Fletor na Equacao (4.3) pelo método de Diferenca Finita

Centrada de primeira ordem, temos no ponto i e no tempo j:

M) 1
o Lzhz(M,Ll—2MJ+|v|J ) (4.4)
Onde:
o*w,
I\/||J+1 = Ellirla—zl_ EI|+1 Lzhz I: i+2 2W|J+1+W } (45)
2]
M,/ El‘aa)\(N —EI Lzlhz[ wl, —2w) +w), ] ..(4.6)
: . o'w 1
|\/|iJ_l=E|iJ_1aT E|{1W[ — 2w, +w, | (4.7)
Substituindo as Equacdes (4.5), (4.6) e (4.7) na Equacéo (4.4), temos:
o°Mm) ow E . oo
L= L= I —owd w200 fwd - owd e wd |+
Lzagz L46g4 L4h4(| |: i+2 i+l :| [ i+l i |—1:| (48)

1w —2w),+w, )

4.1.1 Aceleragdo

Sabemos que

2
w na Equacdo (4.3) corresponde a aceleracdo. Para calcula-la

utilizamos a equagé@o de movimento linear de um ponto material com a consideragdo em que a
aceleracdo é uniforme porque o incremento de tempo sera muito curto: At =t/ —t/=1,j =
1,2,..m
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As, = V)AL +%a§m2 ..(4.9)

, entdo temos:

2wl t]
Sabemos que As, =w/ —wi e a) = 0 Wétgz.,t )

o*w(g,,t! 2 i
étgzl ) = Atz (VVIJ _WiJ l_ViJ lAt) (410)

2 i
AW, t) _ ZpA(

T Ar w! _Wij‘l—vij‘lAt) ..(4.12)

Apos de obtencdo w!, pode-se calcular a/ pela Equagdo (4.12) e em seguida a velocidade:
vl =vitralAt

A qual é imprescindivel para obter a energia cinética.
4.1.2 Equacédo Geral

Substituindo as Equacdes (4.8) e (4.11) na Equacéo (4.3), temos:

(12w, w20 o, 2wl o1 [ 2w, )

L*h* (4.12)
B(w —w/*—viat) = pAg

Com m=i,1§jsm e n=1,1sisn
At h

Onde:
w € o deslocamento em cada ponto ;

At € o incremento ou passo de tempo;
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tf € o tempo total da anélise;
m € o numero total de intervalos de tempo da anélise;

n é o nimero total de passos.

Caso ocorra o surgimento de uma trinca em um local, 0 momento de inércia da barra
neste local varia com o tempo, entdo a equacao (4.12) assume formas distintas, ou seja, 0
momento de inércia é constante no local da propagacdo quando a viga esté intacta e variavel a

partir do inicio e da propagacéo da trinca.

Para tornar a resolucdo mais compacta nomeamos as seguintes notagdes:

El
= Tid ..(4.13)
2pA
B = A’;z ..(4.19)

, 2vi
= HA i ..(4.15
i =p (g+ " j ( )

4.1.3 Caso ndo ha o surgimento de trinca

Caso ndo houver o surgimento de uma trinca, 0 momento de inércia (1)é constante

para todos os tempos e posi¢des 1), =1J =1J, =1, entdo a equacdo (4.12) assume a seguinte

forma:;

wow! —aw!, +wl, )+ B(w —wit v At = pAgL.(4.16)

i+2

i i
a'(W _4\Ni+l
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4.1.4 Caso ha o surgimento de uma trinca no ponto fixo x=0

Supor-se neste trabalho que a trinca ocorra apenas no ponto fixo: x=0, ou seja i=0. O

momento de inércia (IOJ) varia na medida em que a trinca se propaga. Entéo a Equacéo (4.12)

assume a seguinte forma para i=1:

L4Eh4 (I [le+2 — 4w +5w — 2w1{1] +1) [le 2w/, + w1{2])+ a1

ﬂ(wlj —le‘l— f‘lAt) = pAg

Para as demais posicbes 0 momento permanece constante em todo o tempo

I, =1J =1 e aequagdo (2.15) se mantem mesma.

i+1
Para resolver a Equacdo (4.12) sdo necessarias duas condigdes iniciais e quatro
condicBes de contorno. Essas condi¢cdes devem ser discretizadas pelo método de diferencas

finitas para substituir na equacéo geral.
4.1.5 Condigdes iniciais

Uma condigéo inicial € dada por w(x,t =0) =w’, considerando w(x,0) =w(s,0) =0,

temos:

w’ =0, com 1<i<n ...(4.18)

A outra condicdo inicial é dada pela velocidade inicial da viga E(x,tzo):vi0 no

momento em que a barra choca-se com o minério de ferro (FIGURA 8), assim temos:

V) =/2gH , 1<i<n ..(4.19)
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onde g ¢ a aceleracdo da gravidade e H € a altura da queda.

4.1.6 Condigdes de contorno

A haste esta engastada na extremidade esquerda conforme mostra a FIGURA 9, onde

as condicdes de contorno apresentam-se da seguinte forma:
I.  Naextremidade engastada (¢cL =0ou i=0), a deflexdo e a inclinacdo sdo nulas,
sendo assim:

a) Deflexdo w(0,t) = 0 aplicado para todos os instantes de tempo, temos:

w) =0 ,paral<j<m ...(4.20)

8W(0,t) _ Woj+1 _Wg—l
OX

=0, resulta em:
2h

b) A inclinacdo

wi=w,1<j<m ..(4.21)

II. Naextremidade livre ¢ =1 ou =N, 0 momento fletor e a forga cortante sio nulos,

isto é:

2 i ) . . .
ow(g,t)) E 1w, —2w) +w) ) =0, resulta

a) Momento fletor El =
) (gn) LZagZ L2h2 n

em:

W, =-wl +2w), 1< j<m ..(4.22)

n+l

b) Através da forca cortante, tém-se:
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+wl )=0 ..(4.23)

d o*w(c,,th) .
—| El n’ I ,+2w) —2w!
L8g ( (gn) Lzagz 2L3h3 n ( n— n+1

Substituindo (4.22) em (4.23), temos:

Wi =wl —4wl 4w ..(4.24)

h2 =
4.2 Construcgéo de equacdes do sistema linear

A solucdo do sistema linear é obtida através da matriz dos coeficientes de
deslocamentos, utilizando a Equacgéo (4.17) para a primeira linha e a Equacgéo (4.16) para as
demais.

Iniciamos com o tempo j=1, o qual corresponde ao primeiro instante t! = At, os

demais instantes se utilizam das informac6es dos instantes anteriores. A velocidade no tempo

J € obtida por:

vij = vij_l + a{At ...(4.25)
onde a aceleracgéo:
. ZpA j . .
] _ j-1 j-1
a; = Az (W —w; " —v; At) ...(4.26)

Substituindo as condicdes iniciais (4.19) e (4.20) na Equacéo (4.12), temos:

E ( [, -+ 5w - 2w+ 1 [ - 2W?-1+W32])

L4h4 i+2 i+l

e (w,1 W -VAt)= pAg  ..(4.27)

ou seja
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':W|1+2 i+1

AW, + 5w - 2w, |+ E L wE-2wl w4 A =) ..(4.28)

4h4 |—1

Substituindo as condicdes iniciais (4.19) e (4.20) na Equacéo (4.16), temos:

El 2pA
W(witz—4w?+1+6w?—4m¢1+m#z)+ALt2(m¢—vvi°—v?At)=pAg .(4.29)
o W, AWk, + 6w —aw! W, [+ pwE =y ..(4.30)

Para construir a matriz dos coeficientes dos deslocamentos aplicamos a Equacéo

(4.28) para a primeira linha e a Equacéo (4.30) para as demais, assim temos:
I.  Primeira linha da matriz, i =1.

E

[t 020 [ [ 2w T = (@31

Substituindo as condicdes de contorno (4.20) e (4.21) em (4.31), temos;

[5a+2a||—°+ﬂ]vv11—4a\/\é +aw, =y, ..(4.32)

Il. Segunda linha da matriz, i=2.
al Wy — 4w + 6w, —4w; + W, |+ AW, =7, (4.33)
Substituindo a condicédo de contorno (4.20) na Equacéo (4.33), temos:

~Aaw; +(6a + B) W, —daw; + W, =7, ..(4.34)



[1l. Terceira linha da matriz, i =3.
e[ W — 4w + 6w, — 4w+ v |+ A = 72
Substituindo a condicdo de contorno (4.20) em (4.35), temos:
+aw; —4aw; +(6a + B)W; —4aw, +aW; =y,
IV. Antepenultima linha da matriz, i=n-2.

a I:Wln,4 - 4W1n,3 + 6W1n4 - 4W1n4 +W, ] + ﬂwlnfz = 7&72

+aw,_, —4aw,_; +(6a + )W, , —daW.  +aw; =y, ,

n
V. Penaltima linha da matriz, i=n-1.

a[le — AW, + BV, — AW, + \N1n+l:| + AW =T
Substituindo a condicdo de contorno (4.22) em (4.37), temos:

+aW_, —4aW , + (50[ + ﬂ)Wln_l —20W, =7,

n n
VI. Ultima linha da matriz, i=n.

Q[M72—4M/ln71+6\ﬂlln _4\Nln+l+vvln+2]+lgvvln :J/rf

Substituindo a condicdo de contorno (4.22) e (4.24) em (4.39), temos:

34

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)



20W,_, —4aW, , +(2a+ B)W, = y;

n

35

(4.40)

Analisando a Matriz (4.41) observamos que ha variagcdo nos coeficientes somente em

=1, i

propagacao de trinca apenas a primeira linha da matriz se altera.

i
[5a+2a||°+ﬂ} —4a a

—4a (6a + B) 4o a
+a —4a (6a + B) —4a a
0 a —4a (6a + B) —4a a
0 0 a —4a B6a+p) —-da «a

- a —4a (6 + p) —4a
0 a —4a (Ba+ p)
0 0 2a —4q

a
—2a

(a+p)

16
7,
s
Vs
Vs

Vo

Vo

=2, i=n-1 e i=n, os demais se repetem na diagonal principal. E quando ha

..(4.41)

Para manter a estabilidade do método e diminuir o erro na solugdo numérica do

sistema, € necessario manter os valores de o e B na mesma ordem, ou seja, pelas Equactes

(4.13) e (4.14) tem-se:

El  2pA
o0==—~K —=
L‘h*  At? P

ainda

2112 2
At = L2h? /p_A: 2L°h" _ 2Ax
El c,R c,R

Onde Axé a distancia (ou o passo) entre dois pontos consecutivos. Constata-se que 0

intervalo de tempo At tem uma rela¢do parabola com o passo Axe
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é a velocidade de som de propagacdo de onda unidimensional no material. Considerando 0s
valores: L=2,21 m, R=0,0508 m, E=200 GPa, p=7850 kg/m3 e tomando Ax=0,01 m, obtém-
se: ¢, =5047 m/s e At ~7,8x107"s. Adota-se entdo At ~1x10°s=1 us.

4.3 Momento fletor

Para obtermos a tensdo superficial na barra, precisamos calcular o0 momento fletor

(M) méaximo. Assumimos que o momento fletor méximo ocorre no meio da barra,

considerando as condicdes de simetria. Entdo substituindo 1 =0 na Equacéo (4.6), temos:

ElJ

My = L2h?

(W —2wg +w,),

Aplicando as condi¢des de contorno (4.20) e (4.21), temos:

2E1 Jw]

MOJ = L2h?

para i=0 ...(4.42)

onde I/ é o momento de inércia na posicdo onde a trinca se propaga

Também podemos obter a expressdo para o0 momento fletor para as demais posicdes,

substituindo as condigfes de contorno na equagao:

M) _2Elij(

! = (Wl 2wl ) para 1<i<n .(4.43)

i+1

: [ . .
Por exemplo: Para i=1 temos M, = I_Ezkz (w2J —2w; +wg) aplicando a condicdo de contorno

(4.20), resulta em:

. El _ _
M = - (wi —2w) ..(4.44)
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4.4 Forca cortante

A forca cortante pode ser expressa da seguinte forma:

V() =El( TN (4.45)

ox°
Discretizando a Equacéo (4.45), temos:

V) =%|ij (—wi{2 +2wi{1—2wi§1+wi12), 1<j<m ..(4.46)

A partir da Equacédo (4.46), podemos determinar a forca cortante para qualquer tempo
e posicdo na barra, conforme segue para i=1, temos:
E

AR o 17 (—w), +2w) — 2w +wl ),

Aplicando as condi¢des de contorno (4.20) e (4.21), temos:

. El . . .
A :ﬁ(—wf —2w) +w) ) .(8.47)

Para i=2, temos:

E : o
A =F|;(—wg +2W1‘—2W;+Wj).

Aplicando as condigdes de contorno (4.20) e (4.21) e a condigéo de contorno (4.21), temos:

. El . o
A :ﬁ(wa —-2w, +Wj) ...(4.48)



Para i=3, temos:

j
3

El

2h®

(-w! +2w] —2w] +w!)

38

..(4.49)
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5 Mecéanica da Fratura

Observando uma fratura a nivel atbmico, teoricamente o material fratura quando é
submetido a tensdo para romper as suas ligagcdes quimicas. No entanto experimentalmente a
tensdo de fratura para materiais frageis sao de trés a quatro vezes inferiores a tensao tedrica de
coesdo atbmica. Experimentos realizados por Leonardo da Vinci, Griffith, e outros indicam
que essa discrepancia entre tensdo real de fratura e tensdo tedrica ocorre devido a defeitos
internos existentes nos materiais. Esses defeitos internos estdo entre as principais causas de
fratura dos materiais.

A fratura ocorre quando ha separacdo de um corpo em duas ou mais partes em
resposta a imposicdo de uma tensdo. Para 0s materiais de engenharia sdo possiveis duas
modalidades de fratura: Ductil e Fréagil. O aco € classificado como um material de engenharia
ductil, portanto esse tipo de fratura serd nosso objeto de estudo. Os materiais ducteis
apresentam uma deformacdo plastica substancial com grande absorcdo de energia antes da
fratura. O processo de fratura comeca com a formacgdo de uma trinca e sua propagacao em
resposta a imposi¢cdo de uma tenséo.

5.1 Teoria do balanco de energia de Griffith

De acordo com a primeira lei da termodinamica quando um sistema passa de uma
condicdo de ndo equilibrio para uma condicao de equilibrio ha uma perda de energia liquida.
Em 1920, Griffith aplicou esta ideia para a formagéo de uma trinca.

Uma trinca pode se formar ou se propagar somente se 0 processo apresenta perda de
energia ou a mantém constante. A condicdo critica para fratura pode ser definida como o
ponto onde a propagacdo da trinca ocorre em condi¢Ges de equilibrio, sem alteracdo da
energia liquida total. A teoria do balanco de energia de Griffith para um incremento de area da

trinca dA, sobre condicdes de equilibrio, pode ser expresso da seguinte forma:

dE, dIT dw,

=—+ 0
dA  dA dA
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dir dw
T dAS ..(6.1)
Onde:
E, = Energia total;
IT = Energia potencial fornecida pela energia de deformacéo interna e forgas
externas;

W, = Trabalho requerido para a criacdo de novas superficies.

Pela analise de tensdo de Inglis, conforme mostra FIGURA 11, resulta em:

2A2
H:HO_ﬂO' a‘B
E
2
_dIT_zo7a .(5.2)
dA E
dw
s _9 ..(5.3
a2 (5.3)

Substituindo as equacdes (5.2) e (5.3) na equacéo (5.1), temos a solucdo para a tensao

de fratura em materiais frageis, obtida pelo balanco de energia de Griffith:

o, = (@j ..(5.4)

a
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FIGURA 11 — Trinca em uma chapa com largura>>2a submetida a uma tensdo remota
Fonte: (ANDERSON, 2005)

A equacdo (5.4) somente € valida para materiais frageis, portanto ndo pode ser
utilizada para metais. Irwin e Orowan modificaram a equacdo de Griffith para calcular a
tensdo limite para fratura em metais, considerando os efeitos da deformacao plastica presente

em materiais ddcteis.

za

o, = [MJ .(5.5)

onde » € o trabalho da deformagdo plastica por unidade de superficie, normalmente » €

muito maior que .

E possivel generalizar o modelo de Griffith para todos os tipos de dissipacdo de

energia.

2Ew, 2
o =( J ...(5.6)

za

onde w, € a energia superficial da fratura, onde podem ser incluidos os efeitos plasticos,

viscoelasticos ou viscoplasticos dependendo do material.
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A equacdo (5.6) pode ser aplicada somente para materiais que apresentam
comportamento linear elastico, ou seja, 0 comportamento global da estrutura deve ser el&stico.
Todos os efeitos ndo lineares devem estar confinados em uma pequena regido proxima a

ponta da trinca, entdo considera-se w, constante (ANDERSON, 2005).

5.2 A taxa de liberacdo de energia

Em 1956, Irwin prop6s uma abordagem para fratura que é essencialmente equivalente
ao modelo de Griffith, exceto que a abordagem de Irwin esta em uma forma mais conveniente
para resolver problemas de engenharia. Irwin definiu uma taxa de liberacdo de energia G, a
qual é a quantia de energia disponivel para que ocorra um incremento na propagacao da
trinca. Aqui o termo “taxa” ndo se refere a derivada em relagdo ao tempo, e sim a taxa de
variacdo da energia potencial em relacdo a area da trinca. (ANDERSON, 2005)

Define-se a taxa de liberacdo de energia durante a propagacdo de uma trinca como:

__dai
G=-"1 (57)

Segundo a equacdo (5.1) podemos definir que a propagacdo da trinca ocorre quando

G atingi um valor critico G_, definido por:

G, =——%=2w, .(5.8)

onde G, é a resisténcia a fratura do material e TT € a energia potencial de um corpo elastico,

dado por:

M=uU-T .(5.9)

onde: U é a energia de deformacdo armazenada no corpo; T é o trabalho realizado por

forgas externas.
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Como G ¢ obtido pela derivada da poténcia, € chamada também como forgca motriz de
propagacdo de trinca. Pode-se utilizar a seguinte relacdo para materiais com comportamento

linear elastico:

2 2 2
kI kII kIII

= — 4+ — ...(5.10
Onde:
E (Estado plano de tensao)
E'= :
- (Estado plano de deformacgao)

i, ¢ o modulo de elasticidade transversal; kj, ky; e kj;; s@o chamados fatores de intensidade de

tensdo de modos I, 11 e 111 de propagacéo de trinca respectivamente.

Para 0 nosso caso 0 carregamento corresponde ao modo | e estado plano de

deformacéo, entéo reescrevendo a Equacéo (5.10), temos:

2

_ A -v)k (511
G = — (5.11)

5.3 Fatores de intensidade de tensdes

Existem os trés diferentes modos de propagacdo de trinca, porém aplica-se a esse

trabalho 0 modo | de abertura de trinca (FIGURA 12) e condicao de deformagéo plana.
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FIGURA 12 — Modo I: Modo de abertura ou de tragéo
Fonte: (CALLISTER JR. e RETHWISCH, 2009)

Em estudo realizado sobre a propagacdo de trincas em perfis de roscas de elementos
fixadores, James e Mills (1988) obtiveram varias solucdes de fatores de intensidade de tensédo
(k) para 0 modo | e forma da se¢do da trinca circular ou semicircular. Os resultados obtidos
sdo decorrentes de métodos numéricos. O trabalho mostra convergéncia entre os resultados de
varios pesquisadores tornando possivel o desenvolvimento de uma equacédo para obter o fator

de intensidade de tenséo como a seguinte.

.(5.12)

k (a) =Y (a)o/za =Y (a)Jza 'VI'Ra

2 3 4
Y(a)=104-364 > |+16,80) 2 | 32,50 2 | +28,41| 2|  ..(5.13)
2R 2R 2R 2R

onde, conforme demonstra a FIGURA 13:
M é o momento fletor na secdo da trinca;
R, € adistancia da fronteira da trinca até o centroide C da area intacta da trinca ;

I, € 0 momento de inercia da area intacta em relagéo ao eixo horizontal que passa no

centroide C;

a Representa a profundidade da trinca.
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FIGURA 13- Deslocamento do centroide C com a propagacéo da trinca

5.4 Propagacao de trinca

Considera-se que uma trinca se propague em uma area trincada dA. Pelo balanco de
energia de Griffith, esta propagagdo depende da competicdo entre a forca motriz, que tende
promover a propagacao, e a resisténcia a propagacdo da trinca. Para uma propagacdo
dindmica da trinca na barra em questdo, a forca motriz consiste na variacdo da energia
cinética e do trabalho realizado pela forca da gravidade em relagdo ao deslocamento ocorrido
durante o tempo At; a resisténcia a propagacdo da trinca consiste na variacdo de energia de
deformacéo, energia consumida para formar nova area dA e a energia gerada pelo momento
fletor na posicdo da trinca como uma mola rotacional em relagdo a rotagédo da secao da trinca.
Para analisar a possibilidade da propagacéo, precisa-se calcular a forca motriz e a resisténcia a
propagacao.
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5.4.1 Resisténcia a propagacdo da trinca

5.4.1.1 Energia necessaria para formar novas superficies de trinca

Na estatica, a resisténcia a propagacao de trincas ou a tenacidade a fratura do material

G, , é definida por:
G, =2(y,+7) ...(5.14)

Onde:

¥s, € a energia consumida durante a quebra das ligacGes atbmicas/moléculas, em uma
superficie unitaria;

¥p, € energia plastica, em uma superficie unitaria. Geralmente para materiais dicteis,
como nosso caso de estudo, ys, pode ser desprezado em comparagdo a y, No caso exista
plastificacdo consideravel na regido ao redor da fronteira da trinca. A energia consumida pela
propagacao de trinca em comprimento da é dada por:

AG, (a, At) = j w,dV =w,V ...(5.15)
\%

onde w, é a densidade do trabalho de deformacdo absorvido, o qual é constante para

materiais homogéneos, e V é o volume:

V =2r,bda ..(5.16)

onde b é a largura da trinca e da a profundidade da trinca (FIGURA 13). Segundo Hoffmann
(2013), w, é representado pela area em verde da FIGURA 14 e é dado por:

wd:i(aj—aj)Jr . (ﬂjn—l .(5.17)
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onde n € o indice de encruamento e g, e o, S30 a tensdo de escoamento e a tensdo de ruptura

do material respectivamente.

FIGURA 14 - Densidade do trabalho de deformagdo absorvido W,

Fonte: (HOFFMANN, 2013)

O raio da zona plastica na fronteira da trinca r,, segundo (ANDERSON, 2005) é dado

por:

2
r 1(k
I’y =Ep:a(;|j (518)

2 p 2
AG,(a, At) = i(aj—aj)Jr % % |" 1| XX ] opga . (5.19)
2E E(n+1)

nit

k2 1o ’ 2 o, |"
AG (a,At)=—"—|1-| =% | + —4 1 -1||bda ...(5.20
o ) 67E (Gj (n+1) {GEJ ( )

e




48

Substituindo o valor de k, Equagdo (5.12) na Equagdo (5.20), temos:

n+l

AG(aAt):w 1—ﬂ2+ 2 1fou]" _1||boa (5.21)
o 6El > o,) (+)|l o, o

e

onde Y (a) é dado pela Equacdo (5.13), o, pela Equagdo (5.47), o, pela Equacéo (5.46) e n
pela Equacdo (5.51).

5.4.1.2 Area e momento de inércia da secdo n3o trincada

A éarea sombreada A, representada na FIGURA 15, mostra a se¢do ndo trincada e é

dada pela Equagéo (5.22) (veja Anexo C).

2

A=%(2a+7z+sen2a) ..(5.22)

Onder éoraioe « é dado por:

o = arcsen ((r;ra)j ...(5.23)



49

FIGURA 15 — Momento de Inércia Variavel

O momento de inércia 1, em relagdo ao eixo que passa o centroide C, paralelo ao eixo

x é dado pela Equacdo (5.24) (veja ANEXO E).

4 4 6
I, =1, =r—(a+£—lsen4aj+ 8r_cos’a ...(5.24)
4 2 4 9(2a + 7 + sen2ar)

5.4.1.3 Energia Cinética

A energia cinética é dada pela seguinte expressdo:
1 L
Bk(H) =7 [ PAV? (x,tydx ...(5.25)
0

onde p e A s&o constantes, tornado adimensional em relagdo a x pela Equacdo (4.2), temos:
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AL
Ek(t) = pT [vi(¢.nde ...(5.26)
0
Resolvendo a integral pelo método dos trapézios e a discretizacdo dada, temos:
i PAL ISy 10002 i\2
k! _Th[Z(vﬁ) 2y () )} 627)

Onde a variacdo de energia cinética durante tempo At é:

A | 20 -2

© Rl ) ]

AEk = Ek' —Ek'™ =

5.4.1.4 Trabalho realizado pela mola rotacional

Como a secdo trincada pode ter uma rotacdo, podemos considerar 0 apoio na

extremidade esquerda da barra como uma mola rotacional correspondendo a rotacéo da se¢édo

trincada (FIGURA 16). O trabalho feito pelo momento fletor A/, em relagéo a uma pequena

rotacdo da secéo trincada pode ser dado por:



o1

M |

FIGURA 16 — Mola rotacional

ATM =M, Ap ..(5.29)

onde M, é o momento na sec¢do de trinca, como ha variacéo de um instante de tempo, calcula-

j i1
M, +M;

se a média entre 0s momentos M, = . A rotacdo da mola entre o tempo j-1 e j é

] j-1

dada por Ap = % conforme mostrado na FIGURA 17.

Ax=Lh

=0 _—— e

Ag

FIGURA 17 — Célculo da Rigidez
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Assim temos:
o MIEMIT Y (w —wi
Ang:( 0 5 0 ][ 1 th J ...(5.30)
. 1 . - . -
ATm] :m(w M) (W —w ) ..(5.31)

5.4.1.5 Energia de deformacéo

A energia de deformacdo elastica armazenada na barra € calculada pelas tensdes

normais. Segundo conceito de resisténcia dos materiais, temos:

2
O
U=|=2dv ..(6.32
| oE (5.32)
Como a barra esta submetida a flexdo o, :y, integrando para 0 comprimento da
barra com E e | constante, temos:
L 1
U :ijmzdxzi M2d¢ ...(5.33)
2El 5 2El 5

onde ¢ € dado pela Equacéo (4.2). Pela discretizagcdo temos:

L[ Lroaaing . oaginz o
SL _Eh{g(Mij> _E[(MO’) +(M)) ]} por definicdo sabemos que M/} =0,

entdo:



)
2El

)
2EI

2EI
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N2
n ( J)z_(Mg)
i=0 I 2
_ N
S (W) I w) ’ 2w
(vviil—2vvi’+wi’_1)zx( E'zj e (2w)
= L°h 2E1( L2h 2
_ ) ..(5.34)
EL V) iy I 2(2W1j)
Wio—owd w2 Jo | A5 S
Lzhzj ;( i1 . 1) | J ;

Lh & RRY. 1) (o
:?a Z(Vviﬂ_zwi +W.)" +2 T (Wl
i=1

|

onde « é representado na Equacdo (4.13). A variacdo da energia de deformacéo é dada por:

AU =U!-U?

5.4.2 Forga motriz

5.4.2.1 Trabalho realizado pela forca da gravidade

...(5.35)

O trabalho realizado pela forca da gravidade durante tempo t é dado pela seguinte

expresséo:

Tg(t) = pAg JI:W(X, t)dx

Aplicando a defini¢éo (4.2), temos:

Tg(®) = pAgL [w(S,)dS

..(5.36)

..(5.37)
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Discretizando (5.37), temos:

Tg’ =pAth{Zn:vvij —%(wg +w) )} ...(5.38)

i=0

Aplicando a condicdo de contorno (4.20) na Equacao (5.38), temos:

i=0

) n . i
Tg! szg,_h[ZWiJ _%} (5.39)

A variacdo o trabalho realizado pela forca da gravidade durante o tempo At é:

ATg=Tg'-Tg"™" ...(5.40)

5.4.3 Condicdo para a propagacao da trinca

ATg>Ui-u i +2—th(|\/|oj M) (W) -w )+ AG, +(EL-EL) ..(5.41)

5.4.4 Critério para Iniciacdo da Trinca e a propagacao de trinca

Sabemos que a tensdo na superficie da haste em uma posicéo i, € dada por:

o, =— ..(5.42)

Onde M/ €é dado pela Equagdo (4.43), r é o raio da barrae I;=1 é o momento de inercia da

secdo transversal, que é constante para 1<i<n Equacdao (5.24).

Para a posicéo onde ocorre o inicio da trinca i=0, temos:
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j
o, =—2 ...(5.43)

Onde:
M/ é dado pela Equacdo (4.42) e |, é o momento de inercia da secdo transversal

dado pela Equacédo (5.24).

Para que inicie a propagacdo da trinca, a tensdo na superficie da barra deve ser maior

que a tensdo de ruptura do material.

..(5.44)

...(5.45)

Quanto a propagacao de trinca, aplica-se o critério:

ki = kic

onde k; é obtido pela Equacdo (5.12) e k; € a tenacidade a fratura de material no estado de

deformacéo plano, que é medida por ensaio.

5.4.4.1 Relacdo entre tensdo de escoamento, tensdo ultima e coeficiente de encruamento

com a dureza

(PAVLINA e VAN TYNE, 2008) Apds analisar dados de mais de 150 experimentos,
de acos hipoeutetoides e ndo austeniticos, afirmam em seu trabalho que as correlagdes de

tensdo de escoamento e tensdo Ultima com dureza, podem ser dadas por:

o, =—90,7+2,876H, ...(5.46)
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o, =-99,8+3,734H, ..(5.47)

onde a tensdo de escoamento o, e atensdo ultima o, estdo em MPa. H,, é a dureza medida

pela piramide de diamante conhecida por dureza Vickers, em kgf/mm2.

A dureza Vickers € uma forma de classificacdo da dureza dos materiais onde uma
piramide de diamante com angulo de diedro de 136° ¢ comprimida por uma forca "F", contra
a superficie do material. Essa forca é chamada de carga plena e € aplicada normalmente
durante um tempo de 10 a 15 segundos. Apds a retirada da carga as duas diagonais da
indentacdo impressas na superficie do material sdo medidas através de um microscopio. Com
a média aritmética dos valores lidos calcula-se a area da superficie inclinada da indentacdo. A
dureza Vickers é o quociente obtido dividindo a carga (kgf) pela area da endentagdo (mm?).

O encruamento do material é definido pelo endurecimento por deformacéo a frio.
Quanto mais forca age sobre o corpo, mais resistente ele se torna. Ao analisar o gréafico de
tensdo (o ) e deformacdo (&) do aco, observa-se que ocorre um aumento continuo da
resisténcia a tensdo do material apds o escoamento. Isto ocorre devido as interacdes entre as
discordancias que impedem o escorregamento dos planos cristalograficos, formando barreiras
para a deformacdo. Podemos medir o encruamento através do coeficiente de encruamento,
representado por “n”. O valor de "n" é determinado por uma relagdo matematica empirica,
considerando que a parcela da curva tensdo-deformacdo real ou verdadeira entre o
escoamento e a estriccao é representada por uma equacao exponencial.

Cahoon (1970) conclui em seu estudo, que as medicdes de dureza podem ser utilizadas
para determinar a tensdo de escoamento, o coeficiente de encruamento e a tensdo Ultima para

uma vasta gama de materiais, tais como aluminio, bronze e aco.

A relacéo entre tenséo Gltima (o, ), coeficiente de encruamento (n ) e dureza H, , é

dada por (CAHOON, 1970):

o =[N ..(5.48)
2,910,217

ondeo, é dado em kgf/mmz.

Para o presente estudo, a fim de reduzir o erro € melhor ndo introduzir mais dados que

necessitam ser determinados através de experimentos, exceto a dureza e a tenacidade a fratura
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do material. Isto implica que o coeficiente de encruamento (n), devera ser determinado pela
dureza. Assim substituimos a Equacdo (5.47) na Equacdo (5.48) e convertemos MPa para

kgf/mm?2 multiplicando por 0,1, resultando em:

H,( n Y
0,1(-99,8+3,734H,, ) =—~ ..(5.49
( v) 2,9[0,217j (5.49)
n(inn—-In0,217) +In H, —In(1,08286H, —28,942) =0 ...(5.50)

Obtemos entéo o coeficiente em funcéo da dureza H, , a qual pode ser resolvida por

método numérico.

n=n(H,) ...(5.51)

5.4.5 Programa para analise da propagacao de trinca

Apos definir as equacGes que descrevem o comportamento fisico da vibracdo e
propagacdo de trinca, foi elaborado um programa no software MATLAB para realizar a

simulacdo numérica. O fluxograma do programa é mostrado na FIGURA 18.
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FIGURA 18 — Fluxograma do algoritmo para analise da propagacdo de trinca
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6 Resultados e discussoes

6.1 Vibracdo apos o choque e antes da iniciacdo de trinca

A fim de verificar a confiabilidade do método de diferencas finitas foi realizada uma
simulacdo dindmica no software Ansys LS-DYNA e ambos comparados com os resultados
obtidos pela solucdo analitica de Hoffmann (2013). Os dados de entrada para as simulac@es

encontram-se na Tabela 1.

Tabela 1 — Dados de entrada da simulagéo

Parametro Valor
Maodulo de Elasticidade ( E) 207 GPa
Raio (r) 0.0508 m
Comprimento da metade da barra (L) 2.21m
Densidade (p) 7850 Kg/m3
Altura da queda (H) 6.096 m (20 pés)
Intervalo de tempo (At ) 1 us
Numero de discretizacdo (n) 221

Os resultados do deslocamento do Gltimo ponto da barra 1 =N podem ser visualizados
na FIGURA 19.
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FIGURA 19 — Comparacao da deflexdo entre os resultados dos métodos: Analitico, Diferencas Finitas e Ansys

LS-DYNA. At = 1us

Observa-se no grafico da FIGURA 19 que nos picos ocorre um afastamento do

resultado do Ansys em comparacdo com o resultado analitico, esse erro ocorre provavelmente

porque o software introduz algum tratamento especifico para evitar o efeito de Hourglass.
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FIGURA 20 — Analitico x Diferencas finitas x Ansys LS-DYNA, (At = 1us).

Ao analisar os resultados dos graficos das FIGURA 19 e FIGURA 20, podemos

perceber que a solugdo numeérica do método de diferencas finitas ficou quase idéntica com a

solucdo analitica, o que comprova a eficiéncia do método de diferengas finitas para a
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resolugdo desse tipo de problema. Também estas figuras confirmam que a solucédo analitica
obtida por Hoffmann esté correta.

2407 T T
Analitico
""""" Diferengas Finitas
| —— ANSYS-LS
200 —
’é" 180 -
E
zg 160 —
]
[
=
L
O 140 =
120 —
100 —
| - | | |
0.32 0.34 0.36 0.38 0.4 0.42 0.44
Tempo (s)
(a)
Analitico
0= e Diferengas Finitas
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FIGURA 21 - Comparagdo entre aplicacdo de incremento de tempo: (a) At = 10us; (b) At = 1us.

Sabe se que para resolucdo de problemas dindmicos, o0 tamanho do passo de tempo é
importante para obter bons resultados. Este principio pode ser observado neste trabalho. A
FIGURA 21 ilustra os resultados de aplicacdo para diferentes At. Pode se ver claramente

quando At = 10us (FIGURA 21(a)), ha uma pequena diferenca nos picos entre o resultado do
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método de diferencas finitas e o analitico, mas essa diferenca diminui significantemente
quando At = 1us.

A FIGURA 22 apresenta no eixo esquerdo, em azul, a posicdo onde ocorre a
tensdo superficial maxima em relacdo ao tempo, dada pela Equacdo (5.43). No eixo
direito, em verde, é representado o valor do momento fletor maximo na barra também em
relacdo ao tempo. O pico entre 1700 ¢ 1800 us pode ser interpretado que existem dois
locais (a 8% e a 50% do comprimento) na viga onde os momentos fletores sédo quase
idénticos e maximos no instante 1707 us, ou seja, as tensdes maximas poderdo ocorrer
nestes dois lugares no mesmo instante de tempo. Isto implica que uma trinca podera ser

iniciada nestes lugares, ou seja, em varios pontos no mesmo instante.
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FIGURA 22 — Posi¢do longitudinal onde ocorre 0 momento maximo (eixo esquerdo) e o valor do Momento

Fletor M&ximo (eixo direito), ambos em relacdo ao tempo.

6.2 Propagacéo da trinca

Para facilitar o entendimento, é possivel separar a simulacdo em duas fases: a primeira
consiste no inicio da trinca onde a tensdo gerada na superficie superior da barra deve atingir
ou ultrapassar a tensdo de ruptura do material, demonstrada pela Equacdo (5.45), somente

assim ocorrera 0 inicio da trinca. A segunda analisa as condi¢cOes para que ocorra a
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propagacao da trinca, essa analise é descrita pela Equagédo (5.41). O algoritmo do programa €
apresentado no fluxograma da FIGURA 18.

A modelagem apresentada nesse trabalho somente é valida enquanto a haste encontra-

se em contato com o apoio, ou seja, as simulacdes séo realizadas para w] =0. No momento

em que w, <0 (abarra se solta e perde o contato com o apoio) a simulaco é finalizada.

Devido a proporcao, os resultados sdo plotados pelo comprimento da trinca em relacéo

ao diametro total da barra e a velocidade de propagacdo em relacéo a velocidade do som para

a propagagao de uma onda unidimensional no material dada por /£ / p .

6.2.1 Materiais analisados

A fim de verificar o comportamento da barra para diferentes materiais, a simulacao da
propagacdo de trinca foi realizada para os acos 1040, 4140 e 4340. Ambos séo
comercializados em barras e apresentam boa temperabilidade e outras caracteristicas
particulares (SUPPLIERS, 1995-2015):

. O aco 1040 é classificado de médio carbono e utilizado para fabricacdo de

virabrequins, acoplamentos e pecas conformadas a frio. Quando endurecido por

tempera apresenta elevada tensao de ruptura.

o O aco 4140 é um aco baixa liga de Cromo, Molibdénio e Manganés utilizado

nas mais diversas aplicacdes. E caracterizado pela sua tenacidade e boa resisténcia a

fadiga. Outra caracteristica interessante é a temperabilidade, sendo possivel atingir alta

tenséo de ruptura com baixa temperatura de tempera.

o O ago liga 4340 quando tratado termicamente apresenta elevada tenacidade e €

capaz de desenvolver alta resisténcia mecanica mantendo boa resisténcia a fadiga. E

aplicado normalmente em estruturas, eixos, barras e outros.

As propriedades dos referidos materiais utilizados para a simulagéo, encontram-se na
Tabela 2.
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Tabela 2 — Propriedades e resultados da propagacao de trinca para diferentes tipos de acos e temperas

1040 4140 4340 4340 4340
Dureza (HV) 490* 584* 456* 401*
Tenséo Gltima ou de ruptura o, (MPa) 520* 1729,86** 2080,86** 1602,90** 1397,53**
Coeficiente de encruamento (n) 0.14* 0.2393** -- 0,2354**  0,2273**
Tenacidade a fratura MPa\/Z 54* 60* 53* 5% 110*
Inicio da trinca (ps) 1 3985 3967 2393
Tempo de duracdo (us) 3673 1594 1644 2013
Comprimento Propagado (mm) 16.74 71,52 66,52 59,61
Velocidade Méaxima de Propagacao (m/s) 4124,29 2999,02 3104,46 2851,99

* Dados da literatura, Fonte: (ASM-HANDBOOK, 1991).
** Dados calculados através da dureza. A dureza Vickers (HV) foi convertida de Brinell (HB), conforme ASTM
E140.

“._-“ Niio inicia a propagagéo.

Pelos dados a velocidade do som para a propagacao de uma onda unidimensional no

material dada é 5135 m/s.

6.2.2 Influéncia de dureza e tenacidade a fratura de material

Ao analisar 0 aco 4340 de 584 HV (Tabela 2), observamos que ndo ocorre 0 inicio da
trinca quando H=6,096 m (20 pés) devido a elevada tensdo de ruptura do material, nesse caso
ndo ha tensdo gerada suficiente na superficie para que ocorra o inicio da trinca e
consequentemente nao ha propagacao.

Em relacdo ao aco 4340 para diferentes temperas, onde a dureza é inversamente

proporcional a tenacidade a fratura (Tabela 2). Observa-se que, nos casos onde ha o inicio da
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trinca, a trinca propaga mais e com maior velocidade no ago 4340 de maior resisténcia
mecanica e menor tenacidade (HV=456, FIGURA 22 (a)), comparado ao de menor resisténcia
mecanica e maior tenacidade a fratura (HV=401, FIGURA 23 (b)). Assim ¢ possivel verificar

a influéncia da tenacidade a fratura do material na velocidade maxima e na propagacao da

trinca.
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A FIGURA 24 mostra a influéncia da tenacidade a fratura do material no comprimento

da trinca, observa-se que quando temos a elevagio do Kic de 81MPay/m para 108MPay/m

ocorre uma reducéo drastica no comprimento da trinca.
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FIGURA 24 — Influéncia da tenacidade a fratura (Kic) na propagacéao da trinca.

6.2.3 Influéncia do coeficiente de encruamento na propagacao da trinca

Quando ocorre a propagacdo, ha deformacédo plastica na fronteira da trinca. Essa zona
plastica tende a travar e impedir a propagagdo. Sendo assim é notavel que quanto menor o
coeficiente de encruamento menor a propagagdo e consequentemente menor 0 comprimento

da trinca.



67

0.4 T T T T 0.4
—trinca Tenséo de Escoamento = 290 MPa  Tenséo de Ruptura = 520 MPa
. " Inicio da trinca =1 us Parou de propagar = 3673 us
velocidade da propagacdo || coeficiente de 0=0.14  Altura da queda = 6.096m (20f)
: —H0.35 ®
=]
o
o <
E o3l o3 E
g &
<
S -
E —025 g
L
g <
D T s o A A S R A A o S A R S R R —0.2 F
: :
g E
£ —0.15 &
B 5
Eo Jo1 &
o 2]
=]
o
=0:05 >
i i Al i i i 5
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Tempo (us)
(@)
0.8 T T T T T T T T 0.8
—trinca Tensdo de Escoamento = 1318 54 MPa Tenséo de Ruptura = 1729 86 MPa 3
locidade d .| Inicio da trinca = 3985 us Parou de propagar = 5579 us
07 veloci a € da Propagacao | cosficiente de encruamento = 0.23 Altura da queda = 6.096m (20ft) 0.7

o
o

0.6

e
in

0.5

e
=

0.4

o
w

0.3

comprimento da trinca/didmetro

e
to

0.2

vel. da propagagéio/vel. de som no material

0.1 : : 0.1
0 e | ot o oo | i hm/\_ﬁf«w/\m_/ﬂ o
3800 4000 4200 4400 4600 4800 5000 5200 5400 5600

Tempo (us)
(b)

FIGURA 25 - Comprimento da trinca e velocidade de propagacéo para
() 60 1040, 5 —520MPa € k. =54MPam ; (b) 360 4140 & —1729,86MPa € k,, =60MPa\m -

Comparando os resultados para os agos 1040 e 4140, mostrado na FIGURA 23.
Observa-se que, no aco de menor tensdo ultima, a trinca inicia logo no primeiro instante de
tempo (j=1lus), isso ocorre devido a tensdo de ruptura do aco 1040 corresponder a
aproximadamente 1/3 a do ago 4140.

Ainda em relagdo a esses materiais, ao comparar 0 comprimento e velocidade de

propagacao da trinca, observa-se que no aco 1040 a trinca propaga menos (16,74 mm) em
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relagdo ao aco 4140 onde a trinca chega a 71,52 mm. Porém para esses dois materiais 0s
valores de tenacidade a fratura ndo apresentam diferenca significativa, o que leva a analisar o
coeficiente de encruamento “n” que nesse caso apresenta diferencas significativas para entre
0s acos 1040 e 4140, com valores de 0.14 e 0.23 respectivamente.

A FIGURA 23 mostra 0 aco 4140 para diferentes coeficientes de encruamento. E
possivel observar que a trinca propaga menos quando “n” é menor, isso ocorre devido a
influéncia desse parametro na energia necessaria para formar novas superficies de trinca,

conforme a Equacéo (5.41).
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FIGURA 26- Variacdo no comprimento da trinca (normalizado) para diferentes hipdteses de coeficientes de

encruamento (n), considerando como base n=0.14 do aco 1040.
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6.2.4 Influéncia da altura da queda no inicio e propagacao da trinca

A FIGURA 27 mostra a propagacéo da trinca quando varia-se somente a altura da
queda da barra, os resultados séo os esperados. A trinca propaga mais quando cai de uma
altura maior e menos quando cai da menor.

Além disso, os tempos de inicio da trinca sao diferentes, para a altura maior a trinca

inicia mais rapidamente que na altura de queda menor.
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FIGURA 27 — Variacao na propagacdo da trinca na barra para diferentes alturas de quedas (H), considerando que

a barra é fabricada em ago 1040.
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7 Conclusao

Analisando os resultados obtidos, pode-se concluir que:

(1) A solucgdo pelo método de diferencas finitas para analise de impacto transversal em
vigas de Euler - Bernoulli apresentada, mostra-se capaz de descrever o deslocamento de uma
viga intacta. A confiabilidade da solucdo ¢ aferida através da comparacdo entre os resultados
da resolucdo analitica realizada com auséncia de trinca por Hoffmann ( 2013) do mesmo
grupo de pesquisa, da simulacdo dinamica pelo software de Elementos Finitos ANSYS-LS
DYNA e pelo Método de Diferencas Finitas descrita nesse trabalho;

(2) Tensdo maxima podera ocorrer em mais de uma posicao, ocasionando a quebra da
barra em varios pedacos;

(3) Em materiais com dureza elevada pode ndo ocorrer o inicio da trinca, porque a
tensdo na superficie da barra ndo atinge a tensdo Gltima do material, a qual aumenta com a
dureza. Observa-se um pico de velocidade no inicio da trinca e logo uma queda acentuada ndo
voltando a ocorrer extremos, esse fendmeno pode ser explicado pelo consumo de energia da
zona pléastica na ponta da trinca, essa regido tende a frear a propagacao;

(4) A influéncia da tenacidade a fratura do material na propagacédo da trinca é notavel:
quanto maior tenacidade a fratura, menor serdo as velocidades e tempo de propagagéo.
Observa-se ainda que, quanto menor k;., maior a propagacao da trinca;

(5) O coeficiente de encruamento mostra-se capaz de frear a propagacdo da trinca.
Esse parametro interfere diretamente na propagacdo da trinca devido a sua influéncia na

energia de deformag@o. Quanto menor for “n” mais dificil da trinca propagar no material.
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8 Sugestéo para trabalhos futuros

Neste trabalho, a dureza é considerada constante em toda a barra. Em caso real as
barras séo tratadas termicamente, entdo, o perfil de dureza é variavel em termos da distancia
da superficie da barra até o centro da secdo transversal. O perfil da dureza pode ter grande
influéncia na propagacdo da trinca. Por isso, sugere-se a realizacao de simulacdo com perfis
de dureza variaveis. Além disso é possivel modelar a barra inteira com surgimento de varias
trincas. Também podera usar o DEM para realizar modelagem e comparar os resultados com
0s de MDF.
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ANEXO A — Método de Diferencas finitas

O método de diferengas finitas utiliza-se do conceito de derivada para a aproximagao

do valor de um ponto u(x,) através dos pontos vizinhos X, e X, (FIGURA 28). Por

definicdo temos:

8_u(7) _ lim u(X + Ax) —u(Xx) _ lim u(x) —u(x —Ax) _ lim u(X + Ax) —u(X — Ax)
OX Ax—0 AX AX—0 AX Ax—0 2AX
Progressiva
Eegressiva
Centrada . k-
Exato
Az Az
L - L - -
X X X1 x

FIGURA 28 — Interpretacdo geométrica

Realizando a expansdo em séries de Taylor da funcdo u em torno do ponto X,, a

direita e a esquerda de X, (FIGURA 28), temos respectivamente:

ui+1 :ui +AX(6—UJ +(AX) (622] +(AX) (il;] +... (Al)
oX ), 21 {ox* ) 3! (ox” )

b =u— Ax(é_“j () [az‘jj (&) (iﬂ] . (A2)
oX ), 2! {ox* ). 3! (ox” )

As aproximacOes possiveis para a primeira derivada de u pode ser obtida por

diferentes formas. Aproximando u(X,) pela direita através do ponto X, na FIGURA 28,
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temos o método de diferenca finita progressiva, pela esquerda através do ponto X , o método
de diferenca finita regressiva e finalmente aproximando u(x,) pelos pontos X , e X, temos o

método de diferenca finita centrada.

I.  Diferenca finita progressiva

- , ou
Truncando a série (A.1) apos o segundo termo Uu,,, = U, +Ax(a—j , temos:
X ).

(a_“) L] (A3)
oX ), AX
Com erro:
1 6%
€=+Ey(§)AX=0(AX) (A4)

Il.  Diferenca finita regressiva

. , ou
Truncando a série (A.2) apos o segundo termo U, , = U, —Ax(a—j , temos:
X /.

(@j _Ui—Uy (A5)
oX ), AX
Com erro:
1 6%
EZ—Ey(éj)AXZO(AX) (A6)

[1l.  Diferenca finita centrada

Nessa formulacdo a aproximacdo é mais precisa porque utiliza-se de dois pontos,

anterior e posterior.

a) Derivada de primeira ordem
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Subtraindo a Equacdo (A.1) de (A.2) e truncando apds o segundo elemento, temos:

(A7)
U_, =u —Ax(a—uj
oX ),
Resolvendo temos:
G_UJ Ui Tl .(A.8)
oX J; 2AX
Com erro:
1 6%
Gz—gy(é)sz ZO(AXZ) (Ag)

b) Derivada de segunda ordem

2

Para obter a expressdo para a derivada segunda {g—gj , Somamos as Equactes (A.1)
x* ).

de (A.2) e truncamos ap6s o0 segundo elemento, temos:

...(A.10)
u_, =u —Ax(a—uj
OX ),
Resolvendo temos:
o°u U, —2U, +U,_,
=it i (A1l
(c’?x2 l AX? (A1)

Com erro:



1 ou
e= —Ey(g)AXZ = O(AXZ)

c) Derivada de terceira ordem

Derivando uma vez os termos de u na Equacao (A.11), temos:

d’u _ Ui, 20U, — 20, + U,
ox® ) 2A%°

d) Derivada de quarta ordem

Derivando uma vez os termos de u na Equacao (A.13), temos:

+ ui+2

i+l

o'u) u_,—4u_, +6u —4u
. Ax*

7

(A12)

(A.13)

(A1)
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ANEXO B — Momento de inércia do circulo cortado em relagé@o ao eixo X

A equacdo geral do momento de inércia em relacdo ao eixo x é dada por:

| = j y’dA (B.1)

Para esse caso, com a propaga¢ao da trinca “a” FIGURA 15, ha variagdo no momento

de inércia 1, aplica-se entdo a integral definida em relacéo ao eixo y.
I, = I y? 2xdy ..(B.2)

Por substituicdo trigonométrica utiliza-se a relagdo y=sendr, dy=cos@Ordd e

X =cosar, resultando em:

| =2r _[ sen?dcos’ 6d6 .(B.3)

2

Utilizando as identidades trigonomeétricas:

sen’d =(#j ..(B.4)
coszaz(%j ..(B.5)

Substituindo (B.4) e (B.5) em (B.3), temos:

a a

a _ 4
I =2r4f(1 COSZ@](HCOSZQJde:r— | do- [ cos® 20d0 ..(B.6)
_% i _

2 2 2|77

2 2



79

4

=~ a+ 2~ [ cos? 26d6 .(B7)
2| 9727

2

A resolucdo da integral Icosz 20d6, é obtida por substituicdo, onde u=26,

2

du=2d@, resulta em:

1 j cos® 202d0=l I cos” udu =1£a+£+isen4aj ..(B.8)
2 2 2" 274
2 2

Substituindo na Equagéo (B.7), temos:

4 4
IX:r— oc+£—E a+z+lsen4a L a+£—lsen4a ..(B.9)
2 2 2 2 4 4 2 4



ANEXO C - Area do circulo cortado

80

A area do circulo (FIGURA 15) varia com a propagacdo da trinca “a” e € calculada

pela integral definida em relacdo ao eixo y.

A= IdA :IZXdy
A A

(C.1)

Onde por substitui¢do trigonomeétrica x=rcos@, y=rsend e dy =rcos@, substituindo

na Equacdo (C.1), temos:

A= I 2r cos Or cos Ad 6 = 2r? j cos® 0d@

2 2

Aplicando identidade trigonométrica, temos:

A= rzj (1+c0s20)d@ =r? jde+ jcoszezde =—(2a+7z+sen2a)
=

2 2

(C.2)

.(C.3)
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ANEXO D - Centroide do circulo cortado

O centroide C (FIGURA 15) de coordenadas X e y (FIGURA 29) da area A em
relacdo ao eixo X, pode ser determinado pela seguinte expressao:

[ ydA= Ay .(D.1)

Onde y =y, na FIGURA 15.

.

FIGURA 29 — Centroide de uma area
Fonte: (BEER, JR., et al., 2012)

Colocando em evidéncia y na equacédo (D.1), temos:

Y=Y, :%{ydAziiyZXdy:%_fﬁ(sen@r)(Zcos@rcoer)d@
2

2r3 a ,
=— _[ send cos- 8dé
A V1

.(D.2)

2

Resolvendo a integral por substituicdo, onde u=cosé e du=-senfd@, temos:

3
=———cos’a=— 4rcos o ..(D.3)
3 | 3A 3(2a + 7 +sena)

2

2r3 [ cos? o | 2ré
=" | vdu=—"—
Vo= ] A[ }
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ANEXO E — Momento de inércia do circulo cortado em relagéo ao eixo que passa
o0 centroide do circulo cortado

O momento de inercia do circulo cortado em relagdo ao eixo que passa pelo centroide
é dado pela Equagdo (B.9). Porém o centroide da secdo transversal move-se com a
propagacao da trinca, conforme mostrado na FIGURA 30. Para considerar o deslocamento

aplica-se o Teorema dos Eixos Paralelos para calcular o momento de inércia |..

o
o

y
V

FIGURA 30- Deslocamento do centroide C com a propagacao da trinca

Segundo o Teorema dos Eixos Paralelos a equacdo do momento de inércia é dada por:

I =1 +Yy?A .(E.1)

Substituindo as Equacdes (B.9), (D.3) e (C.3) na Equacéo (E.1), temos:

16r? cos® « r?

4
|C=r_ a+£—lsen4a + > — (20 + 7 +sen2a)
4 2 4 9(2a + 7 +sen2a)” 2
y .6 ..(E.2)
r T 1 8rcos’ o
=—| a+—-——senda |+
4 2 4 9(2a + m +sena)



