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RESUMO

Neste trabalho relacionamos a Matematica e suas contribuicdes no campo das ciéncias, por
meio de um embasamento no referencial tedrico de Geometria Plana Euclidiana. Neste
sentido, realizamos algumas demonstracdes e célculos buscando explorar conceitos
geométricos que fundamentam o calculo de area de figuras planas, prevalecendo o rigor
matematico e sua estrutura axiomatica. Também temos por objetivo mostrar possibilidades de
construcdes geométricas por meio da utilizagdo de software como ferramenta tecnoldgica que
contempla a Geometria Dinamica. Optamos por realizar esta investigacdo por meio do
software livre “régua e compasso” que contribuiu e promoveu experimentacGes nas
construcdes geométricas de area de figuras planas acrescentando uma visualizacdo nas

demonstracdes desse trabalho.

Palavras-chave: Geometria Plana Euclidiana; area de figuras planas; Régua e Compasso;
Geometria dindmica.
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ABSTRACT

In this work relate to mathematics and his contributions in the sciences through grounding in
the theoretical framework of Euclidean plane geometry. In this sense, we have made some
statements and calculations looking to explore geometric concepts underlying the
calculation of the area of plane figures, whichever is the mathematical rigor and its
axiomatic structure. Also we aim to show possibilities of geometric constructions through
the use of software as a technological tool that includes the Dynamic Geometry. We decided
to use this research through free software "ruler and compass" that helped and promoted
experimentation in geometric constructions area of plane figures adding a view in the

statement of work.

Keywords: Euclidean plane geometry; area of plane figures; Ruler and compass; Dynamic
geometry.
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1. INTRODUCAO

O presente trabalho aborda uma das contribuicdes da Matematica no campo das
ciéncias, mais especificamente na &rea de Geometria. Primeiramente, buscamos embasamento
no referencial tedrico por meio de livros, artigos e apostilas de geometria plana euclidiana,
alguns fatos histéricos que contribuiram para o desenvolvimento desse ramo da matematica,
0s conceitos basicos da Geometria, tais como elementos primitivos, axiomas, teoremas e
definicGes, assim, preferimos por realizar algumas demonstracfes sobre o célculo de area de
figuras planas, prevalecendo o rigor matematico e sua estrutura axiomatica. Optamos, além
disso, pela investigagdo, por meio do software livre “régua ¢ compasso”, como ferramenta
tecnoldgica que contempla a Geometria Dinamica, permitindo uma melhor compreensdo nas
construcOes geometricas de area de figuras planas.

Herddoto, famoso historiador grego do século V a.C., no livro Il das suas Historias,
remonta a historia dos egipcios e apresenta o seguinte problema:

“Disseram-me que este rei (Seséstris) tinha repartido todo o Egito entre os
egipcios, e que tinha dado a cada um uma porcéo igual e regular de terra,
com a obrigagdo de pagar por ano um certo tributo. Que se a porcdo de
algum fosse diminuida pelo rio (Nilo), ele fosse procurar o rei que lhe
expusesse 0 que tinha acontecido a sua terra. Que ao mesmo tempo o rei
enviava medidores ao local e fazia medir a terra, a fim de saber de quanto ela
estava diminuida e de so6 fazer pagar o tributo conforme o que tivesse ficado
de terra. [...]” (CARACA, 1951, p. 32).

que acredita-se ter originado a geometria — do grego “geometrien” no qual “geo” significa
terra e “metrien”, medida — ou seja, a ciéncia de medicdo de terras. Nesse sentido, a
Geometria surgiu da necessidade humana, seja para a medigdo de terrenos — e posterior
cobranca de impostos —, seja para a arquitetura, sistemas de irrigacdo, entre outras situagoes
cuja sua finalidade era estritamente pratica.

Euclides, em sua obra “Elementos” (por volta de 300 a.C.), apresenta uma organizagao
de conceitos matematicos — incluindo, principalmente, a geometria — por meio do que
conhecemos como método axiomatico, que segundo EVES (2004) “[...] tornaram-se o0
protdtipo da forma matemdtica moderna”. Esta estrutura estabelecida por Euclides, e
aprimorada por seus sucessores, é indica pela seguinte sequéncia, em que se segue até os dias
atuais: Elementos primitivos - axiomas - definicdes - teoremas, a qual se fundamentou o
presente trabalho.

Muitas questdes fundamentais foram surgindo no campo cientifico da matematica

através dos anos, bem como em diversas areas, e, dessa forma, algumas experiéncias com o
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método demonstrativo foram criando forma. Um exemplo disso é a Geometria. Para Gomez-
Granell,

[...] a matematica é uma linguagem formal, diferente das linguagens naturais,
caracterizando-se por abstragdes, sem qualquer referéncia ao cotidiano,
constituindo-se em uma linguagem algébrica com um alto grau de
generalizacdo. E ainda, a linguagem matematica traduz a linguagem natural
para uma formalizagdo que permite abstracdo e rigor. (GOMEZ-GRANELL
apud MORELATTI; SOUZA, 2005, p. 266).

Machado (2012, p.111) afirma que o conceito de area esta associado a “[...] ideia de
medir a “ocupagao” de uma regiao do plano por um contorno, denominada também de regides
poligonais”.

Nesse sentido, tal conceito estd inserido em diversas situacdes de nosso cotidiano
como, por exemplo, quando decidimos a quantidade ideal de cerdmica para revestir
determinada regido ou, ainda, quando a costureira faz o corte de forma a minimizar o
desperdicio de tecido. Além disso, o problema supracitado, que remete a prdpria origem da
Geometria, aborda a nogdo de area. Acostumamo-nos a utilizar formulas que estimam estas
medidas, sem saber, muitas vezes, o porqué da veracidade dessas afirmacdes. Nesse ponto, a
matematica permite a generalizacao e a validacédo de tais resultados.

Por meio de uma abordagem l6gico-dedutiva dos conceitos relacionados,
desenvolvemos demonstracdes relativas a area de figuras planas e por meio do software livre
“Régua e compasso”, ao final deste trabalho, vamos mostrar uma possibilidade de construcgao
geométrica que permite uma melhor visualizacdo e entendimento dos conceitos geométricos

envolvidos, utilizando o dinamismo deste software.

2. AREA DE FIGURAS PLANAS

2.1 Elementos Primitivos

Existe alguns elementos intuitivos em geometria plana que ndo podemos atribuir uma
definicdo formal. Tais elementos sdo conhecidos como elementos primitivos, a saber: ponto,
reta, incidente e estar entre. Todo corpo axiomatico apresentado neste trabalho estara baseado

nesses elementos.

2.2 Axiomas
Para o estudo da geometria plana — logico-dedutiva — usamos os axiomas, que séo leis

estabelecidas como verdades, compreendidas de forma intuitiva. Por estabelecerem a
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fundamentacdo tedrica necessaria a compreensdo, a abstracdo e o estudo no campo das
geometrias, “[...] Aristoteles considerava que os axiomas consistiam basicamente em verdades
aplicaveis a todas as ciéncias [...]”. (FREITAS, 2013, p. 15)

Dentre os axiomas da Geometria Plana, vamos estabelecer os seguintes, que envolvem o
conceito de &rea, enfoque de nosso estudo. Ressaltamos, ainda, que alguns resultados,
defini¢Bes e axiomas — prévios ao conteudo desenvolvido neste trabalho — serdo utilizados
sem mencao explicita.

Para estabelecermos o primeiro axioma que se refere a area de uma regido poligonal
precisamos primeiramente determinar R como o conjunto de todas as regides poligonais do

plano. Assim, podemos enunciar:

Axioma 2.2.1 Existe uma funcdo a: R — R* que associa a cada regido poligonal R € R um
namero real positivo, a(R). O numero a(R) sera chamado de area da regido poligonal R.
Axioma 2.2.2. Se

n
R = URk (n > 2),
k=1

Onde Ry, i = 1,2,...,n, sdo regides poligonais tais que int(R;) N int(R; ) =@, i # j, i, ]

=12, .., n, entdo

n

a(R) = " a(Ry)

k=1
Axioma 2.2.3. Se um triangulo AABC € congruente ao triangulo AA’B’°C’, entdo a(Rypc) =
a(Rapc)-
Axioma 2.2.4. Se ABCD é um quadrado, cujo lado mede 1, entdo a(R4cp) = 1.
Observagoes:

- Se R, e R, séo regides poligonais tais que R; € R,, entdo a(R;) < a(R,).

Figura 1: Regides poligonais em que R; € R,

13



- Todo poligono convexo determina uma regido poligonal.

Figura 2: Regido Poligonal

2.3 Definicdes Iniciais
Definicdo 2.3.1 Dados trés pontos A, B e C, ndo colineares, o tridngulo AABC € o conjunto
da unido dos segmentos determinados pelos vértices A, B e C, ou seja, AABC = AB U AC U
BC.

Definicdo 2.3.2 Regido triangular ¢ um conjunto formado pela unido de todos 0s segmento
cujas extremidades pertencem a um triangulo dado. Assim sendo, a regido triangular
determinada por AABC é dada por
Rupe = U X7
XY € AABC

Fronteira de uma regido triangular é definida pelo tridngulo AABC, ou seja, d(Ragc) = AB U
AC U BC. Interior é o conjunto de pontos de uma regido triangular que ndo pertencem ao
triangulo AABC, representado por int(Ryg¢), ou ainda, int(Rypc) = Rapc \ 0(Rapc)-

A

A

A
A

B c B c B

(@]

Figura 3: Fronteira (AABC); Regido Triangular (AA’B’C’); Interior (AA”B”C”).

Definigdo 2.3.3 Regido poligonal é o conjunto determinado pela unido finita de regides
triangulares que, duas a duas, ndo tem pontos interiores em comum. Em outras palavras, se Ry,
(k = 1,2,...,n) sdo regides triangulares, para as quais vale int(R;) N int(R;) = @, sempre

que i #j (i, j=12,...,n), dizemos que 0 conjunto
n
R = U R,
k=1

14



é uma regido poligonal. Um ponto P de uma regido poligonal é dito ser ponto interior a regido
R, se existir uma regido triangular R;, contida na regido poligonal, de forma que P € int(R;).

Interior de uma regido poligonal é o conjunto de todos o0s seus pontos interiores.

Figura 4: Regifo Poligonal e Ponto Interior

Fronteira de uma regido poligonal é o conjunto dos pontos da regido que ndo sao pontos
interiores.

Definicdo 2.3.4 O conjunto constituido por dois pontos e por todos os pontos que se
encontram entre eles é chamado segmento.

Defini¢do 2.3.5 Um Poligono é convexo se 0 segmento que liga quaisquer dois pontos da
regido poligonal esta totalmente contida nesta regiao.

Definigcdo 2.3.6 Vértice é o encontro de dois segmentos distintos formando um angulo «, tal
que a # 180°.

Definicédo 2.3.7 Dois segmentos (angulos), sdo congruentes se eles possuem a mesma medida.
Utilizamos o termo congruentes para diferenciar do termo igual que significa,
matematicamente, 0 mesmo objeto matematico.

Definicdo 2.3.8 Um quadrilatero é a figura formada pela unido de quatro segmentos distintos
dois a dois formam um vértice, que chamamos de lados.

Definicdo 2.3.9 Dois Segmentos sdo ditos Paralelos se eles podem ser tomados sobre retas de

forma que estas retas ndo se interceptem.

3 O CALCULO DE AREAS

Os axiomas ja apresentados sdo relativos as areas de figuras planas, vamos entdo
apresentar e demonstrar as seguintes formulas, relacionadas ao célculo de area de algumas
figuras geométricas planas.

15



3.3 Area de um quadrado
3.1.1. Definicdo Quadrado é um quadrilatero que tem os quatro lados congruentes e 0s quatro
angulos retos.
3.1.2. Teorema A érea de um quadrado Q, de lado [, é determinada por A(Q) = 2.
Demonstracéo. Seja Q@ um poligono quadrado convexo cujo lado mede [, portanto, determina
uma regido poligonal Rypcp. AsSim, 0 axioma 2.2.1 afirma que existe a(Q) > 0, em que a
representa a area do quadrado. A critério de organizacdo, vamos separar a demonstracdo em
trés casos: [ € inteiro positivo, [ racional positivo e [ irracional positivo.

Caso 1. [ inteiro positivo.

Q

Figura 1: Regides Poligonais do Quadrado
Como [ é um inteiro positivo, vamos dividir cada lado em [ partes congruentes, por meio de
segmentos paralelos aos lados do quadrado, cuja existéncia € garantida pelo axioma das

paralelas.

Nesse sentido, subdividimos a regido Q em [? regides quadradas Q;,i = 1,2,...,1%2. Os
quadrados Q;, por construcdo, possuem lado com medidas iguais a 1, entdo, pelo axioma
2.2.4, a(Q;) = 1. Os quadrados Q; possuem interiores, dois a dois, disjuntos. Nestas

condigdes, temos que,

0 =Je

Como int(Q;) N int(Q;) = @, sempre que i # j, segue pelo axioma 2.2.2:

12 12

a(Q) = z a(Qy) = Z 1=1[2

i=1 i=

16



Caso 2. [ racional positivo.
Considere, inicialmente, um quadrado Q' cujo lado mede % Um quadrado unitério Q,,

pode ser visto como a unido de n? quadrados justapostos Q;, i = 1, ... ,n% congruentes a Q’,
comint(Q) Nnint(Q;) = @,i # j,para i,j = 1,.., n

Pelo axioma 2.2.4, a(Q,) = 1 e, pelo axioma 2.2.2, obtemos,

2 2

n

1=a(@) = ) a@) = ) a@)=a(@): ) 1 =n?-a(@).

n

=1 =1 i=

Ou seja,

, , 1

1=n*-a(Q)=>a(Q)= 7

Retornando ao quadrado Q, de lado [ = % afirmamos por argumento analogo aos
anteriores, que este pode ser dividido em m? quadrados justapostos Q; cujo lado mede 111 com

int(Qi)nint(Qj) =@, i # j;i,j = 1...,m? Pelo axioma 2.2.2, podemos afirmar,

mZ mZ 2 2
1 1 m m2
— N — . — (= _ 12
a(Q)—Za(QJ—_ — == Zl—nz—(n) = 2,
i=1 =1 =1

Caso 3. Suponha [ irracional.

Inicialmente, conjecturamos que a(Q) = [2. Se k; é um numero qualquer tal que k, < I?,
mostrar que k; < a(Q).

Deste modo, entdo 0 < k; < [2, seja r;um nGmero racional, em que k; < 12 < [2.
Consideremos @ um quadrado @, , com lado igual a ;. Como r; € racional, temos que
a(Q,1) =rf, como Qr, esta contido no interior de @, temos que a(er) < a(Q), assim
k, < r?, concluindo que k; < a(Q), logo k; <12, tal que k; < a(Q). Mas, se k,, é
qualquer nimero em que [? < k,, vamos mostrar que a(Q) < k,.

Deste modo, sendo k, um nimero real, em que I? < k, € seja r, um nlmero racional em que
12 < r? < k,. Considerando um quadrado Qr,, com lado igual a 5, em que Q < @,,. Como
r, é racional, temos que a(Q,z) =r2. Como Q cC Qr,, temos que a(Q) < a(Q,,), assim
k, < rZ, concluindo que k, < a(Q), logo k, > 12, tal que a(Q) < k.

Assim, se a(Q) ndo pode ser um niimero k; menor que 12, como k, um nlimero maior que [?,

deste modo seré igual a [2. (tricotomia).

a(Q)+ 12
2 )

em que a(Q) < ky < 12, contradizendo k; < a(Q).
17
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a(Q)+ 12
2 )

Se a(Q) > %, onimero k, = em que [2 < k; < a(Q), contradizendo a(Q) < k,.

De acordo com a tricotomia, segue que a(Q) = I2.

3.2 Areas de um retangulo
3.2.1. Definicdo Retangulo é um quadrilatero em que os lados opostos séo paralelos e tem os

quatro angulos retos.

F E I
A B H
D C G

Figura 2: Area do retangulo

3.2.2 Teorema A area de um retangulo R, com base b e altura h, é determinada pelo produto
a(Ret) =b - h.
Demonstragéo: Seja R um retdngulo com medida da base b e medida da altura k. O retangulo
é um poligono convexo com regido retangular R = ABCD, onde AB = DC e AD = BC.
Vamos construir um quadrado ABEF sobre o lado AB e, outro, BHCG sobre o lado BC.
Prolongamos o lado FE e GH, de forma que a intersec¢do ocorra em I, formando assim um
quadrado Q = DGIF, cujo lado mede b + h, formado por quatro regides poligonais
disjuntas, R, (ABCD), R,(BHCG), R;(ABEF) e R,(BHEI), com int(R;) N int(R;) = @,i #
j; i,j =1,2,3,4.
Nessas condi¢fes temos que:
a(Q) = a(Ry) + a(Ry) + a(R3) + a(R,)

Como, por construgdo, R; é congruente a R,, temos que,

a(R1) = a(Ry).
Assim,

18



a(@) = (b + h)?
E, como, a(R,) = h? e a(R3) = b?, entdo, podemos escrever,
(b +h)? = b2+ 2a(R,) + h?
Concluindo que
a(R,) = a(ABCD) = a(Ret) = b-h.

3.3 Area de paralelogramos
3.3.1 Definicéo Paralelogramo é um quadrilatero em que os lados opostos séo paralelos.
3.3.2 Teorema Considere um paralelogramo ABCD, com base AB cuja medida é b e com
altura BG cuja medida é h. Entdo, a area do paralelogramo é determinada por a(P) = b - h.
Demonstracdo: Seja ABCD um paralelogramo, com base AB. Como o paralelogramo um é
poligono convexo em que os lados opostos sdo paralelos, prolongamos CD e tragamos uma
perpendicular ao lado AB passando por A de forma que essa perpendicular intercepte CD no
ponto F. Por construcdo analoga, encontramos o ponto E. Desse modo construimos o
retdngulo AECF.

A B E

Figura 3: Paralelogramo ABCD

Pela definicdo 2.3.7 os triangulos ABEC = AAFD sdo congruentes, deste modo pelo axioma
2.2.3 possuem a mesma area.
Assim,

a(AECF) = a(ABCD) + a(AAFD) + a(ABEC). (1)
Como

a(BECG) = a(AAFD) + a(ABEC)
E pelo teorema 3.2.2, temos
a(BECG) = BE -EC
Dessa forma,
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a(AAFD) + a(ABFC) = BE - EC.

Ainda sabemos que
a(AECF) = AE -EC.
Por fim, substituindo (2) e (3) em (1), obtemos
AE -EC = a(ABCD) + BE -EC
E, como AB = AE — BE, temos que
AB - EC = a(ABCD).
Uma vez que BG = EC, concluimos que

a(ABCD) = AE-BG =b-h.

3.4 Area do Triangulo

Conforme ja mencionado neste trabalho,

)

(3)

3.4.1 Definicéo Dados trés pontos A, B e C, ndo colineares, o triangulo AABC é o conjunto

da unido dos segmentos determinados pelos vértices A, B e C, ou seja, AABC = AB U AC U

BC.

Figura 4: Triangulo AABC

3.4.2 Teorema Seja AABC um triangulo com base AB cujo comprimento denotaremos por b e

CH, em que H é a altura relativa ao lado AB, cujo comprimento denotaremos por h. Entdo, a

area do AABC é determinada por a(A) = %.

Demonstracdo: Dado o tridngulo AABC, considere uma reta paralela a AB e de mesmo

comprimento passando por C e uma reta paralela a AC e de mesmo comprimento passando

por B, de modo que essas duas retas se interceptem no ponto D. Observamos que ABCD é um
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paralelogramo com base AB e medida b. E ainda, podemos observar também que os
tridangulos AABC e ACBD sao congruentes e, pelo axioma 2.2.3, possuem a mesma medida.
Nesse sentido, temos que
a(ABCD) = a(AABC) + a(ACBD).
Mas, pelo teorema 3.3, temos
a(ABCD) = b - h,
Logo,
a(A) = a(ABCD) = %(b . h).

3.5 Area do Trapézio
3.5.1 Definicdo Trapézio é um quadrilatero com dois lados paralelos entre si, que sdo

chamados de base maior e base menor.

S R

Figura 5: Area do trapézio

3.5.2 Teorema Considere um trapézio PQRS, cuja base maior é o lado PQ de medida B, e a

base menor SR de medida b e a altura ST ¢ o lado de medida h. Entdo, a area do trapézio é

h( B+b)
—

Demonstracdo: Seja PQRS um trapézio tendo como base maior o lado PQ de medida B, base

determinada por a(T) =

menor o lado SR de medida b e altura o lado RU = ST de medida h. Dividimos o trapézio
PQRS em dois triangulos e um retangulo, a saber, ASPT,ARUQ e SRTU.

Como SRTU é um retangulo, com base SR de medida b e altura ST de medida h, temos pelo
teorema 3.2.2 que a(SRTU) = b - h, e, como ASTP e ARUQ séo triangulos que tem como

bases os lados PT e UQ, medindo respectivamente b; e b,, concluimos, pelo teorema 3.4.2,

que a(ASTP) = 2% e a(ARUQ) = 2=

Nessas condicGes temos que
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a(T) = a(SRTU) + a(ASTP) + a(ARUQ)

LOgO,
bl.h bz'h
a(T)=b-h+ 5 + >
2b.h+by.h+ by.h
a,(T)z 1 2
2
h(b+B
u(ry = HOED)

Em que b é a medida de SR (base menor do trapézio) e b + b, + b, ¢ a medida de PQ (base
maior do trapézio).
Logo, concluimos que

h(B +b)

a(h) = ==

3.6 Areas de um losango

3.6.1 Definicdo Losango é um quadrilatero formado por lados de igual comprimento.

Figura 6: Area do losango

3.6.2 Teorema Considere um losango MNPQ, cuja diagonal maior é o lado NQ de medida D

e a diagonal menor ¢ o lado MP de medida d. Entdo, a area do losango é definida por
D-d

a(L) = -

Demonstracdo. Se considerarmos no losango MNPQ a sua diagonal menor, PM temos dois

triangulos, o triangulo APNM e o triangulo APQM.
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O tridngulo APNM, tem base PM e altura ON e pelo teorema 3.5.2,

PM -0
a(APNM) = —
E o triangulo APQM, tem base PM e altura 0Q, assim, pelo teorema 3.5.2,
MP - 0Q
a(APQM) = TQ

Dizemos, entdo que a(L) = a(APNM) + a(APQM).

Logo temos que,

PM - ON
a(l) = 5 + >

a(L) = PM(ON + 0Q)

Como ON + 0Q é a diagonal maior (D) e PM ¢ a diagonal menor (d), temos que

a(l) = T

3.7 Area de um circulo
3.7.1 Definicdo. Dada uma circunferéncia C(0, R), chamaremos de circulo de centro O e raio
R ao conjunto de todos os pontos X do plano, tais que 0X < R.

Seja C um circulo qualquer de centro O e raio R. Vamos construir poligonos com cada
vez mais lados, a fim de nos aproximarmos cada vez mais da area do circulo.

Comecamos construindo um quadrado inscrito, depois, tomando o ponto médio de
cada arco, ligamos dois vértices a fim de construir um octégono inscrito e prosseguimos da
mesma forma construindo poligonos regulares inscritos p,, com 2™ lados, n > 2. Ou seja, p, é
o quadrado inscrito, p; € 0 octdgono, p, € o poligono regular inscrito com 2* = 16 lados, ps

é o0 poligono regular inscrito com 2> = 32 lados (figura 11. a) e assim sucessivamente.

8 b

Figura 7: Poligonos inscritos no circulo (a) e quadrado circunscrito (b).
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Seja a,, a area de p,,. Por construcdo, temos que,
I<ag, <<y <-—-<agy<a,+1<--

A érea a(C) do circulo € definida como sendo o lim,_,, a, , Se esse limite existir.
Como a sequéncia { a,, as, ay, ..., a,, ... } € mondtona crescente, se ela for limitada, também
sera convergente. Note que tomando o quadrado p, circunscrito no circulo (figura 11. b),
temos que sua area, (2R)?, € maior do que a area de qualquer poligono inscrito. Logo,

0<a,<az;<a;<<a,<dp < <4R?

Concluindo que a sequéncia é limitada, portanto, convergente. Dessa forma, lim,,_,,, a,, existe
e a(C) é um ntimero bem definido, verificando a(C) < 4R?2.

Agora, podemos calcular esse limite, ou seja, podemos calcular a area do circulo:
3.7.2 Teorema A area de um circulo C, com centro em O e raio com medida R é determinada
por a(C) = m- R%
Demonstracédo. Retomando a construcdo feita até aqui, observamos que o poligono regular
inscrito p,, tem 2™ lados e logo, é a unido de 2™ tridngulos isdsceles idénticos. Vamos denotar

por L, o comprimento do lado e por h,, a altura relativa ao lado. Como o angulo do vértice
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oposto ao lado do poligono vale ot

usando as definicbes de seno e cosseno, temos, 1, =

2R sin (zln) e h, = Rcos (Zln)

in

Figura 8: Area do circulo

Assim,

n
a4y =2 '(E ln-hn)

— (2 sin(25) - Reos ()
a, = > sin{ 5w cos (Sm
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a, = 2" (R2 - sin (%) * COS (2—72»

0= e () o )

n—oo Zn

im cos () = cos {1m (57) ) =1
lim cos 7 = cos | lim i) | =

n—oo

A area do circulo é

E, como

Temos que

a(C) = R?lim (2" sin (%))

n—oo

Considere um circulo C; de raio R,, entdo, sua area é
YAH n ; i
a(Cy) = Rflim (2" sin| =
n—oo 2
De maneira analoga, para um circulo C, com raio R,, tem area,

a(Cy) = Rzzrlll—l;{ulo (2" sin (%))

Logo,
a(C T a(C
—( 21) = lim 2"sin (—n) = —( 22)
Ri n—-oo 2 R5
Ou seja, “Ig? é sempre 0 mesmo numero, qualquer que seja o circulo. Esta constante

universal dos circulos, o nimero,

tim (27sin (E)) = 2
m (250 (7) ) =

€ 0 que convencionamos chamar de 7. Usando esta convencgao, obtemos:
a(C) = mR>.

4 INVESTIGACOES POR MEIO DE SOFTWARE

Entendendo o método demonstrativo, buscamos promover investigagdes envolvendo,
também, as tecnologias disponiveis. Borba e Vilarreal (apud Domingues; Heitmann;
Sobrinho, 2003, p. 131) complementando esta ideia, afirmam que “O conhecimento ¢
produzido em processos que envolvem seres humanos e as midias utilizadas para sua

expressao e comunicagao’.
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Deste modo, o software escolhido para a realizagdo deste trabalho foi o “Régua e
Compasso”, que foi desenvolvido pelo Professor René Grothmann, da Universidade
Catolica de Berlim, na Alemanha. Um software de geometria dinamica plana, ou seja, que
permite construcbes geomeétricas que podem ser modificadas por movimentacdo de seus
pontos bésicos e ¢ escrito na linguagem Java (PARANA, p. 8, 2010).

Para representar o dinamismo do software, utilizamos de um exemplo interessante
envolvendo o conceito de area ja trabalhado. Tal exemplo nos remete a interpretacao
geométrica do Teorema de Pitagoras, porém, a énfase ndo é dada a aplicacGes de tal resultado
e sim a construcdo através do software envolvendo a area de quadrados. Dessa forma,

construimos a seguinte figura:

RaC - Documenty\Mes Viseof RECcontuglomacroieCay = = B

Mhyae Actes Opcies orfigesacies Nacus Especal Apds

ot woRee— »
- ;;'7—":{6 ”‘;T‘:\ }/’ 3 :': ;C'L:"‘; 9/\: ::::.._'1 "
A..i

Figura 9: Construcdo da figura referente a interpretagdo geométrica do Teorema de Pitagoras.

Este software possui diversas ferramentas e fungdes que abordam conceitos e
demonstracdes geométricas, permitindo construir figuras que podem ser modificadas através
da movimentacdo de seus pontos bésicos (pontos, retas e circulos), no entanto mantendo suas
propriedades originais (PARANA, p.9, 2010).

Para realizarmos esta construcdo utilizamos alguns recursos e ferramentas, tais como,
tracar segmentos, criar circunferéncias e inscrever nestas circunferéncias quadrados por meio
de retas paralelas e segmentos formando angulos de 90°, do mesmo modo, construimos
triangulos retangulos inscritos e por meio da ferramenta “parametro de macro” construimos

uma macro para cada quadrado, permitindo assim a construgéo da figura 13.
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Conseguimos dar movimento a figura com a intencdo de mostrar que independente de
tais movimentacOes, mesmo que as areas dos quadrados sejam modificadas, a propriedade
dada pelo Teorema de Pitagoras, em que a® (a hipotenusa ao quadrado) é igual a soma de b* e
c* (soma dos quadrados dos catetos) que, em termos de area, relaciona a soma das areas de
dois dos quadrados com a area do terceiro, ainda sera preservada. Ao movimentarmos o ponto

B e o ponto C, obtemos a seguinte figura:

areal1=1%

H 4 |

Figura 10: Movimentagdo dos veértices B e C do tridngulo AABC.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Propusemo-nos a apresentar neste trabalho uma abordagem ldgico-dedutiva dos
conceitos relacionados a areas de figuras planas. Com isso foi possivel perceber o quanto a
matematica, como ciéncia, pode ser formalizada a partir de conceitos e demonstracfes, em
particular, no campo da geometria plana, fica muito clara a importancia da estrutura
axiomatica e definicoes.

Trazendo isso para o cotidiano, dentro do contexto deste trabalho, € possivel notar, por
exemplo, o quanto passa despercebido o fato de que muitas vezes utilizamos desses
conhecimentos para o célculo de area de figuras planas mecanicamente, até mesmo como
aprendemos na escola, sem ao menos saber 0 porqué e sem investigar a veracidade de tais
afirmacdes por meio do rigor matematico da geometria ou ainda, por meio da utilizacdo de
uma tecnologia como um software, visando relacionar a percep¢do visual com os
conhecimentos teoricos adquiridos. Isso esta diretamente ligado ao nosso trabalho onde além
do rigor, buscamos apresentar uma interpretacdo geométrica dos teoremas e definicdes
apresentados neste trabalho a partir do software livre “régua e compasso”.

Em nosso trabalho, optamos por utilizar um software livre, que esta disponivel na web
para qualquer pessoa, justamente por ser de facil acesso
(<http://mww2.mat.ufrgs.br/edumatec/softwares/soft_geometria.php>, Gltimo acesso em
03/02/2015, onde podemos encontrar também outros softwares de geometria e/ou geometria
dindmica). Consideramos, o “régua e compasso”, por exemplo, uma ferramenta pertinente e
util para o trabalho de area das principais figuras planas, podendo ser adotado inclusive nas
escolas, pois tal software proporciona uma visualizacdo mais clara das possiveis situacfes que
podemos encontrar, por exemplo, um dos casos que fizemos porém que ndo foi acrescentado
nesse trabalho é o célculo de area para os varios tipos de trapézios possiveis, mostrando que
apesar das diferencas, sua area ndo se altera. Nosso objetivo ao utilizar da formalidade da
demonstracdo matematica é justamente a generalizacdo, entdo ndo escrevemos tais calculos
mas, esse € um dos casos que também podem ser investigados a partir do software e que
permite uma interpretacdo mais completa e ampla a partir da percepcdo visual. Concluimos
assim o quanto a tecnologia tem a contribuir nas construgdes geométricas trabalhando

concomitantemente com a linguagem matematica.
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Além disso, espera-se despertar, nos demais académicos, 0 interesse a pesquisa em
Geometria Plana e, possivelmente, que este trabalho possa ser utilizado para novas pesquisas

ou, ainda, como leitura complementar em disciplina de Geometria Plana.
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