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RESUMO

O presente Trabalho de Conclusdo de Curso tem como tema principal de estudo as
equacgdes de Lotka-Volterra. Dentre suas diversas aplicacdes, este trabalho restringe-se
aquelas que modelam a dindmica populacional de duas espécies, um predador e a
sua presa. Essas equacdes descrevem muitas relacdes de predador-presa presentes na
natureza. A interacio € descrita por equagdes diferenciais ordindrias ndo lineares, que
por consequéncia, formam um sistema ndo linear. O objetivo principal deste trabalho é
analisar qualitativamente (geometricamente) as solu¢des do sistema de Lotka-Volterra.
Para tanto, utilizou-se uma técnica de resolucdo de sistemas lineares e de linearizagdo em
torno dos pontos de equilibrio do sistema e a obtencdo das trajetérias que determinam
suas solugdes. Inicialmente, foram apresentados conceitos considerados essenciais para a
compreensao de sistemas ndo lineares, tais como, conceitos sobre sistemas lineares com
coeficientes constantes e obten¢@o de suas solugdes; sistemas autdbnomos e determinagao
das suas trajetdrias; sistemas localmente lineares, entre outros. Em seguida, realizou-se o
estudo do sistema de Lotka-Volterra. Ao examind-lo, pode-se perceber que as equacdes
nido descrevem todas as dinamicas populacionais existentes de predadores e presas,
visto que, a andlise qualitativa das solucdes permitiu concluir que o comportamento das
espécies tende a uma oscilacdo ciclica. Todavia, esse comportamento ndo é comum
a todas as dinadmicas, é possivel que uma das espécies esteja propensa a extin¢ao, ou
entdo, que ambas evoluam a coexisténcia. Por fim, diante da diversidade de interagdes,
o presente trabalho apresenta mudancas que podem ser realizadas nas equagdes afim de

tornd-las mais realisticas, viabilizando a descri¢ao de sistemas mais complexos.

Palavras-chave: Lotka-Volterra. Predador-Presa. Dinamica Populacional. Sistemas

Autdonomos.



ABSTRACT

The present Undergraduate Thesis has as main theme of study the equations of Lotka-
Volterra. Among its diverse applications, this work is restrict to those who model the
populational dynamic of two species, the predator and its prey. These equations describe
many predator-prey relationships present in nature. The interaction is described by non-
linear ordinary differential equations, which consequently form a nonlinear system. The
main objective of this work is qualitatively (geometrically) analyze the Lotka-Volterra
system solutions. For that, a technique of solving linear systems and linearization around
the equilibrium points of the system and obtaining the trajectories that determine its solu-
tions were used. Initially, concepts considered essential for the understanding of nonlinear
systems were presented, such as, concepts about linear systems with constant coefficients
and obtaining their solutions; autonomous systems and determination of their trajecto-
ries; locally linear systems, among others. Then the Lotka-Volterra system was studied.
By examining it, one can see that the equations don’t describe all the existing population
dynamics of predators and prey, since the qualitative analysis of the solutions allowed to
conclude that the behavior of the species tends to a cyclical oscillation. However, this
behavior is not common for all dynamics, it is possible that one of the species is prone to
extinction, or that both evolve to coexistence. Finally, in view of the diversity of interac-
tions, the present work presents changes that can be made in the equations to make them

more realistic, allowing the description of more complex systems.

Keywords: Lotka-Volterra. Predator-prey. Populational Dynamic. Autonomous Sys-

tems.
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1 INTRODUCAO

Este Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) foi desenvolvido no Curso de Licen-
ciatura em Matemadtica, Campus Itaqui, da Universidade Federal do Pampa. No ambito
das equacdes diferenciais ordindrias e da modelagem matematica, o presente trabalho foi
elaborado com o intuito principal de caracterizar o sistema de equacgdes diferenciais nao
lineares que modela a interacdo entre duas espécies, denominado predador-presa.

O primeiro modelo que buscava descrever a dindmica populacional surgiu em
1798, desenvolvido pelo economista inglés Thomas Robert Malthus (1766-1834), ficando
conhecido como Modelo Malthusiano ou Modelo de Malthus. O modelo descreve que a
variagdo do crescimento de uma populacdo € proporcional a populagdo em cada instante
de tempo. Com isso, tem-se que a populagdo aumentava exponencialmente com o pas-
sar do tempo. Apesar de em determinado periodo a populacio mundial ter apresentado
esse tipo de crescimento, o mesmo ndo ocorre nos dias atuais. Além disso, o modelo nao
prevé um crescimento limite para a populacgdo, isto €, a populagdo cresce ilimitadamente
(ALLEN, 2007; BASSANEZI, 2011; BOYCE & DIPRIMA, 2010; RAFIKOV, 2003).

Diante desse fato, em 1838 o matematico belga Pierre Francois Verhulst (1804-
1849) elaborou um modelo complementar ao de Malthus, conhecido como Modelo Lo-
gistico ou Modelo de Verhulst. Verhulst adequou o modelo de Malthus de modo a dimi-
nuir a taxa de crescimento populacional com o passar do tempo. Essa mudanca limitou o
crescimento populacional e inibiu o crescimento exponencial existente. Essa populagao li-
mite ficou conhecida como capacidade suporte do meio ambiente (BOYCE & DIPRIMA,
2010; MURRAY, 1989; RAFIKOV, 2003).

Os modelos de Malthus e de Verhulst tratam da dindmica de crescimento para uma
Unica espécie. O primeiro modelo matemadtico criado para a interacao entre duas espécies,
conhecido como modelo predador-presa de Lotka-Volterra, é o tema principal deste tra-
balho. Este modelo possui grande importancia em dinamica populacional, pois serviu de
base para modelos desenvolvidos posteriormente com os mesmos fins (MURRAY, 2002).

O modelo em questdo € conhecido como modelo de Lotka-Volterra, devido ao
fato que as mesmas equagdes foram desenvolvidas em 1926, pelo matemético e fisico
Vito Volterra (1860-1940), que propds um modelo simples para a predagcdo que explicava
os niveis oscilatérios na captura de certos peixes no Mar Adridtico. Tais equagdes também
foram deduzidas pelo fisico e quimico Alfred J. Lotka (1880-1949) em 1925, para uma

reacdo quimica que exibia o comportamento periddico nas concentragdes de elementos
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quimicos (ALLEN, 2007; BOYCE & DIPRIMA, 2010; MURRAY, 2002; RAFIKOV,
2003).

Alfred Lotka, nascido na atual Ucrania, ficou conhecido por um dos seus princi-
pais trabalhos, a autoria do primeiro livro sobre biologia matemadtica intitulado Elements
of Mathematical Biology (BERRYMAN, 1992; VERON, 2008). J4 o italiano Vito Vol-
terra, destaca-se por seus estudos sobre a teoria da interacdo entre espécies (BOYCE &
DIPRIMA, 2010; RAFIKOV, 2003).

O modelo predador-presa € composto por duas equagdes diferenciais nao lineares.
Além disso, diversos sistemas nao lineares autbnomos nao possuem solucdes analiticas ou
suas obteng¢des sdo calculadas com um nivel elevado de dificuldade. Desta forma, o pro-
blema de pesquisa que fomenta o presente trabalho € saber se através de uma técnica de
resolucao de sistemas lineares e um método de linearizacdo, € possivel realizar uma ané-
lise qualitativa (geométrica) das solu¢des do modelo predador-presa de Lotka-Volterra.

Nesse contexto, objetiva-se de maneira geral, analisar qualitativamente as solugdes
desse sistema através da sua linearizacdo. Além disso, objetiva-se especificamente, apre-
sentar um método analitico para a obtencao das solucdes de sistemas lineares autonomos;
abordar de maneira qualitativa (geométrica) o comportamento das solucdes de sistemas
ndo lineares autdnomos; analisar no contexto biolégico as solu¢des encontradas para o
sistema de Lotka-Volterra e apresentar possiveis mudangas que tornem esse sistema mais
realistico.

Os objetivos descritos acima, justificam-se pela nao abordagem da teoria de siste-
mas nao lineares autdbnomos na Componente Curricular de Equagdes Diferenciais Ordiné-
rias do Curso de Licenciatura em Matemadtica. Por consequéncia, o estudo de um modelo
aplicado a Biologia proporciona conhecimentos complementares a formacdo académica.

Para que seja possivel a andlise dos sistemas desejados, é importante realizar es-
tudos prévios sobre conceitos que estdo relacionados e que os complementam. Assim, no
segundo capitulo, € apresentada a teoria de obten¢do de solugdes de sistemas lineares com
coeficientes constantes através do calculo de seus autovalores e autovetores. Além disso,
também serd descrita a natureza dos autovalores e autovetores associados a cada sistema,
pois a mesma reflete a natureza da solu¢do geral do sistema.

O terceiro capitulo destina-se aos conceitos sobre sistemas auténomos.
Apresentam-se os conceitos sobre estabilidade de sistemas autobnomos, obtencao das tra-
jetérias que determinam as solucdes de certos sistemas autdnomos, sistemas localmente

lineares e sua lineariza¢do em torno dos pontos de equilibrio.
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O capitulo final destina-se ao estudo do Modelo Predador-Presa de Lotka-Volterra.
Neste capitulo serd definido o modelo, sera feita sua linearizagcdo, obtengdo das trajetdrias
que definem as solucgdes e a interpretacdo bioldgicas dos resultados. Finalmente, serdo
apresentadas algumas mudancas que podem ser realizadas nas equacdes do modelo com a

finalidade de torna-las mais realisticas e assim, mais proximas do que ocorre na natureza.
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2 SISTEMAS LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES

Sistemas matemaéticos formalizados por equacdes diferenciais lineares sdo ampla-
mente utilizados na descricdo e modelagem de problemas em diversos ramos, dentre eles,
a Biologia, a Economia, as Engenharias e a Fisica, que pode ser considerada a drea com
maior presenca desses sistemas (BASSANEZI, 2011; EDELSTEIN-KESHET, 1998). A
presenca desse tipo de equacao justifica-se pelo fato delas expressarem a taxa de variagao
do evento em questdo. Como por exemplo, em Biologia, podera representar a taxa de
variacdo de uma populacdo em relagdo ao tempo.

Para o estudo de sistemas de equagdes diferenciais mais complicados, € interes-
sante, primeiramente, abordar a teoria envolvida em sistemas mais simples. Esses siste-
mas sdo conhecidos como sistemas lineares com coeficientes constantes. Dessa forma,
neste capitulo serdo abordados conceitos sobre sistemas lineares, tais como: definicdo,

solugdes, retrato de fase e comportamento qualitativo das solugdes.

2.1 Conceitos Iniciais

Um sistema de equagdes diferenciais lineares pode ser representado pelas equa-

coes:
x’l =F (t,x1 I o JR ,xn),
xh = F(t,x1,X2,...,%),
(2.1)
X = F(t,x1,X2, -, Xn),
onde ¢ € a varidvel independente e x1, X2, ..., X, as varidveis dependentes, que sao funcdes
de . Além disso, se cada uma das fungdes Fi, F>, ..., F, € uma funcdo linear das varidveis

dependentes diz-se que o sistema ¢ linear, caso contrério, é nao linear.

Sistemas de equacdes da forma (2.1) modelam varios fendmenos estudados e ana-
lisados em distintas dreas da ciéncia. Outrossim, a importincia desses sistemas estd re-
lacionada com o fato que equacdes de ordem maior sempre podem ser transformadas
em um sistema de primeira ordem, isto €, uma equacgdo arbitrdria de ordem n, da forma
y(”) =F(t,y,y,..., y(”_l)) sempre pode ser reduzida a um sistema de n equagdes de pri-
meira ordem.

O conceito principal a ser tratado acerca de uma equacao ou sistema de equagdes

€ sobre a obten¢do de sua solucdo. Assim, diz-se que o sistema (2.1) tem uma solu¢iao no
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intervalo I : o <t < B se existe um conjunto de n fungdes

x1=01(t), xxa=p(t), ..., x,=04(1), 2.2)

diferencidveis em todos os pontos do intervalo I que satisfazem o sistema de equacdes
(2.1) em todos os pontos desse intervalo. Além do proprio sistema, podem ser considera-

das condicdes iniciais da forma

X1 (l‘()) :x(l), xz(l‘()) :x(z), R xn(l‘o) :xg, (2.3)

em que fo € um valor especificodet em / e x(l),xg, ...,x9 sdo0 nimeros dados. Dessa forma,

as equagoes diferenciais (2.1) junto as condicdes (2.3) formam um problema de valor
inicial (PVI).

Considere o sistema linear homogéneo com coeficientes constantes da forma
x = Ax, (2.4)

onde A € uma matriz constante n X n e X € um vetor n X 1. Supde-se que os elementos de
A sejam numeros reais. Se n = 1, o sistema (2.4) se reduz a equacdo de primeira ordem
dx

o = ax cuja solugdo é x = ce®.

2

E importante considerar e analisar o caso de um sistema (2.4) com a matriz A
do tipo 2 x 2, visto que, a solugcdo desse sistema € uma funcdo vetorial que pode ser
considerada como uma representacdo paramétrica de uma curva no plano xjx;. O plano
x1x2 € chamado plano de fase. Ao calcular Ax com um grande nimero de pontos e fazer
o grafico dos vetores resultantes, obtém-se um campo de direcdes de vetores tangentes
a solugdes do sistema. Um grafico que ilustra uma amostra representativa de trajetorias
para um sistema dado € chamado retrato de fase.

Para resolver o sistema (2.4) é necessdrio buscar solu¢des da forma x = ve'’, com
v=(v1,...,vx)T, em que esse vetor e 0 expoente r devem ser determinados. Substituindo

a solucdo no sistema (2.4), tem-se:
rve’’ = Ave'".
Dividindo por ¢ e considerando I a matriz identidade n x n, obtém-se:

Av=rv ou (A—rI)v=0. (2.5)
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Assim, o vetor X = ve'’ serd uma solugdo de (2.4) se r for um autovalor € v um
autovetor da matriz A. Os autovalores ry, ..., r, sdo raizes da equagdo polinomial de grau

n:

det(A—rI) = 0. (2.6)

Os pontos x* para os quais Ax" = 0 sdo chamadas pontos de equilibrio, pontos
criticos ou solucoes de equilibrio do sistema (2.4). Esses pontos representam as solu-
coes constantes do sistema. Neste caso, tratando-se de sistemas lineares com coeficientes
constantes, o Unico ponto de equilibrio, serd a origem (x = 0). A importancia do estudo
desses pontos estd relacionada ao fato que as demais solucdes, de um sistema de equacdes
diferenciais, tendem a se afastar ou se aproximar deles.

Com isso, a natureza dos autovalores e autovetores associados determinam a na-
tureza da solucdo geral do sistema (2.4). Sendo assim, considerando A uma matriz real,

tem-se trés possibilidades de autovalores para A:

1. Todos os autovalores sdo reais e distintos entre si;
2. Alguns autovalores sdo complexos (e conjugados);

3. Alguns autovalores sdo repetidos.

Além disso, o Teorema a seguir, conhecido como Principio da Superposicdo, des-
creve a relacdo entre as solucodes x) .., x® de um sistema linear. Ele afirma que a

combinacao linear de solu¢des de um sistema também sera solugdo desse sistema.

Teorema 1. Se as fungoes x(l), e ,x(k)

sdo solucoes de um sistema de equagoes diferen-
ciais lineares, entdo a combinagdo linear x = CixV(t) +Cox® (1) + - - - + Cox®) também

€ uma solucdo para quaisquer constantes Cy, ... ,Cy.

Para o estudo dos casos supracitados considera-se a partir de agora um sistema
do tipo (2.4) de ordem 2. Esta restri¢do faz-se necessdria pois, as solucdes desse tipo de
sistema podem ser representadas geometricamente por curvas no plano de fase. Desta
forma, nas préximas secdes, tem-se por objetivo caracterizar os sistemas de acordo com
o padrdo geométrico formado por suas trajetorias, ou seja, de acordo com a natureza de
seus autovalores (BOYCE & DIPRIMA, 2010). Para isso, em cada caso sera detalhado o

comportamento das trajetdrias em geral.
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2.2 Autovalores Reais e Distintos

Se os dois autovalores de A sdo reais e distintos, entdo existem autovetores reais
v(1) e v2) linearmente independentes, associados aos autovalores r; e r,, respectivamente.

Assim, as duas solucdes do sistema (2.4) sao

D = (W) o 1(2) — (2) p(rat) (2.7)
Logo, pelo Principio da Superposicio, a solucdo geral do sistema é da forma

x = CpyMett 4 @ et (2.8)

Autovalores Negativos

Considerando r; < r, < 0. Tem-se, a partir de (2.8), que (x1,x3) — (0,0) quando
t — oo, independente dos valores atribuidos as contantes C; e C;. Em outras palavras,
todas as solucdes se aproximam da origem quando ¢ — oo.

Os autovetores v(!) e v(? sdo direcdes sobre os quais as solu¢des tendem a
aproximar-se ou afastar-se de (0,0). Dessa forma, como r; < rp < 0, entdo o fluxo
aproxima-se de (0,0). Se as condi¢des iniciais sdo tais que C; =0 e C, = 1, entdo a
solugdo é x(¢) = v@e”?. Para qualquer 7, x(¢f) é um maltiplo de v(?). Isto significa que
a solugdo estd sempre na direcdo de v, Como r, < 0, assim x(t) — 0 quando ¢ — oo,
aproximando-se da origem, na direcdo de v(®), Nessas condicdes, esse tipo de ponto de
equilibrio € classificado como nd, né atrator ou sorvedouro.

A Figura 2.1 (a), ilustra um plano de fase de um né atrator ou né estavel, pois
todas as trajetdrias tendem a origem. Na Figura 2.1 (b), estdo representadas algumas
solugdes x1 em fungdo de ¢ para diferentes condi¢des iniciais. Observe que, independente
das condicdes iniciais, todas essas solugdes exibem decaimento exponencial no tempo.
Além disso, observe que as trajetérias destacadas (em vermelho e verde) na Figura 2.1 (a)

podem ilustrar as solu¢des representadas pelas mesmas cores na Figura 2.1 (b).
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Figura 2.1: N¢ atrator: (a) Retrato de fase; (b) Evolugao temporal de x; em func¢ao de ¢
para algumas condicdes iniciais.

0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0

Autovalores Positivos

Para autovalores positivos, isto €, 0 < rp < rq as trajetorias mantém-se como no
caso anterior, todavia, o sentido do movimento € de afastamento quanto ao ponto critico
na origem. Considerando as mesmas condic¢des iniciais utilizadas para o primeiro caso,
tem-se, para rp > 0 que x(z) cresce quando t — oo na direcdo de v(?), Novamente o ponto
critico pode ser denominado né ou fonte. Um exemplo de um né instavel € ilustrado
na Figura 2.2 (a), onde duas trajetdrias estdo destacadas em verde e vermelho, pois as

mesmas podem ilustrar as solucdes representadas pelas mesmas cores na Figura 2.2 (b).

Figura 2.2: N6 instdvel: (a) Retrato de fase; (b) Evolucao temporal de x; em funcao de ¢
para algumas condig¢des iniciais.
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Na Figura 2.2 (b) estdo representadas algumas solu¢des x| em funcao de ¢ para di-
ferentes condicdes iniciais. Observe que essas solugdes crescem exponencialmente como

fungdes de ¢.

Autovalores com Sinais Opostos

Considerando agora autovalores com sinais opostos, ou seja, r; > 0e rp <0, se a
solu¢do comeca em um ponto da reta que passa pela origem, cuja dire¢do seja dada por
v1), entdo C, = 0 e, consequentemente, a solu¢io permanece nessa reta.

Para r; > 0, tem-se que |(x},x2)| — o quando t — o. Analogamente, para a
solucdo que comeca em um ponto inicial pertencente a reta na direcio de v(?), tem-se

C1 = 0 e a solu¢do permanece sobre a reta, contudo,

(x1,x2)| — (0,0) quando ¢t — oo.
Para essas condigdes, a origem € chamada de ponto de sela. Um exemplo de um ponto

de sela esté ilustrado na Figura 2.3 (a) e algumas solucdes de x; em fung¢do de ¢ na Figura

2.3 (b).

Figura 2.3: Ponto de sela: (a) Retrato de fase; (b) Evolugdo temporal de x; em fungdo de
t para algumas condig¢des iniciais.
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2.3 Autovalores Complexos

Como a matriz A € real os coeficientes da equagdo polinomial (2.6) serdo reais.
Assim, quando existirem autovalores complexos, 0s mesmos surgirdo em pares conjuga-

dos. Se ry for um autovalor da forma r; = A +iu (A,u € R), entdo o segundo autovalor
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rp sera da forma r, = A —iu. Simbolicamente essa relagdo pode ser escrita como ry = 7y

e v(® = (1), Com isso, as solu¢des podem ser escritas como

XDy =yt o x2) (1) =y, (2.9)
As solugdes correspondentes sao:

A (1) = yDin o (@) (1) = (@) At} (2.10)

Pode-se encontrar duas solugdes reais da equagdo X' = Ax, correspondentes aos
autovalores r; e r,, tomando as partes real e imaginaria de x{!)(r) ou x?)(¢). Considerando
v =a-+ib, tem-se

u(r) = e (acos ur —bsinur) e v(t) = ¥ (asin ur +bcos ur) (2.11)
serdo as solugdes reais correspondentes.

Assim, a solugdo geral para o sistema 2 X 2 com autovalores complexos € da forma:

X=C1u(l)+C2V(l‘). (2.12)

Quando isto ocorrer a origem do retrato de fase pode ser classificada em ponto
espiral ou centro. A solucdo x(¢) é uma combinagio de termos envolvendo eM cos ute
e sin ut. O comportamento qualitativo das solugdes depende da parte real A dos autova-

lores:

(a) Para A =0, as solugdes apresentam oscilagdes com amplitude constante (Figura 2.4
(b)).

(b) Para A > 0, as solugdes apresentam oscilagdes com amplitude crescente (Figura 2.5
(b)).

(¢) Para A <0, as solugdes apresentam oscilagdes com amplitude decrescente (Figura 2.6

(b)).
No plano de fase, as trajetérias geram oscilagcdes que giram em torno da origem.

(a) Para A = 0, sdo curvas fechadas percorridas no sentido horario se pt > 0 e no sentido
anti-hordrio se u < 0, com (0,0) no seu interior. Nesse caso, (0,0) é um centro
neutro. As trajetorias nao se afastam nem se aproximam da origem, como ilustrado

na Figura 2.4 (a).
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(b) Para A > 0, as trajetdrias sdo espirais que se afastam da origem. Assim, (0,0) é um
foco ou espiral instavel, como ilustrado na Figura 2.5 (a).
(c) Para A <0, as trajetdrias sdo espirais que se aproximam da origem, e (0,0) é um foco

ou espiral estavel, como representado na Figura 2.6 (a).

Figura 2.4: (a) Centro; (b) Evolucao temporal de x; em funcao de ¢ para algumas
condig¢des iniciais.
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Figura 2.5: (a) Espiral instdvel; (b) Evolucao temporal de x; em funcdo de r para
algumas condig¢des iniciais.
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Figura 2.6: (a) Espiral estavel; (b) Evolucao temporal de x; em funcdo de ¢ para algumas
condig¢des iniciais.

2.4 Autovalores Repetidos

Uma terceira possibilidade de autovalores para um sistema do tipo (2.4) é que a
matriz A, x, tenha autovalor repetido, assim, sua multiplicidade algébrica serd k > 2. Se
isso ocorrer, podem haver mais duas possibilidades: na primeira, existem menos do que n
autovetores linearmente independentes associados ao autovalor e, na segunda, existem n

autovetores associados.

Um Autovetor Independente

Se o polindmio caracteristico de A nao tem raizes distintas, entdo A pode ndo
ter n autovetores linearmente independentes (LI). Supondo que A, x, tem apenas k < n
autovetores LI. Entdo a equacdo x' = AX tem apenas k solucdes LI da forma ver. E

necessdrio encontrar n — k solucdes adicionais LI. Para tal, usa-se a seguinte equagao:

m—1

2
veA = M |y b 1A= ADV+ S (A— ATy 4o+

5 (A—AD™ |

(m—1)

Em outras palavras, para encontrar solugdes adicionais toma-se um autovalor A de

A e determina-se todos os vetores v para os quais (A — AI)>v = 0, mas (A — AI)v # 0.
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Entdo, para cada um desses vetores v,
Aly = MWty — My (A — AI)V] (2.13)

¢ uma solucao adicional do sistema inicial.
Se o nimero de solu¢des nao for suficiente, procura-se todos os vetores v para os

quais (A — AI)*v = 0, mas (A — AI)%v # 0. Assim,

2
Aly = oM v+t(A—7LI)v+%(A—)tI)2V 2.14)

¢ uma solugdo adicional do sistema. E assim, sucessivamente, até obter-se um nimero
suficiente de solucoes.

Restringindo-se a um sistema 2 X 2, a solu¢do torna-se
x = Cyve'’ + Cy(vte"” +we'), (2.15)

onde v € o autovetor e w € o autovetor generalizado associado ao autovalor repetido. Pela
equacao descrita acima, quando t — oo, todas as trajetérias tendem a origem (se r < 0) ou
afastam-se da origem (se r > 0), tangenciando a reta na direcao do autovetor. A origem
¢ classificada em né improéprio ou degenerado. A Figura 2.7 ilustra um exemplo de n6

impréprio instdvel, pois as trajetorias afastam-se da origem.

Figura 2.7: (a) N6 impréprio instdvel; (b) Evolucdo temporal de x; em funcdo de ¢ para
algumas condig¢des iniciais.
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Dois Autovetores Independentes

Para dois autovetores independentes, em um sistema 2 X 2, a solucao torna-se
x = CpyDe +C2v(2)e”,

com v(!) e v(?) autovetores independentes. Como a razdo x| (¢)/x(t) independe de 7, mas
depende das coordenadas dos autovetores e das constantes arbitrarias C; e Cy, a trajetdria
ird caminhar ao longo de uma reta que passa pela origem. Se r < 0, a solucao tendera a
solugcdo nula quando t — oo e toda trajetdria estard em uma reta contendo a origem. Nessas
circunstancias, o ponto critico é chamado de né préprio ou ponto estrela. A Figura 2.8
mostra um exemplo de né proprio estavel.

Figura 2.8: (a) N6 préprio estavel; (b) Evolucado temporal de x; em funcdo de ¢ para
algumas condig¢des iniciais.
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O teorema a seguir resume e caracteriza a estabilidade de cada tipo de ponto de

equilibrio de acordo com os autovalores encontrados.

Teorema 2. O ponto critico X* do sistema linear (2.4) é:

(i) assintoticamente estdvel se os autovalores sdo reais e negativos ou tém a parte real
negativa;

(ii) estdvel, mas ndo assintoticamente estdvel, se os autovalores sdo imagindrios puros;
(iii) instdvel se os autovalores sdo reais e pelo menos um deles é positivo ou ambos tém

parte real positiva.

As andlises desta secdo estdo restritas a sistemas de segunda ordem, visto que,
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suas solu¢cdes podem ser representadas geometricamente por curvas no plano de fase xx;.
Entretanto, € possivel que esta andlise seja feita para um sistema de ordem n com uma
matriz de coeficientes A, ,, mas apresentard maior complexidade, pois, suas solucdes

serdo curvas em um espago de dimensao n.

2.5 Analise de Resultados

Este capitulo foi direcionado ao estudo de um sistema linear com coeficientes
constantes da forma (2.4). As solucdes constantes desse sistema sdo encontradas atra-
vés da expressdo Ax* = () onde os pontos x* que a satisfazem sdo chamados pontos de
equilibrio ou pontos criticos. Nesses pontos, o sistema descrito por xi, X2, ..., X; nao
varia.

Em sistemas lineares, a natureza dos pontos criticos praticamente determina o
comportamento das trajetérias no plano de fase. A partir dai, analisando a natureza dos
autovalores e autovetores tem-se a natureza da solucio geral do sistema linear.

Pelas definicdes apresentadas e discutidas no capitulo, € possivel verificar que o
conjunto das trajetdrias obedece uma das trés possiveis situagdes listadas abaixo:

(a) As trajetdrias se aproximam do ponto de equilibrio quando ¢ — c=. Nesse caso, 0s
autovalores sdo reais e negativos ou complexos com parte real negativa com a origem
denominada né atrator ou sorvedouro espiral.

(b) As trajetérias permanecem limitadas sem tender a origem quando ¢ — oo. Nesse caso,
os autovalores sdo imagindrios puros e com origem denominada centro.

(c) Algumas trajetorias tendendo ao infinito quando ¢ — o (possivelmente todas as traje-
térias menos x = ). Nesse caso, um dos autovalores € positivo ou complexos com parte
real positiva. A origem é chamada de n6 fonte, fonte espiral ou ponto de sela.

A tabela que segue apresenta, de acordo com o Teorema 2, um resumo dos con-

ceitos abordados nas Sec¢des 2.2, 2.3 e 2.4.



Tabela 2.1: Propriedades de Estabilidade de Sistemas Lineares X' = Ax

Autovalores Tipo de Ponto Critico Estabilidade
ri>r>0 N6 Instavel
rp<rp <0 N6 Assintoticamente Estavel
r <0<r Ponto de Sela Instavel
rp=r>0 N6 Proprio ou Impréprio Instavel
r=r<0 N6 Préprio ou Impréprio  Assintoticamente Estavel
ri,rp=ALiu Ponto Espiral
A>0 Instavel
A <0 Assintoticamente Estdvel
ry=il,rp=—il Centro Estéavel

25
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3 SISTEMAS AUTONOMOS

Em muitos problemas matematicos que envolvem a resolucao de sistemas de equa-
coes diferenciais ordindrias ndo € possivel encontrar suas solu¢des analiticas. Nesses ca-
sos, € essencial considerar as informacdes qualitativas que podem ser encontradas a partir
das equacdes (BOYCE & DIPRIMA, 2010). Essas informagdes podem estar relacionadas
com as propriedades de estabilidade do sistema, vistas no Capitulo 2. Dessa forma, neste
capitulo serdo tratados os conceitos de sistemas autonomos e sua estabilidade, obtengao
das trajetdrias do sistema e sistemas localmente lineares e sua linearizacao em torno dos

pontos de equilibrio.

3.1 Sistemas Autonomos e Estabilidade

Considere o seguinte sistema com duas equagdes diferenciais

dx

&~ G |
ar Y

As funcdes F e G do sistema considerado acima ndo dependem explicitamente
da varidvel independente ¢, apenas das varidveis dependentes x e y. Isso significa que o
sistema (3.1) possui um campo de dire¢des associado que independe do tempo, isto €, as
solucdes que satisfazem alguma condig¢do inicial percorrem a mesma trajetdria indepen-
dentemente do instante 7o em (xg,yp). Um sistema com estas propriedades é denominado
auténomo.

Considere um sistema autonomo da forma
x =f(x). (3.2)

Os pontos onde f(x) = 0, que implicam em x’ = 0, quando existirem denominar-se-ao
pontos criticos ou pontos de equilibrio do sistema (3.2). Além disso, esses pontos

correspondem as solucdes constantes (ou de equilibrio) do sistema.

0

Um ponto critico x°, serd dito estavel se, dado qualquer € > 0, existe um 6 > 0,
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tal que toda solugéo x = ¢(¢) do sistema (3.1), que satisfaz, em t = 0,

16(0)—x"|| <& (3.3)
existe para todo ¢ positivo e satisfaz

l9(r) —x"|| <& (3.4)

para todo t > 0 (BOYCE & DIPRIMA, 2010; ZILL & CULLEN, 2001). A condi¢do
supracitada significa que todas as solu¢des que comec¢am suficientemente proximas de
x? permanecem préximas dele. Um ponto de equilibrio que ndo é estivel, denomina-se
instavel.

Além disso, se a condicdo (3.3) for satisfeita por um 8 com 0 < &y < 9, tal que

16(0)—x"| <& — limg(r) =x", (3.5)

0 ponto critico x" serd denominado assintoticamente estavel (BOYCE & DIPRIMA,
2010; ZILL & CULLEN, 2001). De modo que as trajetérias que comegam suficiente-
mente préximas de x” nio apenas permanecem préximas mas tendem a x° quando 1 — oo

Pode-se perceber diante disto, que a estabilidade assintética € uma propriedade
mais forte que a estabilidade, tendo em vista, que um ponto critico deve, primeiramente,
ser estavel antes de (talvez) ser considerado assintoticamente estivel. Contudo, apenas a
condi¢do limite satisfeita ndo implica em nenhuma estabilidade (BOYCE & DIPRIMA,
2010).

Conforme descrito no Capitulo 2, nas Secdes 2.2, 2.3 e 2.4, o ponto de equilibrio
(0,0) de um sistema linear homogéneo com coeficientes constantes (autbnomo) pode ser
classificado, de acordo com a natureza dos autovalores, em ponto de sela, nd, espiral,
centro ou estrela. Cada um desses tipos de ponto de equilibrio pode ser classificado
também quanto a sua estabilidade, instabilidade ou estabilidade assintdtica como expresso
na Tabela (2.1).

Essas defini¢des aplicam-se a sistemas de ordem n, ou seja, ndo hd dependéncia
quanto a ordem de um sistema para o estudo desses conceitos. E possivel verificar mais
claramente essas definicdes quando interpretadas em um problema especifico, como por
exemplo, em Fisica com um péndulo oscilatério, em Biologia Matematica com um sis-

tema de competicdo entre espécies, dentre outros.
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A Importancia dos Pontos de Equilibrio

Os pontos de equilibrio de um sistema correspondem as solucdes de equilibrio,
isto é, solu¢des onde x(y) e y(r) sdo constantes, ndo havendo variagdo. Além disso, para
sistemas do tipo (2.4) a “natureza do ponto critico na origem praticamente determina o
comportamento das trajetdrias no plano de fase”. Contudo, para sistemas autdnomos nao
lineares isso ndo ocorre da mesma forma, pois podem existir muitos pontos de equili-
brio influenciando nas trajetérias, e também, porque as nao linearidades do sistema sdo
importantes, mesmo distantes dos pontos de equilibrio (BOYCE & DIPRIMA, 2010).

Mesmo havendo diferengas entre sistemas autonomos lineares e nao lineares, os
pontos de equilibrio de sistemas autdnomos nao lineares podem ser classificados da
mesma forma que os de sistemas autonomos lineares. Isto serd discutido no decorrer
do capitulo. Além disso, para sistemas de ordem 2 com pelo menos um ponto de equi-
librio assintoticamente estdvel, ¢ importante determinar onde estdo as trajetdrias que se
aproximam desse ponto de equilibrio no plano de fase.

Considere um ponto P no plano de fase tal que uma trajetoria que passa por esse
ponto tende a um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel quando ¢+ — co. Dessa
forma, diz-se que essa trajetoria € atraida pelo ponto de equilibrio. Estendendo essa defi-
nicdo a um conjunto de pontos P com essa propriedade, esse conjunto serd denominado
bacia de atracdo ou regiao de estabilidade assintética do ponto de equilibrio. Ja uma
trajetéria que limita uma regido dessas serd chamada separatriz, visto que, ela separa as
trajetdrias que tendem ao ponto de equilibrio daquelas que nao possuem essa propriedade

de aproximacao.

3.2 Determinacio das Trajetorias do Sistema

Muitas vezes € possivel a determinagdo das trajetrias de um sistema 2 X 2
reduzindo-o a uma equacdo de primeira ordem relacionada. Para isso, as equagdes (3.1)

sdo escritas da forma
dx dx/dt F(x,y)’ '

tornando-as uma equacdo de primeira ordem nas varidveis x e y. Essa redu¢do ndo sera
possivel quando as fun¢des F' e G dependerem de ¢, ou seja, isso sO € possivel para

sistemas autonomos. Se a resolucdo da equagdo (3.6) for possivel e se estiver na forma
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implicita

H(x,y) =c, 3.7

entdo essa serd uma equagdo para as trajetorias do sistema (3.1), ou seja, as trajetorias
serdo as curvas de nivel de (3.7). Vale ressaltar que ndo héd férmula geral para a obtencao
da funcdo H, o que limita seu estudo a casos especiais. Esse método de obtencdo de
trajetorias de um sistema autdonomo ndo linear serd ilustrado através do exemplo dado a

seguir.

Exemplo 1. Encontre as trajetorias do sistema

dx dy 2
—=4-2 — =12-3x". 3.8
Pelas equagdes
4-2y=0, 12-3x>=0 (3.9)

¢ possivel verificar que os pares ordenados (—2,2) e (2,2) sdo pontos de equilibrio do
sistema (3.8). Para a determinacgao das trajetdrias, basta escrevermos as equagoes (3.8) na

forma (3.6), obtendo
dy 12—3x
dx  4-2y

Realizando a separagdo das varidveis e integrando, obtém-se
H(x,y) =4y -y —12x+x° =c (3.10)

onde ¢ é uma constante qualquer. Através da equacao (3.10) e da Figura 3.1, € possivel
verificar que o ponto de equilibrio (2,2) é um ponto de sela e o ponto (—2,2) é um centro.
[

3.3 Sistemas Localmente Lineares

Sistemas formados por equagdes diferenciais ndo lineares, ndo possuem forma
geral, o que torna dificultosa a obten¢do de propriedades acerca das solugdes. Com isso, a
complexidade do estudo de sistemas nao lineares € considerada maior quando comparada
a sistemas lineares, tendo em vista que, para o segundo, as teorias matematicas que os
descrevem e estudam estdo amplamente desenvolvidas.

Diante disso, muitos problemas matematicos importantes sdo representados atra-
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Figura 3.1: Trajetérias do sistema (3.8).
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vés de equacdes lineares ou que possam ser aproximados por elas. Todavia, o estudo das
equagdes e sistemas ndo lineares torna-se inevitdvel, visto que, ndo serd possivel descre-
ver nem aproximar por sistemas lineares todo tipo de problema matemético ou de outras
areas que envolvam esses conceitos.

Considere o sistema autdnomo bidimensional ndo linear da forma
x = f(x). (3.11)

O objetivo € estudar o comportamento das solucdes desse sistema em uma vizinhanga
do ponto de equilibrio x?. Para que esse estudo seja realizado, é necessario aproximar o
sistema (3.11) através de um sistema linear apropriado, cujas trajetdrias sejam descritas
de maneira mais simples. Além disso, € preciso que as trajetdrias do sistema linear sejam
boas aproximagdes das trajetorias do sistema nao linear.

Por conveniéncia, escolhe-se o ponto de equilibrio como sendo a origem. Mesmo

0

que x? £ 0, é sempre possivel fazer a substitui¢io u = x — x’ na equacio (3.11), de modo

que, u satisfaga um sistema autdonomo com um ponto de equilibrio na origem (BOYCE &

DIPRIMA, 2010).

Suponha, agora, o sistema (3.11) na forma
x = Ax+g(x), (3.12)

onde A é uma matriz real 2 x 2, g(x) continua uma matriz2 x 1, g(0) =0e x =0 ¢éum

ponto de equilibrio isolado, isto €, existe algum circulo em torno desse ponto no interior
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do qual ndo existem outros pontos de equilibrio. Nessas condicdes, se det(A) # 0, x°
também serd ponto de equilibrio isolado do sistema linear x’ = Ax.

Com isso, para que a aproximagao linear do sistema (3.12) seja adequada, isto €, o
comportamento dos sistemas seja igual em torno do ponto de equilibrio, € necesséario que

g satisfaca a condi¢do (BOYCE & DIPRIMA, 2010)

IECI

W—>O quando x — 0. (3.13)
X

A condig¢do enunciada em (3.13) significa que ||g(x)|| € pequeno em comparagdo

a ||x|| préximo a origem e pode ser escrita na forma escalar considerando x! = (x,y)
. 1

e g'(x) = (81(x,y),82(x,y)). Com isso, [|x|| = (x* +y*)2 =r e ||g(x)|| = [s](x,y) +

g% (x,y)]%. Dai, segue que a condicéo (3.13) € satisfeita se (BOYCE & DIPRIMA, 2010)

g1(x,y) N 22(x,y)
r r

—0 quando r—0. (3.14)

Um sistema autdnomo nao linear da forma (3.12) que satisfaca a condi¢do (3.13)
serd denominado sistema localmente linear ou quase linear. O teorema que segue

(BESSA, 2011), € suficiente para garantir que um sistema ndo linear bidimensional da

forma d
X1
e F(Xl,xz)
jxf : (3.15)
—7=Gla.x)

seja localmente linear.

Teorema 3. Um sistema do tipo (3.15) serd localmente linear em uma vizinhanga U de

0

um ponto critico x° sempre que as fungoes F(x,y) e G(x,y) forem duas vezes diferencidveis

e de classe C2.

Considere o seguinte exemplo para ilustrar a aplicacdo da definicdo de sistema

localmente linear.

Exemplo 2. Mostre que o sistema

X X 2x1x

It 1 2 112
dx2 2 2

__Z — _4 _ _
: X1 —X2+X]—X3

é um sistema localmente linear utilizando a condi¢do dada em (3.13).
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Colocando o sistema acima na forma (3.12), tem-se

x) -1 1 X1 2x1X2

/ 2 2

Dessa forma, é possivel verificar que o ponto (x1,x;) = (0,0) é ponto de equilibrio
do sistema inicial e que der(A) # 0. Os outros trés pares ordenados (—1,0), (—1/3,—1)
e (—2/3,—2) também sio pontos de equilibrio, o que torna o ponto x° = (0,0) isolado.

Basta verificar se a condi¢ao (3.13) € satisfeita, com

g1(x1,x2)
g(x1,x2) =
g2(x1,x2)

E assim,

g1<X1,XQ) :2x1x2 (S ||2)C1XQ|| —0 quando (xl,xz) — (0,0),

@(x1,x2) =x7—x3 e |[x3—x3|| =0 quando (x1,x2) — (0,0).

A partir da condi¢do satisfeita, tem-se que o sistema € localmente linear na vizi-
nhanga do ponto de equilibrio (0,0). |

Retornando ao sistema ndo linear (3.11), escrito na forma escalar
¥ =F(x,y), y=0Gx,y). (3.16)

De acordo com Teorema 3, o sistema (3.16) sera localmente linear em uma vizi-
nhanga do ponto de equilibrio (xg,yo) sempre que as fungdes F e G tiverem derivadas
parciais continuas até a segunda ordem. Para mostrar, utiliza-se a expansdo de Taylor em

torno do ponto (xo,yp), escrevendo as fungdes F(x,y) e G(x,y) na forma
F(x,y) = F(x0,y0) + Fx(x0,y0) (x —x0) + Fy(x0,50) (y = y0) + P1(x,y),

G(x,y) = G(x0,Y0) + Gx(x0,Y0) (x —X0) + Gy(x0,y0) (y — yo) + p2(x,y),

com py /[(x—x0)%+ (y _y0>2]% — 0 quando (x,y) — (x0,0), analogamente para p,. Note

que F(xg,y0) = G(x0,y0) =0equedx/dt =d(x—xg)/dt edy/dt =d(y—yp)/dt, e assim,
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o sistema se reduz a

d [ x—x Fy(x0,y0) Fy(x0,y0) X —Xo p1(x,y)
dt \ y—yp Gx(x0,y0) Gy(x0,Y0) y—Yo p2(x,y)

ou, em notacao vetorial,
du df

o= E(xo)u—l—p(x) (3.18)
em que u = (x—xo,y—0)" e p = (p1,p2)".

As duas consequéncias desse resultado sdo, tais que, a primeira diz respeito as
fungdes F e G serem duas vezes diferencidveis, entdo o sistema (3.16) € localmente linear
e ndo € necessario utilizar a defini¢do (3.13) para esse sistema; € a segunda, que o sistema

linear que aproxima o sistema ndo linear (3.16) préximo ao ponto de equilibrio é dado

pela parte linear do sistema (3.15), isto &,

Fe(x0,0)  Fy(xo,
d [\ _ [ Fx.y0) Fx.y0) u (3.19)

dr \ yu, Gx(x0,50) Gy(x0,0) 2

onde u; = x—xg e up =y—yop. Pela equagdo descrita acima € possivel encontrar o sistema
linear correspondente a um sistema quase linear na vizinhanga de um ponto de equilibrio
de maneira geral e de facil resolucdo (BOYCE & DIPRIMA, 2010).

A matriz

F. F
J= : (3.20)

¢ chamada matriz Jacobiana das funcdes F e G emrelacio ax e y.

Exemplo 3. Mostre que o sistema ndo linear a seguir é um sistema quase linear em todo

ponto de equilibrio e determine o sistema linear correspondente a cada um desses pontos.

dx

d
i (1+x)sin(y), D —x—cos(y)

dt

Considerando o sistema ndo linear dado, para mostrar que ele é quase linear em
todo ponto critico e determinar o sistema linear correspondente a cada um desses pontos,
primeiramente define-se F(x,y) = (1 +x)sin(y), G(x,y) = 1 —x—cos(y) e suas derivadas
parciais de primeira ordem sdo fung¢des diferencidveis continuas, pois

dr . dF G dG

=m0 o= (e, Gl =
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Encontrando os pontos de equilibrio a partir do sistema

(I+x)sin(y) = 0 sin(y) +xsin(y) = 0
l—x—cos(y) = 0 1 —cos(y) = X

Substituindo a segunda equagdo na primeira, obtém-se

sin(y) 4+ 1(1 —cos(y))sin(y) =0 — sin(y) +sin(y) — cos(y)sin(y) =0
2sin(y) —cos(y)sin(y) =0 — sin(y)(2 —cos(y)) =0
sin(y) =0 ou cos(y) =2 — sin(y) =0
y=km,keZ".

Para arcos no sentido trigonométrico, tem-se para x que

y=kr — x=1—cos(km).

Com isso, se k assumir um valor par, tal que k = 2m, entdo x = 0; caso contrdrio,
se k assumir um valor impar, k = 2m 4 1, entdo x = 2. E assim, os pontos de equilibrio
encontrados sdo P; = (0,2mn),m=0,1,2,3,... e P, = (0,(2m+1)x),m=0,1,2,3,....

Dessa forma, o primeiro sistema linear correspondente é dado por

d [ u I -1 u
— = , (3.21)
dr\ -1 0 v
ondeu=xev=y—2mn,comm=0,1,2,3,..., e o segundo sistema é da forma
d [ u -1 3 u
— = , (3.22)
dr \ -1 0 v
ondeu=—-2xev=y—(2m+1)xr,comm=0,1,2,3,.... |

E possivel verificar que o sistema linear € uma boa aproximacgdo do sistema nao
linear na vizinhanca do ponto de equilibrio. A partir dai, verifica-se a relacao entre as
trajetdrias e a estabilidade do sistema linear aproximado com o sistema ndo linear. Para

tanto, basta analisar a Tabela 3.1, decorrente do Teorema 4.

Teorema 4. Sejam r| e ry os autovalores do sistema linear correspondente ao sistema
localmente linear. Entdo o tipo e a estabilidade do ponto de equilibrio (0,0) do sistema

linear e do sistema quase linear sdo como descritos na Tabela (3.1).
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Tabela 3.1: Propriedades de Estabilidade e Instabilidade de Sistemas Lineares e Quase

Lineares
Sistema Linear Sistema Quase Linear
r,rn Tipo Estabilidade Tipo Estabilidade
r>rn>0 N Instavel N Instavel
r<rn<o0 N Assint. Estdavel N Assint. Estavel
n<0<r PS Instavel PS Instavel
ri=rn>0 NP ou NI Instavel N ou PE Instavel
rn=nrn<0 NP ou NI Assint. Estdvel Nou PE Assint. Estdvel
ry,rn = A+ i[l
A>0 PE Instdvel PE Instavel
A<0 PE Assint. Estdvel PE Assint. Estdvel
ry=Iil,rp =—il C Estavel CouPE Indeterminado

N=N¢; PS=Ponto de sela; NP=N¢ proprio; NI=N6 improprio; PE=Ponto espiral; C=Centro.

O Teorema 4 afirma que quando x é pequeno, os termos ndo lineares também
0 s@0. Assim, a estabilidade ndo é afetada e o tipo de ponto critico se mantém como
o determinado pelo sistema linear, exceto, quando r; e r, forem imagindrios puros ou
quando r; = .

E possivel perceber, entio, que pequenas perturbagdes quanto aos valores dos au-
tovetores r| e rp s6 podem alterar o tipo e a estabilidade, especificamente, nos dois casos
supracitados. Com base nisso, espera-se que o pequeno termo nao linear produza um
efeito semelhante, pelo menos nesses dois casos.

Portanto, o principal resultado do Teorema 4 diz respeito aos demais casos, isto &,
que em todos os outros o termo pequeno ndo linear ndo altera o tipo nem a estabilidade
do ponto critico. Logo, € possivel determinar o tipo e o ponto critico do sistema ndo linear

através do estudo de um sistema linear mais simples.

3.4 Analise de Resultados

Este capitulo destinou-se ao estudo de sistemas lineares autobnomos e sua estabi-
lidade, sistemas localmente lineares e linearizacdo em torno dos pontos criticos. Ambos
os assuntos tratados estio presentes em diversos problemas existentes nas distintas areas
do conhecimento. Ao abordar os sistemas autbnomos foram analisados os tipos e a es-
tabilidade dos seus pontos de equilibrio, bem como, a determinagdo das suas trajetorias,
quando possivel. E, apesar da natureza dos pontos de equilibrio de um sistema néo linear
nao definir por completo o comportamento das trajetdrias no plano de fase, sua classifica-
cdo é dada da mesma forma que para pontos de equilibrio do sistema linear, como tratado

na Tabela 3.1.
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Esses estudos tornam-se imprescindiveis para a compreensao de sistemas local-
mente lineares, abordados na sequéncia. A decorréncia desse estudo € dada pelo fato da
complexidade da andlise de sistemas nao lineares. O estudo de sistemas autdnomos nao
linear € facilitado pela aproximacao (linearizacao) do mesmo através de um sistema linear
de menor complexidade. Isto ocorre se as caracteristicas dos pontos de equilibrio e suas

trajetorias em torno desses pontos sdo semelhantes.
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4 MODELO PREDADOR-PRESA DE LOTKA-VOLTERRA

Nos ecossistemas, quando duas espécies diferentes interagem, a dindmica popula-
cional de cada uma dessas espécies € afetada de alguma forma. Essa interacao pode ser
classificada de trés maneiras: (i) simbiose ou mutualismo, quando ambas as espécies sao
beneficiadas com a presen¢a uma da outra; (ii) competicdo, quando ambas as espécies sao
afetadas negativamente pela presenca da outra; (iii) predacdo, quando uma das espécies
(predador) se beneficia com a presenga da outra (presa), mas a taxa de crescimento da
presa € afetada negativamente pela presenca do predador (MURRAY, 2002).

Neste capitulo, serd apresentado um modelo matemaético cldssico voltado a di-
namica populacional para a interagdo entre duas espécies, uma presa € o seu predador.
Este modelo é conhecido como modelo predador-presa de Lotka-Volterra, por ter sido
desenvolvido por Lotka (1925) e Volterra em (1926), para tratar de diferentes dinamicas.
O modelo expressa a relagdo entre duas espécies, onde uma das espécies (o predador)
se alimenta da outra (a presa), enquanto essa, se alimenta de outro tipo de suprimento
disponivel no ambiente.

Nas secdes a seguir, serdo abordados conceitos sobre o modelo de Lotka-Volterra,
sua linearizagdo, obtencao das trajetdrias e, finalmente, as mudangas que podem ser apli-

cadas nele com a finalidade de torna-lo mais realistico.

4.1 O Modelo

A relacdo de predagdo entre espécies ¢ comum na natureza e pode ser exempli-
ficada por: raposas e coelhos, onde as raposas cacam os coelhos, que por sua vez, se
alimentam da vegetacdo da floresta; a coruja da neve que se alimenta quase que exclusi-
vamente de um roedor artico chamado lemingue, enquanto que o lemingue se alimenta da
tundra artica; dos peixes e tubardes; pulgdes e joaninhas; entre outras espécies (BOYCE
& DIPRIMA, 2010; STEWART, 2010; ZILL & CULLEN, 2001).

Ressalta-se que modelos representativos dessa dinamica ndo a expressam precisa-
mente, visto que, essa relagdo apresenta grande complexidade em virtude de diversos fa-
tores influenciadores, tais como, os fendmenos naturais e a interven¢do do préprio homem
na natureza. Apesar disso, o estudo de sistemas e modelos mais simples sdo considerados
um passo importante para a compreensao das relacdes existentes na natureza (BOYCE &

DIPRIMA, 2010).
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Para a representa¢do matematica do Modelo de Lotka-Volterra, considerando x()
e y(t) as densidades de presas e predadores, respectivamente, fazem-se inicialmente as

seguintes hipdteses:

e Na auséncia de predadores, a populacdo de presas aumenta a uma taxa proporcional
a populacéo atual. Assim, dx/dt = ax, a > 0 quando y = 0.

e Na auséncia de presas, a populacdo de predadores ird a extingdo, pois, estas sao sua
tinica fonte de alimento. Logo, dy/dt = —cy, ¢ > 0 quando x = 0.

e O numero de encontros entre predadores e presas € proporcional ao produto das
duas populagdes, ou seja, ao produto xy. Esses encontros tendem a ser benéficos a
populacdo de predadores e inibem o crescimento da populacdo de presas.

e A taxa de crescimento da populacdo de predadores € aumentada por um termo da
forma Bxy, e a taxa de crescimento da populagdo de presas é diminuida por um

termo da forma —axy, em que o e 3 sdo constantes positivas.

Em consequéncia das hipdteses acima, o Modelo de Lotka-Volterra tem a forma

dx

= = ax— oxy = x(a— ay)

J 4.1)
Y

o = ot By =y(—c+px),

em que a representa a taxa de crescimento da populacdo de presas na auséncia de preda-
dores, ¢ € a taxa de mortalidade da populacdo de predadores na auséncia de presas, & €
a taxa de decréscimo da populagdo de presas em virtude da interagdo com os predadores
e B é a taxa de crescimento populacional dos predadores em razdo da preda¢do (BOYCE
& DIPRIMA, 2010; EDELSTEIN-KESHET, 1988; MURRAY, 2002; STEWART, 2010;
ZILL & CULLEN, 2001).

As duas equagdes descritas acima formam um sistema de equacdes diferenciais
ordindrias ndo linear, que por sua vez, a obtencao das solugdes analiticas ndo € tdo simples
quanto para sistemas lineares. Sendo assim, a andlise das solu¢des serd dada de forma

qualitativa (geométrica) para posteriormente interpretd-las biologicamente.

4.2 Linearizacio do Modelo

Para que a andlise qualitativa das solu¢des do modelo (4.1) possa ser feita, inici-

almente calculam-se os seus pontos de equilibrio, os quais s@o as solugdes das equacdes
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x(a—ay)=0 e y(—c+By)=0. (4.2)

Resolvendo as equagdes (4.2), obtém-se os seguintes pontos de equilibrio
c a
P=(0,00 e P= (E,a) . 4.3)
Como o sistema € localmente linear, de acordo com o Teorema 3, a andlise qua-
litativa das solugdes desse sistema serd dada através da andlise qualitativa das solugdes

do sistema linearizado correspondente. Para a linearizacdo do sistema (4.1) calcula-se,

inicialmente, a matriz jacobiana

a—oy —ox
J= ) 4.4)
By —c+PBx

aplicando-a em cada ponto de equilibrio, obtém-se os sistemas lineares correspondentes.

e Para o ponto P, = (0,0), o sistema linear correspondente é

d u a O u
— = . 4.5)
dr \ 0 —c v
Seus autovalores e autovetores associados sao
m_ 1
rr=a>0 — v/ = ,
0
0
n=—c<0 — VW=
1
Assim, a solugdo geral é da forma
u 1 0
=C1e” +Cre @ , (4.6)
V 0 1

com a origem classificada em ponto de sela, tanto para o sistema linear (4.5) quanto para

o sistema ndo linear (4.1) e, portanto, instavel.

c a . . <
e Parao ponto P = (— —) , 0 s1stema linear correspondente €

B o
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,
)= Pl ™). 7)
dr \ ap 0 v

(04

onde u =x—(c/B)ev=y—(a/a). Os autovalores associados sdo r = +i /ac de modo
que o ponto de equilibrio € classificado (como apresentado na Tabela 3.1) em centro
(estavel) para o sistema linear (4.7). Para encontrar as trajetorias do sistema (4.7), divide-
se a segunda equacao pela primeira para obter a equacgdo diferencial separdvel

dv _dv/dt  (Ba/a)u

du " dujdi ~ (ac/B)v 45

cuja solugdo é

B2au® + a’cv? =k, 4.9)

onde k € uma constante de integracao nao negativa. L.ogo, as trajetérias do sistema linear
(4.7) sao elipses. Contudo, esse ¢ um dos casos em que o comportamento do sistema
linear pode ser o mesmo, ou ndo, do sistema ndo linear. Para resolver esse problema,

serdo obtidas as trajetérias do modelo (4.1) na préxima sec¢ao.

4.3 Obtencao das Trajetorias do Modelo Lotka-Volterra

De acordo com o Teorema 4 e a Tabela 3.1, quando o ponto critico do sistema
linearizado € classificado em centro neutro, nao € possivel determinar se também serd um
centro neutro para o sistema ndo linear. Todavia, neste caso, essa indeterminagdo pode ser
resolvida por meio da obtenc¢do das trajetdrias do sistema (4.1), como feito para o sistema
linear (4.7).

Para encontrar essas trajetdrias faz-se dy/dx, ou seja, divide-se a segunda equacao

do modelo (4.1) pela primeira, donde obtém-se

dy _dyfdi _y(~c+Bx)
dx dx/dt  x(a—ay)’

(4.10)

a qual é uma equacdo diferencial ordindria de varidveis separdveis. Reescrevendo a equa-

¢do (4.10) da forma
(“_ay) dy = (ﬂ) dx, @.11)
y X
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e integrando em ambos os lados, tem-se a solu¢do da equagdo

alny—ay+clnx— Bx=C, (4.12)

onde C é uma constante de integra¢do. A equagao (4.12) ndo pode ser resolvida explicita-
mente, contudo, usando fun¢des elementares € possivel mostrar que o grafico da equacao
para um valor fixo de C, € uma curva fechada em torno do ponto de equilibrio (c/f,a/ ).

Com o objetivo de ilustrar graficamente os resultados obtidos para o modelo
predador-presa de Lotka-Volterra (4.1), e posteriormente interpretd-los biologicamente,
considere o modelo com os seguintes valores para os parametros: a=1, ¢ =0,5,c=0,75

e B = 0,25 (BOYCE & DIPRIMA, 2010). Desta forma, o modelo torna-se

dx

— =x—0,5xy,
j’ (4.13)
d—f = —0,75y+0,25xy,

onde x(¢) e y(t) representam o nimero de presas e predadores no instante de tempo 7.
Inicialmente, sdo calculados os pontos de equilibrio do sistema (4.13), os quais

s@o as solucdes do sistema algébrico

x(1-0,5y)=0
y(—=0,75+0,25x) = 0.

Logo, os pontos encontrados sdo P, = (0,0) e P, = (3,2). O ponto de equilibrio P
representa a extingdo de ambas as populagdes, ou seja, que na auséncia das presas os pre-
dadores serdo extintos; o ponto P> representa a coexisténcia, ou seja, a cada 2 predadores
¢ necessario uma populacdo de 3 presas.

A Figura 4.1 ilustra os pontos de equilibrio e um campo de direcdes para o sistema
(4.13). De acordo com a Figura 4.1, parece que as trajetdrias circulam em torno do ponto
de equilibrio (3,2), contudo, ndo se tem certeza se sdo trajetorias fechadas ou se espiralam
para dentro ou para fora do ponto.

Afim de analisar o comportamento qualitativo das trajetérias que determinam as

solucdes desse sistema, serd examinado o comportamento local das solu¢gdes em torno de
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Figura 4.1: Pontos de equilibrio e campo de dire¢des para o sistema predador-presa
(4.13).

N
Ey y » - - - ~- ~ ~_ e N
4;' y » - - -< < - ~ ~ e
8 Ly y » + -« < - - ~ ~ ~
S 3 Y 2 4 <« = o~ N N ™
-8 Ly ¥ 14 ¢ - ~ ~ -~ v N »
Ezg—v v A e
LY A A A » > ™~ v - v v
l;! AS N ~ »~ - > - - - >
Ly N - - - - - - > > >
008 s r = e e ==
0 1 2 3 4 5 6 7
Presas

cada ponto de equilibrio. Para o ponto P; = (0,0), o sistema linear correspondente é

d X 1 0

- (4.14)
dr \ 0 —0,75 y

Os autovalores e autovetores associados sdo

r = 1 — V(l) =

0
rn=-075 — v®@=
A solugdo geral é da forma

X 1
— Cl el + Cze—0,75l ,
y 0 1

e a origem do sistema linear (4.14) e nao linear (4.13) é classificada em ponto de sela e,
portanto, instavel.

Para o ponto P, = (3,2), fazendo a substitui¢do: x =3+ u ey =2+ v o sistema
linear correspondente é dado por

(4.15)
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Seus autovalores e autovetores associados sao

] 1
_ V3 S

2 ~ —i/\/3

r )

V3 o !

rp = — =
2 i/\3
Esse ponto de equilibrio € classificado em centro estavel para o sistema (4.15).
Contudo, a natureza desse ponto para o sistema ndo linear (4.13) ndo pode ser determinada
apenas com essa informacdo. Logo, para encontrar as trajetdrias do sistema (4.15), divide-

se a primeira equac¢do pela segunda, obtendo

dv_dvfdt _ 05u _ u
du du/dt —1,5v 3y

Separando as varidveis, tem-se
udu+3vdv =0
Integrando em ambos os lados
u? +3v* =k,

onde k € uma constante de integragdo. A partir dai, é possivel verificar que as trajetdrias
sdo elipses centradas no ponto de equilibrio.
Retornando ao sistema (4.13) e dividindo a primeira equagdo pela segunda, tem-se
1-0,5 —0,75+0,25
—ydy = i xdx.
y X

Integrando em ambos os lados, obtém-se

0,75Inx+1Iny—0,5y—0,25x = c,

em que ¢ é¢ uma constante de integracao.
Apesar de ndo ser possivel resolver explicitamente a equacdo acima, através da
Figura 4.2 (a), para cada valor fixo de ¢, € possivel verificar que o gréafico da equacado

¢ uma curva fechada em torno da solugio constante (3,2). Sendo assim, o ponto de
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equilibrio € um centro para o sistema nao linear (4.13) e o comportamento das populacdes
de presas e predadores apresenta uma oscilagao ciclica, conforme ilustra a Figura 4.2 (b)
para um conjunto de condic¢des iniciais. Esta oscilagdo periddica era esperada, ja que as

trajetdrias ilustradas na Figura 4.2 (a) sdo curvas fechadas.

Figura 4.2: (a) Retrato de fase; (b) Evolucao temporal de presas e predadores em fungdo
do tempo.
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Interpretacao Biologica dos Resultados

Através dos resultados analiticos e do comportamento qualitativo (graficos) obti-
dos anteriormente € possivel realizar uma interpretacao bioldgica de tais dados. Assim,
através da Figura 4.2 (b), verifica-se que, a oscilagdo da populagcdo de presas vem antes
da oscilac¢io da populacao de predadores. Além disso, comecando em um estado em que
ambas as populacdes (predadores e presas) sdo relativamente pequenas, ha inicialmente
um aumento no numero de presas, visto que a quantidade de predadores € pequena.

Ao passo que a populagdo de presas € grande, a populacdo de predadores, com co-
mida abundante, também cresce. Assim, aumenta a caga e a populacio de presas comeca
a diminuir. Como sua tnica fonte de alimento estd diminuindo, a populacdo de predado-
res também decrescerd, e o sistema volta ao seu estado original, completando assim um
ciclo. Esses fatos caracterizam um comportamento ciclico das duas populacdes.

E possivel observar esse ciclo na Figura 4.2, onde os gréficos ilustram oscila¢des
tipicas para populagdes que sdo descritas através do modelo de Lotka-Volterra. Os ciclos
independem das condic¢des iniciais e dos valores atribuidos aos pardmetros a, ¢, @ € 3.
Isto quer dizer que este sistema sempre apresentard solucdes periddicas. Contudo, por

exemplo, um aumento na taxa de crescimento das presas a ou um decréscimo na taxa de
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morte dos predadores ¢ ocasionard um aumento no periodo das oscilacdes (MURRAY,
2002).

Na natureza ja foram observadas variacdes ciclicas em populacdes de predadores
e presas, como prevé o modelo de Lotka-Volterra, para linces e lebres no distrito do Rio
MacKenzie no Canada. Com base nos dados da Companhia Hudson Bay, a abundancia de
linces e lebres, como indicado pelo nimero de peles compradas no periodo de 1845-1935,
mostra que havia uma variacao periédica, com um periodo de 9 a 10 anos. Com os picos
das lebres antecedendo o dos linces por um ano ou mais (BOYCE & DIPRIMA, 2010;
ZILL & CULLEN, 2001).

E fato que, ndo sdo encontrados somente esses resultados para a interagdo
predador-presa. Existem sistemas que apresentam outros comportamentos, tais como,
a extin¢do de uma das espécies ou a evolucdo para populacdes assintoticamente estiveis,
isto €, a evolucao para a coexisténcia delas. Diante disso, a préxima secdo destina-se as
possiveis mudancas que podem ser feitas nas equacdes de Lotka-Volterra, viabilizando a

descricao de diferentes comportamentos entre predadores e presas.

4.4 Mudancas no Modelo de Lotka-Volterra

Existem algumas mudancas que podem ser realizadas nas equagdes de Lotka-
Volterra afim de tornd-las mais realisticas e adequé-las as dindmicas existentes na na-
tureza. A primeira mudanca possivel € acrescentar o decréscimo da taxa de crescimento
populacional com o passar do tempo, conforme prevé o Modelo de Verhulst. Além desse
ajuste, € possivel incluir a extin¢cao ou saturagdo nas equacoes.

Considerando o modelo de Lotka-Volterra (4.1) com um termo de saturagdo na
populacio de presas x(z), isto é, um termo representativo de neutralizacio, da forma —kx?,
onde k é uma constante positiva e 0s parametros, tais que, a =1, « =0,5, c=0,75¢

B =0,5, tem-se (BOYCE & DIPRIMA, 2010)

d

d—’;:x(l—o,sy)—o,sx2

) (4.16)
y

& (—0,75+0,5%).

5 = Y(=0.75+0,5x)

A partir desse sistema, calculam-se seus pontos de equilibrio, ou seja, as solucdes
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constantes dadas pelo sistema

x(1-0,5y—-0,5x) =0
y(—0,7540,5x) =0,

obtendo P, = (0,0), P, = (2,0) e P; = (1,5;0,5).

O sistema linear correspondente ao ponto P; = (0,0) é dado por

iyt ° " 4.17)
dr \ 0 —0,75 y

A solucdo do sistema (4.17) foi representada e analisada na secdo 4.3. Dessa
secdo tem-se que a origem € classificada em ponto de sela instavel para os sistemas (4.17)
e (4.16). Qualitativamente, pode-se verificar que a inclusdo do termo de saturagdo nao
alterou o comportamento do sistema (4.17) préximo a origem.

Analisando o ponto P, = (2,0), percebe-se que ele representa a situagdo em que
ndo hd predadores, isto é, y(¢) = 0 para todo ¢. Nesse caso, a populagio de presas tende a
saturacdo x = 2 quando ¢ — oo, seja qual for a populacdo inicial, ndo nula, de presas.

Para o ponto P; = (1,5;0,5), realizando a substituicdio x = 1,54+ uey=0,5+vo

sistema linear correspondente é dado por

d [ u —0,75 —0,75 u
“ — ) (4.18)
dr \ 0,25 0 "

Os autovalores r; e rp associados sdo da forma,

3 V3 3 V3,

rn=——+—iern=———I.

8 8 &8 8

Haja vista, que os autovalores sdo complexos com parte real negativa, o ponto P;
¢ classificado em espiral assintoticamente estdvel, como ilustrado no retrato de fase da
Figura 4.3 (a), tanto para o sistema ndo linear (4.16) quanto para o linearizado (4.18), de
acordo com a Tabela (3.1). Assim, € possivel verificar que as espécies tendem assintotica-
mente a solucdo estdvel (de coexisténcia das espécies) (x,y) — (1,5;0,5) quando t — oo,
como pode ser observado na Figura 4.3 (b), independentemente das condicdes iniciais.
Nesse sentido, percebe-se que nenhuma das espécies evoluiu a extingao.

Considerar-se-a, agora, o modelo de Lotka-Volterra com a possibilidade de extin-
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Figura 4.3: (a) Retrato de fase; (b) Evolucao temporal de presas e predadores em fungao
do tempo.
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cdo. Esse comportamento pode ser descrito, mantendo-se o termo de saturacdo aplicado
anteriormente e ajustando-se o valor do parametro ¢ de ¢ = 0,75 para c = 1,5. O aumento
no valor atribuido ao pardmetro ¢ implica no aumento da dependéncia de sobrevivéncia da
populacao de predadores com relagcdo a auséncia ou decréscimo da populacdo de presas.

Seja o sistema (4.16) com ¢ = 1,5 e x e y ndo negativos da forma

d
d—);:x(l—o,sy)—o,sx2

o 4.19)
y

& y(~1,5+0,5x).

5 = V(=15+0,50)

Os pontos de equilibrio sdo obtidos a partir das solu¢des do sistema

x(1-0,5y—-0,5x) =0
y(=1,540,5x) =0,

donde obtém-se, P = (0,0), P, = (2,0) e P; = (3,—1). Entretanto, o ponto P3 = (3,—1)
caracteriza-se como uma solucao constante irreal, visto que, no contexto biolégico ndo ha
como existir populagdo negativa.

Para o ponto P; = (0,0) o sistema linear correspondente é da forma

d X 1 0 X
— = . (4.20)
di \ 'y 0 —1,5 ) \ 'y

Seus dois autovalores associados sdo ry e rp, taisque ry =1 e r, = —1,5. Como

eles sdo reais e com sinais opostos, a origem € classificada em ponto de sela instdvel para
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os sistemas (4.19) e (4.20), conforme apresenta a Tabela (3.1).
Para o ponto de equilibrio P, = (2,0), faz-se a mudanca de varidvel x =2+ u e

y = v. Assim, o sistema linear correspondente é dado por

d u -1 -1 u
— = , 4.21)
dr\ 0 -0,5 v

donde obtém-se os autovalores r; e r, tais que, r; = —1 e r, = —0,5. Nesse caso, como

os dois autovalores sdo negativos, entdo o ponto P, = (2,0) é classificado em né assin-
toticamente estdvel para os sistemas (4.21) e (4.19), como pode ser observado através do
retrato de fase na Figura 4.4 (a) (Tabela 3.1). Isso representa a tendéncia das trajetdrias ao
ponto de equilibrio P, = (2,0) quando t — oo sucedendo a extin¢do dos predadores, como

ilustrado na Figura 4.4 (b).

Figura 4.4: (a) Retrato de fase; (b) Evolucao temporal de presas e predadores em fungdo
do tempo.
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4.5 Analise de Resultados

Nesta secdo buscou-se definir e analisar o modelo de Lotka-Volterra que descreve a
dindmica predador-presa. Por tratar-se de um sistema autdnomo nao linear, suas solucdes
foram analisadas de forma qualitativa, através da sua lineariza¢cdo em torno de cada ponto
de equilibrio.

O ponto de coexisténcia foi classificado como centro neutro para o sistema linear
correspondente, caso em que somente com a linearizacdo nao € possivel classifica-lo para

o sistema predador-presa ndo linear. Para contornar este problema, foram obtidas as traje-
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térias do sistema e assim concluiu-se que o ponto de equilibrio é um centro também para
o sistema nao linear, visto que as trajetdrias sdo elipses que o circundam.

Por se classificado em centro, as populagdes oscilam periodicamente. Essas solu-
coes periodicas sdo caracteristicas ao modelo de Lotka-Volterra, independentemente das
condicdes iniciais e dos valores atribuidos aos parametros das equacdes. A partir das
solucdes e das trajetérias do sistema foi possivel suceder a interpretacao bioldgica dos
resultados. Para finalizar, foram analisadas duas possiveis mudangas que podem ser feitas
nas equagdes do modelo para tornd-lo mais realistico, visto que, solu¢des periddicas nao
sdo encontradas com facilidade na natureza.

A primeira mudancga analisada foi acrescentar um termo que considere a saturagao
da populacdo de presas, ou seja, a espécie que no modelo original crescia exponencial-
mente na auséncia dos predadores, passou a crescer até atingir a saturacio (representada
pela constante k). Neste caso, surgem trés pontos de equilibrio, o de extingdo de am-
bas as espécies, o segundo de extincdo dos predadores e o terceiro de coexisténcia das
populacdes. Os dois primeiros pontos de equilibrio sdo instaveis e o terceiro € um es-
piral assintoticamente estdvel. Desta forma, todas as solucdes tendem a esse ponto, nao
importando as condi¢des iniciais.

A segunda mudancga analisada foi considerar que pode haver a extin¢do da popu-
lacdo de predadores. Isto ocorre se o termo de decréscimo da populacdo de predadores,
representado pelo parAmetro ¢ for muito alto em relagdo ao pardmetro 3, ou seja, au-
menta a dependéncia da populacdo de predadores com relagdo a populacdo de presas.
Neste caso, o ponto de equilibrio assintoticamente estdvel € o que representa a extin¢ao
dos predadores. A populacdo de presas cresce até o equilibrio e ali se mantém indefinida-

mente.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A dinamica populacional de predadores e presas € encontrada facilmente na natu-
reza, contudo, sua modelagem e descri¢do através de equagdes diferencias nem sempre é
tao simples. Esse fato, justifica-se pela representacdo dessas dindmicas ser dada por meio
de equagdes diferenciais ndo lineares, pois, para que a interagdo entre as populacdes de
presas x e predadores y aconteca, faz-se necessdria a presenca de um termo da forma xy
nas equacoes.

Tendo em vista o objeto principal de estudo e os objetivos do presente Trabalho de
Conclusao de Curso, seu desenvolvimento esteve envolto a um dos principais modelos ja
desenvolvidos, conhecido como modelo predador-presa de Lotka-Volterra. A importancia
do estudo desse modelo estd relacionada com suas contribui¢des para com o desenvolvi-
mento e modelagem de sistemas predador-presa mais avangados.

A escolha do tema abordado no projeto e, posteriormente, no Trabalho de Con-
clusao de Curso, estd principalmente relacionada com a possibilidade de interdisciplina-
riedade entre a Matemadtica e a Biologia. O interesse e a curiosidade sobre as dindmicas
populacionais de predadores e presas, despertados através do incentivo da professora ori-
entadora, propiciaram a realizacdo deste TCC com o presente tema.

Os estudos feitos inicialmente sobre conceitos mais simples (sistemas lineares)
contribuiu para a investigacdo das solucdes do modelo de Lotka-Volterra. E possivel
perceber a sua relacdo com sistemas lineares, pois, foi possivel a linearizacdo do modelo
nao linear em torno dos pontos de equilibrio e o encontro das trajetdrias que determinam
as suas solugoes.

A linearizacao do modelo permitiu, posteriormente, a realizacdo da andlise qua-
litativa. Todavia, o processo de linearizagdo ndo forneceu resultados concretos sobre a
natureza do ponto de equilibrio de coexisténcia quando o mesmo foi classificado em cen-
tro neutro, de acordo com Teorema 4 e a Tabela 3.1. Diante disso, foi necessario obter
as trajetdrias para garantir que o ponto € um centro neutro tanto do sistema linearizado
quanto do ndo linear. Com a obtencdo das trajetorias verificou-se que a representagao
grifica é uma curva fechada em torno do ponto de equilibrio.

A partir Figura 4.2 (b), que representa a evolucao temporal de presas e predadores
em fungdo do tempo, ilustra a oscilacdo da quantidade de presas e predadores, possibi-
litando verificar que o crescimento e decrescimento das populacdes repete-se indefini-

damente, implicando em uma oscilacao ciclica. Tal comportamento foi projetado pelas
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curvas fechadas ilustradas na Figura 4.2 (a).

As solu¢des do modelo predador-presa caracterizam oscilacdes ciclicas habituais
as dinamicas populacionais descritas através do modelo de Lotka-Volterra. Isso significa,
que independentemente dos valores atribuidos aos pardmetros das equacdes, suas solugdes
tendem ao mesmo ciclo, mas podem diferir no periodo das oscilagdes quando alterados
os valores da taxa de crescimento das presas ou da taxa de decrescimento dos predadores.

Além disso, a influéncia de diversos fenomenos, ndo somente naturais, implicam
na necessidade de adaptacdo das equagdes que modelam a dindmica entre predadores e
presas. Ajustando-se as equacdes, € possivel ampliar as possibilidades de modelagem
de interacdes do tipo predador-presa. A partir de possiveis mudangas percebeu-se a vi-
abilidade de resultados distintos aos habituais, tais como, a tendéncia a solucdo estdvel
de coexisténcia das espécies ou, inclusive, a extingdo dos predadores. Ambos resultados
podem ser frutos de diversas interagdes presentes na natureza.

A realizacdo de um Trabalho de Conclusdo de Curso voltado a matematica apli-
cada permite ao académico ampliar suas ideias sobre o curso de Licenciatura em Ma-
tematica. Produzir um TCC e, nele, abordar conceitos que estdo além daqueles pré-
estabelecidos e estudados nas Componentes Curriculares do curso, propiciam a cons-
trucdo de conhecimentos que acrescentam na formacao académica, intelectual, pessoal e
profissional do autor.

A complementacdo académica, em virtude da producio deste trabalho, é fruto da
relacdo que o presente tema possui com os conceitos abordados e estudados ao longo
da graduacdo. A escolha de estudar conteudos pertinentes a matematica aplicada vai ao
encontro da proposta que diversas Componentes Curriculares apresentaram no decorrer

do curso.
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