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RESUMO

O trabalho de concluséo de curso tem como tema as Equacdes Diferenciais Parciais
(EDPs), mais especificamente a Equagdo do Calor, abordando conceitos
relacionados a Série de Fourier, e apresenta como problema de pesquisa: com 0 uso
de uma técnica de resolucdo de equacdes diferenciais parciais — e por meio de
estudo embasado na Série de Fourier e na retomada de conceitos de célculo
diferencial e integral — é possivel obter uma solugdo de um problema relacionado a
propagacéo do calor em uma barra de secao transversal uniforme e de material
homogéneo? Na busca pela solu¢cdo desse problema, colocou-se como objetivo
principal compreender uma técnica de resolucdo de equacdes diferenciais parciais,
visando a solucdo de um problema relacionado a equacédo do calor, a partir de
conceitos de célculo diferencial e integral, com énfase a Série de Fourier. Isso,
porque as equacdes diferenciais sdo bastante utilizadas na solucédo de problemas
gue envolvem modelagem matematica, principalmente nas areas de Quimica e
Fisica. Na resolucdo desse problema fez-se necesséario rever, ampliar e
compreender conceitos de Calculo, Algebra, Equacdes Diferenciais Ordinarias
(EDOs) e Séries, bem como, dividi-lo em trés etapas que contemplaram: a
transformacao de uma EDP em duas EDOs, pelo método de separacado de variaveis,
para encontrar uma constante de separacdo e apoOs aplicar as condicdes de
contorno, verificando, assim, trés possibilidades para essa constante, na busca por
uma solucdo néo trivial, a utilizacdo do problema de Sturm-Liouville regular, que
contribui na determinacdo dos autovalores e autofuncdes. A partir disso, fizeram-se
estudos que satisfazem a condi¢éo inicial em uma série, sendo possivel verificar a
periodicidade e ortogonalidade de funcbes, bem como, determinar solucdes
aplicando o principio da superposicdo e as séries de Fourier, devido a obtencéo de
uma série de senos e, consequentemente, fez-se necessaria a utilizacdo do teorema

da convergéncia, obtendo assim, uma solucdo em série para a equacéo do calor.

Palavras-Chave: Equacao do Calor, Equacdes Diferenciais, Séries de Fourier.



ABSTRACT

The Undergraduated Thesis has the theme Partial Differential Equations (PDE), more
especifically the heat Equation, addressing concepts related to the Fourier Serie,
and presentes the search problem: using a technique resolution of partial differential
equations — and by means a study of the Fourier’ Serie and the resumption of
concepts of differential and integral calculus —, is it possible to get a solution of a
problem related to the spread of heat in a bar section straight uniform and
homogeneous material? Trying to solve this question, the main aim was to
understand a technique resolution partial differential equations, aiming at the solution
related to the Equation Heat, following concepts of differential and integral calculus,
with emphasis in the Fourier’ Serie. This, because the differential equations are quite
used to solve problems about mathematical modeling — mainly in the chemical and
physical areas. In solving this problem became necessary recover, enlarge and
understand concepts of Calculus, Algebra, Ordinary Differential Equations (ODE) and
series, divided into three steps that take into consideration: the transformation of a
PDE in two ODE by the method of separation of variables to find a constant of
separation and then apply the contour conditions, checking three posibilities to this,
in search for a solution nontrivial; the use of the problem of regular Sturm-Liouville,
that contributes in determining of the self values and self functions. From there,
studies was maked that meet the inicial condition in a serie, being posible to check
the frequency and the orthogonal of functions, as wel as determine solutions applying
the principle of superposition and the Fourier’ Series due to obtain a serie of sines
and, consequently, became necessary the use of the convergence theorem, getting

S0, a solution in serie to the Equation Heat

Keywords: heat Equation, Differential Equations, Fourier’ Serie.
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1. INTRODUCAO

O presente trabalho de conclusdo de curso (TCC) tem como tema as
Equacbes Diferenciais Parciais (EDPs), mais especificamente a Equacao do Calor,
abordando conceitos relacionados a Série de Fourier.

Nesse sentido, investigamos um problema classico no estudo de equacdes
diferenciais parciais — a equacédo do calor — que modela a propagacédo de calor em
uma barra de secado transversal uniforme e de material homogéneo. Para tanto,
define-se o0 eixo x de maneira a representar o eixo da barra de comprimento finito L
e, nesse sentido, as extremidades do objeto sdo denotadas por x = 0 e x = L.
Supdbe-se, ainda, que os lados da barra encontram-se corretamente isolados, de
forma que né&o existe perda de calor e que as dimensdes da sec¢ao transversal sao
desconsideraveis, de maneira que ali a temperatura pode ser considerada

constante. Coloca-se, portanto, o problema de valor inicial e de valores de contorno:

a2 Uyy = Uy, 0<x<L, t>0, (Equacéo do Calor)
u(x, 0)= f(x), 0<x<lL, (Condicao inicial)
u(0, t)=u(L, t)=0, t>0. (Condicgbes de contorno)

Dessa forma, a temperatura u(x,t) s6 depende da posicdo axial x e do
instante de tempo t. A constante a? representa a difusividade térmica, que esta
associada ao material do qual é constituida a barra.

Nesse contexto, apresentamos o seguinte problema de pesquisa: com 0 uso
de uma técnica de resolucdo de equacbes diferenciais parciais — e por meio de
estudo embasado na Série de Fourier e na retomada de conceitos de calculo
diferencial e integral — como obter uma solucdo de um problema relacionado a
propagacdo do calor em uma barra de sec¢do transversal uniforme e de material
homogéneo?

No encaminhamento do estudo das teorias pertinentes a essa tematica, teve-
se que definir o objetivo geral para a pesquisa e a analise desenvolvida, sendo
proposto: compreender uma técnica de resolucédo de equacdes diferenciais parciais,
visando a solucdo de um problema relacionado a equacao do calor, a partir de
conceitos de calculo diferencial e integral, com énfase a Série de Fourier, isso,

porque as equacodes diferenciais sdo bastante utilizadas na solucédo de problemas
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em modelagem matematica — como nas areas de Quimica e Fisica —, tornando-se
atil para resolver a equagdo do calor, a qual modela a evolugdo temporal da
temperatura de um corpo e, para atingir tal objetivo, se fez necessario: compreender
e aplicar o método da separacdo de variaveis para EDPs, que em termos gerais,
consiste em separar pelo sinal de igualdade as variaveis independentes x e t de
duas fungdes, dividindo assim uma EDP em duas Equacdes Diferenciais Ordinarias
(EDOs), visando resolvé-las por métodos mais simples, por se tornarem duas
funcbes com parametros independentes, satisfazendo as condi¢des iniciais e de
fronteira (Figueiredo, 2012, p. 6-7).

Em contrapartida, foi essencial entender a Série de Fourier no contexto das
solucbes de uma equacdo diferencial parcial, nesse caso a equacao do calor,
satisfazendo simultaneamente essa e as condic¢des iniciais e de contorno. Também,
reaver e ampliar conceitos relacionados ao estudo de calculo diferencial e integral,
visto que para resolver o problema de pesquisa faz-se necessario o aprofundamento
tedrico, considerando a sua compreensdao e aplicacdo. Na busca por aprofundar os
conceitos supracitados a fim de estabelecer a teoria relacionada a Série de Fourier e
obter soluces de convergéncia uniforme por se tratar de uma sucessao de somas
parciais, usou-se a periodicidade de funcdes e a relacéo de ortogonalidade.

A relevancia do tema escolhido pode ser justificada ao longo da histéria da
Matematica, visto que os estudos realizados por Fourier (1768-1830) colaboraram
significativamente para o desenvolvimento de problemas relacionados a propagacéo
do calor. Assim, Eves (2011, p. 526) ressalta que:

Em 1807 Fourier apresentou um artigo a Academia de Ciéncias da Franca
gue deu inicio a um novo e extremamente frutifero capitulo da histéria da

matematica. O artigo trata do problema pratico da propagacéo do calor em
barras, chapas e sélidos metalicos. (...).

No que se refere aos objetivos, eles se justificam visto que, segundo Alves
(2008, p. 11), o componente curricular que trata de “Equagdes Diferenciais € o
fechamento de um ciclo referente ao estudo do Calculo, pois é a partir de seu estudo
€ que se passa a entender e melhor aplicar os conceitos de Derivada, Taxa de
Variacéo e Integragao”. Ou seja, a partir desse estudo tem-se oportunidade de ver o
mundo real por meio do conhecimento matematico de uma forma precisa.

Alem disso, sobre a ja mencionada relacdo entre as EDPs e o estudo de
Séries de Fourier, Eves (2011, p. 528) salienta que “(...) foram as séries de Fourier
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que motivaram 0s métodos modernos de fisica-matemética que envolvem a
integracédo de equacdes diferenciais parciais sujeitas a condi¢cdes de contorno. (...)".
Essas condicbes, diferente das condi¢cdes iniciais, referem-se a solucdo de
problemas em que o valor da variavel dependente (ou de sua derivada) se apresenta
em pontos diferentes, como € o caso do problema fisico da conduc¢do do calor na
barra, onde a temperatura u tem valor definidoem x =0eem x = L.

Para resolver o problema de pesquisa foi necessario o estudo tedrico
referente as equacdes diferencias, compreendendo as propriedades que distinguem
as EDOs e EDPs, os diferentes métodos para resolvé-las, dando uma maior
importancia a técnica de separacdo de variaveis e a resolucdo por integrais
impréprias. Ademais, estudou-se ortogonalidade e periodicidade de funcdes
relacionada a soma de senos e cossenos, a qual é utilizada para o desenvolvimento
das Series de Fourier, bem como o teorema da convergéncia da Série. Para tanto,
esta monografia expde no Capitulo Il o aporte tedrico — Referencial Tedrico —
necessario para a compreensao e resolucdo do problema de pesquisa, referente: a
equacdes diferenciais e suas propriedades, a equac¢do do calor, o método da
separacao de variaveis, a ortogonalidade de funcdes, a periodicidade das funcdes
seno e cosseno e o teorema da convergéncia de Fourier. No Capitulo 11, intitulado
como enfoque metodoldgico, apresenta o problema de pesquisa e as etapas que
serdo desenvolvidas durante a resolucao desse problema. A resolugéo, a analise e
interpretacdo dos resultados serdo apresentadas no Capitulo IV e, apés, apresentar-
se-a as considerac0es finais referentes aos resultados obtidos, sobre a importancia

deste estudo e o referencial bibliogréfico.
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2. CONCEITOS GERAIS E REVISAO DE LITERATURA

A fim de abordar a tematica proposta, fez-se necessario entender a
terminologia Equacao Diferencial Parcial, a qual se refere a uma equacdo que
apresenta derivadas de uma ou mais variaveis dependentes em funcdo de duas ou
mais variaveis independentes. No caso da equacao do calor, a variavel dependente
u que representa a temperatura esta relacionada com as duas variaveis
independentes x e t que representam, respectivamente, a posicao axial e o tempo.

Conceitos importantes se fizeram presentes, como a periodicidade, a
ortogonalidade e as séries de funcdes. Além disso, norteiam o trabalho os resultados
classicos como o Teorema da Convergéncia de Fourier — que afirma que, em
condicdes especificas, uma fungdo periddica pode ser escrita ha forma de série de
Fourier e, principalmente, estabelece onde e como se da a convergéncia desta série.

Naturalmente, alguns conceitos principais precisaram de uma abordagem

mais detalhada.
2.1 EquacOes Diferenciais

As equacoes diferenciais (EDs) sado equagfes conhecidas por representarem
modelos matematicos e por auxiliarem na resolucdo de problemas da Fisica,
Quimica entre outras areas. De fato, Boyce e DiPrima evidenciam que:

Muitos dos principios, ou leis, que regem o comportamento do tempo fisico
sdo proposicdes, ou relacdes, envolvendo a taxa segundo a qual as coisas
acontecem. Expressa em linguagem matematica, as relacdes sdo equagfes

e as taxas sdo derivadas. Equacdes contendo derivadas sdo equacgbes
diferenciais (...) (2015, p.1).

Dessa forma, é correto definir:

Definicdo 2.1.1. Uma Equacé&o Diferencial € uma equacéo que apresenta derivadas
ou diferenciais de uma ou mais variaveis dependentes em fungcdo de uma ou mais

variaveis independentes.

As equacoes diferenciais podem ser classificadas por sua ordem, por seu tipo
— Equacdes Diferenciais Ordinérias (EDOs) ou Equacdes Diferenciais Parciais
(EDPs) — e por sua linearidade. A ordem de uma equacédo diferencial € definida

como a ordem da maior derivada (seja parcial ou ordinaria) nela presente.
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Definicdo 2.1.2. Se uma equacao diferencial contiver somente derivadas ordinarias
de uma ou mais varidveis dependentes em relacdo a uma Unica variavel
independente, ela serd chamada de equacao diferencial ordinaria. De maneira mais
geral, uma EDO pode ser escrita na forma

dy d*y d"y
F —_— ., | =
(x, Y dx dx?’ T dan 0

na qual se estabelece uma relacdo — dada por F — entre a variavel independente x, a

funcéo desconheciday = f(x) e suas derivadas.

Definicdo 2.1.3. Se uma equacéo diferencial contiver somente derivadas parciais de
uma ou mais variaveis dependentes em relacdo a duas ou mais variaveis
independentes, ela sera chamada de equacao diferencial parcial. De maneira mais
geral, uma EDP em n variaveis independentes x4, ..., x, € uma equacao da forma

ou ou 0%u 0%u o u\
W Ox;” " 0x,  0x2" 7 0x10xy, '"'Oxf) =0

F <x1, v X

em que x = (xq,...,x,) € Q, com Q c R" aberto, F uma funcdo dada e u = u(x) é a
funcdo que queremos determinar.
Um exemplo que se pode tomar para mostrar uma EDP € o nosso problema

de pesquisa, relacionado com a conducao de calor,

a’ uy, = u;
também denotado por

0%u _Ou

ax2 ot

2

Nesse sentido, de acordo com a definicdo 2.1.3, no primeiro membro da
equacao temos a derivada de ordem 2 em relagcdo a variavel x e no segundo
membro, a derivada de ordem 1 em relacdo a variavel t, sendo a variavel
independente x o eixo axial de uma barra homogénea e ¢, a variavel relacionada ao
tempo em que o calor se propaga. Cabe salientar que a funcéo u e suas derivadas

parciais dependem destas variaveis e que pode ser (re)escrita como
F 9%u ou _o
ox2’ ot |
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A classificacéo por linearidade vai ser dada pela linearidade da funcéo F em
cada uma das definicbes acima.

Para obtermos algumas respostas de natureza quantitativa, precisamos
encontrar solucbes, ou seja, funcdes u que, quando substituidas na equacao
diferencial, a transforma em uma identidade.

Durante muito tempo, varios matematicos buscaram formas de resolver
problemas envolvendo equacdes diferenciais, assim verificando a existéncia de
diversos métodos de resolugdes, tanto com solugfes explicitas como com solucdes
implicitas, podendo elas conter uma constante arbitraria a qual representa um
conjunto de solugbes chamado familia de solugcbes a um parametro. Boyce e
DiPrima (2015, p.10) afirmam que “(...) O processo de solugcdo envolve uma
integracdo, que traz consigo uma constante arbitraria, cujos valores possiveis geram
uma familia infinita de solugées.”.

No intuito de evidenciar um Unico elemento dessa familia infinita de solucdes,
sdo impostas algumas condi¢cdes a equacao, transformando-a em um problema.
Quando impomos condi¢cdes — denominadas condicfes de contorno — sobre o valor
da solucéo e de suas derivadas no bordo (ou extremidades) da regido (ou intervalo),
temos um problema de valores de contorno.

Quando, em EDOs, especifica-se um valor inicial, por meio de

y(to) =yo, Y (o) = Vi, s YO V(te) = Y1,

estamos atribuindo uma condicdo a solucdo y da equacdo, denominada condicéo
inicial. Temos assim, um problema de valor inicial.

Como nas EDP’s temos mais de uma variavel independente (por exemplo, x e
t) € natural fixar uma das variaveis (por exemplo, t = 0) e impor o valor da solu¢éo e
de suas derivadas parciais em relacdo a variavel fixa como funcdo das outras
variaveis (por exemplo, u (x,0) = f(x) e u; (x, 0) = g(x)), generalizando o conceito
de condigdes iniciais das EDOs para as EDP’s.

Por isso, o problema que norteia este trabalho, a saber,

a? Uy, = Uy, 0<x<L, t>0 (1)
u(x, 0)= f(x), 0<x<IL, (2)
u(0, ) = u(L, t) =0, £>0 3)
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é classificado como um problema de valor inicial e de valores de contorno.

Em EDOs temos um grande resultado que estabelece condi¢Ges suficientes,
nao somente para a existéncia de solucdes do problema linear, mas também para a
unicidade dessa solucado. Para tal, consideramos o problema de valor inicial

n n-—1

d"y y dy
an(x)d—xn+an_1(x) +---+a1(x)a+ao(x)y =g(x)

dx‘n—l

sujeito a y(xo) = ¥, ¥(x0) = ¥o, -, ¥y D (xg) = "V, em que yo, ¥4, ...,y sdo

constantes arbitrarias.

Teorema 2.1.1. (da Existéncia e Unicidade de Solu¢bes para EDOSs)
Sejam a,(x), ap_1(x),..., a;(x), ap(x) e g(x) fungdes continuas em um intervalo I e
seja a,(x) # 0 para todo x nesse intervalo. Se x = x, for um ponto qualquer em I,

entdo existe uma unica solucdo y(x) do problema de valor inicial acima mencionado.
Demonstracao: Ver em Zill (2001, p. 143).

Como nosso intuito é obtermos solucdes para a equacgao do calor, que € uma
EDP, necessitamos compreender e estudar equagdes mais gerais do meemos tipo,
isto é, que apresentam as mesmas propriedades, tais como a propriedade de

linearidade e compreender o principio da superposicao.
2.1.1.Linearidade e Superposicéao

No problema de pesquisa considerou-se uma EDP linear de segunda ordem
com duas variaveis independentes, x e t, ou seja, a temperatura u (efeito) depende
da posicdo axial x e do tempo t (causas). As equacgOes diferenciais parciais, de
qualquer ordem, podem apresentar a propriedade de linearidade, que representa a
relacdo linear entre causa e o efeito. Assim, de uma maneira mais geral, utilizando a
notacao vetorial x = (x4, ... , x,) para denotar as n variaveis independentes x, ... , x,,

consideramos uma equacao de segunda ordem do tipo

Z a;j(x)DiDju+ ) bj(x)Dju+ c(x)u+d(x) =0 4)

n n
iLj=1 j=

1
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) o ~ ,
na qual D; = — e D; = — sao notagdes de derivadas. Observe que, para obtermos
t oxi J oxj

uma equacgdo de primeira ordem, basta considerar a;; = 0 para todo i,j € {1,..,n}e
garantir a existéncia de um indice j, 1 <j<mn, para o qual b; #0. Sendo de
congruéncia e incongruéncia (= e #) a simbologia utlizada por estarmos
trabalhando com fungdes.

Dessa forma, podemos reescrever a equacao (4), na forma

Lu=f,
emque f(x) = —d(x) e
(Lu)(x) = Z a;j(x)D;Dju + Z bj(x)Dju(x) + c(x)u(x). (5)
ij=1 j=1

Assim, a cada funcdo u corresponde uma unica funcdo Lu, com u sendo
suficientemente diferenciavel, o que nos permite entender L como um operador ou
transformador linear. Logo, sendo Q1 um subconjunto aberto de R" e considerando as

funcées a;j, b;; € ¢, 1 < i,j < n, continuas em (, definimos
L:C*(Q) -» C°()
u-Lu

em que Lu é dado pela formula (5) e C*(Q) e representa o conjunto das funcdes

u: Q) - R, que sdo k vezes continuamente diferenciaveis.
Proposicédo 2.1.1 (Principio da Superposicéao)

Seja L um operador diferencial parcial linear de ordem k cujos coeficientes
estdo definidos em um aberto Q € R™. Suponha que {u,,}}2, € um conjunto de
funcdes de classe C* em (, satisfazendo a EDP linear homogénea Lu = 0. Entdo, se

{a,}h2, € uma sequéncia de escalares tal que a série

+o0o

u() = ) it () ©)

m=1

€ convergente e k vezes diferenciavel termo a termo em Q, u satisfaz Lu = 0.
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Demonstracao: Ver em lério (2012, p. 8).

2.1.2. Problema de Sturm-Liouville
2.1.2.1. Problema regular de Sturm-Liouville

Sejam as fun¢des continuas p, q, r e v’ com valores x € [a, b], sendo r’ a derivada de
r e estes estando em um intervalo real, tal que r(x) > 0 e p(x) > 0 para todo x no

intervalo. O problema de contorno de dois pontos

d
= r@y' T+ (at) + p())y = 0 (7)
sujeito a condices de contorno homogéneas

ary(a) + py'(a) =0 C))
azy(b) + B2y’ (b) = 0 9

€ chamado um problema regular de Sturm-Liouville (ZILL, 2001, p. 226).

Nas equacdes (8) e (9) supomos que o0s coeficientes sdo numeros reais e
independentes de A e, tomamos a; e fB,, bem como a, e pf,, nado-nulos
simultaneamente. Sendo a equacédo diferencial (7) homogénea, o problema de
Sturm-Liouville sempre admite a solucdo trivial y =0, porém, normalmente
procuramos determinar A (autovalores) e solucdes nao triviais y que dependem de 4

(autofuncdes).

Definicdo 2.1.2.1. Dizemos que A€ C é um autovalor do problema de Sturm-

Liouville regular (7), (8) e (9) se a equacgéao

Lylyl =0

tem solugao y(t) # 0 (ou seja, solugao néo - trivial) que satisfaz as condigbes de
contorno (F). A solugdo y =y(x) é chamada autofungcdo (correspondente ao

autovalor 7).

Assim, na resolugcéo desta equacéo diferencial, podemos obter um conjunto

ortogonal de funcdes, visto que, ao resolver um problema de contorno de dois
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pontos, envolvendo esta equacao diferencial linear de segunda ordem contem-se um
parametro A.

O valor A obtido a partir da condicdo de contorno, aplicado na equacdo do
calor, tem solucdo nao trivial, ou seja, € equivalente a uma solu¢ao néo nula. Logo,
A é conhecido como autovalor do problema e as autofuncbes sdo solucdes néo
triviais correspondentes aos autovalores A.

O problema regular de Sturm Liouville possui propriedades importantes, tais

Ccomo O teorema exposto a seguir:

Teorema 2.1.3.1: Propriedades do Problema Regular de Sturm-Liouville

a) Existe um numero infinito de autovalores reais que podem ser dispostos em
ordem crescente 4, < 4, < A3 < -+ 1, < --- tais que A,, —» co quando n — oo.

b) Para cada autovalor ha apenas uma autofuncdo (exceto para multiplos ndo-
zero).

c) As autofuncdes correspondentes a diferentes autovalores sdo linearmente
independentes.

d) O conjunto de autofun¢cbes correspondente ao conjunto de autovalores €

ortogonal em relagéo a funcéo peso p(x) no intervalo [a, b].

Demonstracdo: A demonstracdo segue, em linhas gerais, as ideias apresentadas
por Zill (2001). Nesse sentido, apresentaremos apenas uma demonstracdo para o
item (d).

Sejam vy, e 1y, autofungcbes correspondentes aos autovalores 4, e A,

respectivamente. Entéo

d

Ty + (@) + Anp () )ym = 0 (10)
d

—[rCy" ]+ (aC) + 2ap () = 0 (11)

multiplicando (7) por y, e (8) por y,,, tem-se

d
Yn g [r()y’, | + (q(x) + 2P (X)) Yy = 0 (12)

d
yma [r(x)y'n] + (Q(x) + Anp(x))ymyn =0 (13)
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determinando a diferenca entre as equacdes (9) e (10), obtemos

d d
Yn T [r)y’ ]+ 40O Ym¥n + 2P () YmIn — Ym - [r)y’ | = 4G ym¥n

— P (X)YmYn = 0
aplicando a lei do cancelamento temos

d d
Yn a [r(x)y’m] + Amp(x):men ~—Ym a [r(x)y’n] - Anp(x)ymyn =0

d d
AP ()Ym¥n = Anp () Ym¥n = Ym 7~ [r()y" ] = wn = [r()y’ ]

e colocando p(x)y,,y», €m evidéncia no primeiro membro da equacao tem-se

d d
Am = 4P YmYn = a [r(x)yln]ym - a [r(x)y’m]yn.

Integrando ambos 0os membros de x = a até x = b obtemos

b b d ) b d )
J, =0 p2m = | Iy It - | Z b

\

*

(A — 4P Ymyn = (x) € (xx)
integrando por partes ()

*%*

b d b b
] d—[r(x)y’n]ymdx =r() ymy', | - f r()y' y' dx
a X a a
U=Yy = du=y' dx

d
dv = Tx [r(x)y’n]dx => v=r(x)y’,
integrando por partes (*x)
b d b b
[ 2oy Iz =16 | = [ 7@y
a X a a

U=y, = du=y' dx

d ’ ’
dv = E[r(x)y m]dx = v=rl)y’,

(14)
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Assim,

A — An) f;p(x)ymyn dx = (x) e (x*)

b (P b b
- f r(x)y’ y' dx— (r(x)yny’m | ) + f r(x)y’ y' dx =
a a a a

r(X)ymy’,

b b
rCOymyy |~ Ty ’ 4

=1(D)[ym ()Y, (B) = yu (D)’ ()] = (@) [ym(@)y", (@) = yo(@)y', (@)].  (15)

Mas as autofuncdes y,, e y, devem, ambas, satisfazer as condi¢cdes de

contorno (8) e (9). Em patrticular, de (7) temos

{alym(a) +hy (@) =0 (16)

a;yn(a) + ,313””(0) =0
resolvendo o sistema (16), isolando a; da 1° equacao

o = _.Blylm (Cl)
Y ym(@

e substituindo seu valor na 2° equagao, temos
alyn(a) + ﬁly,n(a) =0

By’ (@)

= (@) + By (@) = 0

—Pim(@y' (@)t Byn@ y',(@) _

ym(a) 0

colocando $; em evidéncia, obtém-se igualdade

—B (ym(a)y’n(a) — (@) y’m(a)) =0

e para que esta igualdade seja verdadeira, entdo 8, = 0 ou
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ym(@)y', (@) = ya(a) y',, (a) = 0. (17)

Assim, para que esse sistema seja satisfeito por a; e 4, nhao
simultaneamente nulos. Tomando a matriz de coeficientes do sistema (16) e

calculando o determinante verificamos que

ym(@) y',(a)
ya(a) y', (@)

= ¥m(@)y’, (@) = y.(a) ¥, (a) = 0.

Argumento anélogo aplicado na (6) também resulta
Ym(B)y', (D) =y (D) y',, (D) = 0.

Como ambos os termos do membro direito de (12) séo zero, estabelecemos a
relacdo de ortogonalidade

b
f P Yy dx = 0, Ay % A (18)
a

2.2 Método da Separacao de Variaveis

No intuito de resolver o problema de pesquisa, estamos em busca de
solugcbes néo triviais para o problema que trata da propagacdo do calor em uma
barra. Ou seja, ao considerarmos a equacao do calor, que € uma EDP, estamos em
busca de uma solucdo néo identicamente nula u(x,t) que satisfaca as condi¢cdes do
problema de valor inicial (u (x, 0) = f(x)) e de contorno (u(0, t) = u(L, t) =0)
apresentadas. Nesse sentido, uma ferramenta muito eficaz para o tratamento de
equacdes diferenciais parciais € o método da separacdo de variaveis.

O método consiste, basicamente, em assumir uma solu¢éo na forma
ulx,t) =Xx) - T(t),

isto €, supor uma solugcéo que seja um produto de funcdes de uma variavel, em que
X s6 depende de x (posicéo axial) e T s6 depende de t (tempo).

Ao descreverem o método de separacdo de variaveis, Boyce e DiPrima (2010,
p. 447) ressaltam que sua “(...) caracteristica essencial é a substituicdo da equacao

diferencial parcial por um conjunto de equagdes diferenciais ordinarias, que tem que
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ser resolvidas sujeitas a condi¢Bes iniciais ou de contorno. (...)". Assim, o método
sera aplicado a equacgéo do calor, para transformé-la em um conjunto de equacdes
diferenciais ordinarias cujas solugcbes foram desenvolvidas/encontradas em

componentes curriculares do curso de Matematica-Licenciatura.

2.3 Equacao do Calor

A propagacao de calor em um meio, entre dois pontos, se da por intermédio
de trés processos distintos: a conducédo, a conveccao e a irradiacdo. Entretanto aqui
sera estudada a sua forma de conducdo, visto a necessidade de compreender e
resolver a equacgdo do calor. Deste modo, foi possivel analisar mediante estudo
tedrico que a tal conducédo so pode realizar-se através de um meio material, sem que
haja movimento do préprio meio, ocorrendo tanto em fluidos como em solidos, em
razao de diferentes temperaturas.

Quando uma chaleira contendo &gua é colocada sobre uma chama, o calor se
propaga por conducdo da chama a agua, por meio da parede metalica. Com esse
exemplo, podem-se ilustrar todas as leis basicas da conducdo de calor: o calor vai
sempre de um ponto ao outro, da temperatura mais alta a temperatura mais baixa; e
a quantidade de calor transportada (AQ) durante um intervalo de tempo (At) é
proporcional a diferenca entre as temperaturas inicial e final (AT =T, —T,). A
intensidade da chama garante uma temperatura mais alta, fazendo com que a agua
na chaleira ferva mais depressa.

Para isso, é importante considerar: AQ é inversamente proporcional a
espessura (Ax) da chapa metdlica, que constitui a chaleira. Contudo, quanto mais
larga a chapa da chaleira, mais tempo a agua leva para ferver. Dessa forma, vemos
que AQ é proporcional a AT /Ax, que € denominado gradiente de temperatura.

Cabe salientar que AQ também € proporcional a area (A), que se refere ao
fundo da chaleira e proporcional ao At.

Nussenzveig (2002, p. 172) afirma que:

(...) AQ é proporcional a AAt(AT/Ax), ou seja, para a conducao de calor

através de uma espessura infinitésima dx de um meio durante um tempo dt,
daT

dQ _
2= kA (8.3.1)

onde k é uma constante de proporcionalidade caracteristica do meio
condutor, que se chama de condutividade térmica do material (k > 0). O
sinal (=) na (8.3.1) exprime o fato de que o calor flui de temperaturas mais
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altas para temperaturas mais baixas: assim, se o gradiente de temperatura
dT /dx é negativo, a corrente térmica dQ /dt é positiva.

Consequentemente, a substancia sera melhor condutora de calor conforme a

sua maior condutividade térmica k. Nussenzveig (2002, p. 172) salienta que “(...) Se

. d daT . ~
medirmos d—f em kcal/s, A em m? e —em °C/m, as unidades de k séo kcal/s.m.°C

(...)”. Materiais como o ar, a agua, o vidro e o cobre possuem um valor k especifico,
porém, nem todos sé@o bons condutores de calor por ndo serem bons condutores de
eletricidade. Pois, nas teorias fisicas — Lei de Wiedemann e Franz — é evidenciado
que “(...) a condutividade térmica de um material € proporcional a sua condutividade
elétrica”. A partir das discussdes sobre a conducdo do calor teve-se um melhor
esclarecimento sobre o tema de pesquisa e consequentemente, compreensao do
tema, o qual tem por necessidade obter (um)a solucdo de um problema relacionado
a propagacao do calor em uma barra de secado transversal uniforme e de material
homogéneo.

Nesse sentido, tomando-se um eixo x como eixo da barra de tal forma que
suas extremidades inicial e final, respectivamente, sejam x =0 e x =L e que 0S
lados da barra estejam perfeitamente isolados — sem transmitir calor em suas
laterais. E supondo que as dimensfes da secao transversal sdo desconsideradas,
sendo a temperatura ali vista como uma constante, logo, u esta dependendo apenas
da coordenada axial x e do instante t.

Dessa forma, uma equacao diferencial parcial estabelece a variacdo da
temperatura na barra, sendo esta a equacao do calor, que pode ser representada
por

a? Uy, = ug, 0<x<L, t>0 (1)

Sabendo-se que (1) pode ser resolvido pelo método de separacdo de
variaveis e que ao resolver este, obteremos uma integragdo em seus dois membros

durante a busca das antiderivadas, obtendo dessa forma a integracdo por partes

SPut) v dx, )

a qual apresentara funcdes u e v formadas por senos e cossenos. Para resolver
estas duas fungles, h4 a necessidade de aprofundar os conceitos de periodicidade

e ortogonalidade, desde que o problema envolva equacdes diferenciais que sejam
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expressas por funcbes em séries infinitas de senos e cossenos, para assim,
resolvermos a problemética por meio da proposta de série trigopnométrica chamada

Série de Fourier.

2.4 Relacdes de ortogonalidade e periodicidade de funcbes seno e

cosseno: Séries Trigonométricas

O tema de pesquisa nos leva a trabalhar com séries trigonométricas, e dessa
forma, hd a necessidade de entender como a periodicidade das fungcBes seno e
cosseno e as relagbes de ortogonalidade tém influéncia no desenvolvimento da
série.

Para tanto, em um primeiro momento — utilizando conceitos de algebra linear
— vemos que, se 0 produto interno entre duas ou mais funcfes definidas em um
mesmo intervalo for zero, estas constituem um conjunto de fungbes mutuamente
ortogonais. Os termos deste conjunto ortogonal {¢,(x)} em um [a, ] podem ser
escritos como uma combinacdo linear, ou seja, uma soma de produtos de

coeficientes a,, por funcdes ortogonais ¢,

f(x) =agpo(x) + a1 (x) + -+ ap,Pp(x),comn =10,1,2, - 1)

onde, os a,, com n=0,1,2,3:-, sdo 0s coeficientes das fungcbes mutuamente

ortogonais.

7

Neste sentido, € conveniente (a0 nosso objetivo) definirmos um conjunto

ortogonal de funcdes por meio do produto interno
_ (B
<uv>= fa u(x) - v(x) dx, (2)

para duas funcdes reais u e v no intervalo ¢ < x < B. Por conseguinte, as fungdes

u e v sao ditas ortogonais em a < x < [ se seu produto interno for nulo, ou seja,
se ff u(x) -v(x) dx = 0.

A partir disso, podemos concluir que o conjunto
_ {1 (nx) (27tx) (37TX) (nx) (27rx) (37TX> }
¢ =11,cos I , COS I , COS I , ..., SEN I ,Sen I ,Sen )
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€ ortogonal no intervalo (—L, L), ao mostrarmos que sdo satisfeitas as relacbes de

ortogonalidade:

L mmx

J_ cos== dx =0 (3)
f senﬂdx =0 (4)
f cos—cosﬂdx— { 0,m=n, (5)

L L, m=n;
f cos—sen—dx—O vm,n (6)

O’ )
f sen— senﬂdx— { m#n (7)

L, m=n.
Tomando a integral (5) com m #n, substituindo == e == por A e B

respectivamente e utilizando a férmula de adigdo trigonométrica temos:

cos(A — B) + cos(A + B) = cosAcosB + senAsenB + cosAcosB — senAsenB

cosAcosB = %[COS(A — B) + cos(A + B)]
logo,
s (") s (125 = s (20 o (12 )
entao

j [cos m_nx — @) + cos (? nnx)] dx =

1[ rt mmx — nmx L mmx + nmx
— j cos (—) dx + f cos (—) dx
2|1, L . L

considerando

(mmx — nmx) (mm — nm) L
=— = du=——7——dx = ———du=dx
L L mm — nm
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(mnx + nmx) (mm + nm) L
=— = dv=———dx —dv =dx

v =
L L mm + nm
segue

1 L (mm—nm) L (mm—nm)

—l—f cosudu+—f cosvdvlz

2|mn —nn (—-mm+nm) mm + nmw (-mm+nm)
1 [ L (mm — nm) L ‘ (mm — nm)
—|——senu —senv =
2lmn —nr (—mm+nn) mm+nn (—mm + nm)

L L (mm —nm)x\| L L (mm + nm)x\| L
— sen - sen|———— —
21 |mm — nm L —L mm+nn L —L

L L (mm — nm)L (mm —nm)(—L)

—{—|sen | ———— | —sen

2w \mm —nmw L L
L (mm + nm)L (mr + nm)(—L)
—|sen | ———— | — sen
mm + nm L L

para (mm —nm) = p e (mm + nw) = q, com p,q € Z temos

L (1 1
77 L sem () + sen (p)] + _ [sen (q) + sen ()]}

Como sen (p) = sen (q) = 0, entdo

fL cos(?) cos(nllﬂ)dxz 0, vVm# n.
—L

Para m = n, temos que:

f_LL cos (?) cos (nLﬂ) dx = f_LL cos2 (?) dx. ®)

Assim, usando uma das identidades sobre medidas multiplas no segundo

membro da Equacgéo (8), temos

cos(A — B) + cos(A + B) = cosAcosB + senAsenB + cosAcosB — senAsenB

cosAcosB = —=[cos(A — B) + cos(A + B)]

N =
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1
cosA = > [1+ cos24]
logo
1J‘L - <2mﬂx> p 1 led +fL <2mnx> | =
2], cos|— x =3 . X » cos|— x| =
2mmx g Zmnd d d
= = = = e =
u I u T dx o AU X
que resulta
1]t L [*mm 1 L
—U ldx + —— cosu du =—[x|L +——senu 2mn]=
20J_, 2mm J)_ypn 20 1-L  2mn —2mmn
1[(L+L)+ L <2mnx)|L]—
2 om0\ L =Ll T
1 QL) + L <2an) 2mm(—L) B
> - sen|— sen I =

%{(ZL) + T [sen (2mm) + sen (Zmn)]} =

1 L 1 L
3 [(ZL) + o 2 sen (Zmn)] =3 [(ZL) + T 0] =1L.

mmnx nmx

Pode-se verificar também a integral (6), substituindo e — de forma

analoga a anterior, assim temos:

sen(A + B) + sen(A — B) = senAcosB + senBeosA + senAcosB — senBeosA

senAcosB = =[sen(A + B) + sen(A — B)], dai

N |-

fL sen(m) cos(ﬁ)dlefL sen(mnx+ﬂ)dx+fL sen(@_@)dx=
_L L

L L 2) L L _L L L
1 [ L ((mn + nn)x) L ((mn — mt)x)] | L
|- cos — cos| —— =
21 mm+nm L mm — nmw L —L
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_%{[mni nm €os ((mn -Il_lnn)L) B mT[i— nm €0s <(mn : TZT[)(_L))]

N [ L cos ((mn — mz)L) 3 L cos ((mn - nn)(—L))B _

mm — nmw L mm — nmw L

—%[(m+n)n+(m—n)rt] =0

sem+népare m+néimpar, temos (1—-1) = 0.
Do mesmo modo, € possivel integrar (7) com m # n:

cos(A — B) — cos(A + B) = cosAcosB + senAsenB — cosAcosB + senAsenB

1
senAsenB = 3 [cos(A — B) — cos(A + B)]

[} sen ) sn (5= [ s (U 2~ [ o (554228

1 L (mm —nm)x\ | L [ L ] (mm + nm)x | L
= 2 |mm — " L 1 |mm +nm) " L —L

%{mnl; _ lsen (an— nmw L) een <(m7rL— nn) (‘U)l

L [sen (mn + nn) L — sen (mn + nn) -1 } _

mm + nw L L

1
—=10+0] =0.
S[0+0]

E para m = n, obtem-se que:

senAsenB = =[cos(A — B) — cos(A + B)] = sen? A = =[1 — cos24]

N| =
N =

f_LL sen (mztx) sen (mLTx) dx = f_LL sen? (?) dx 9)

Assim, usando uma das identidades sobre medidas mudultiplas no segundo

membro da Equacgao (9), temos
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1J‘L . <2mﬂx> p 1 ULl p fL <2mnx> p l

— — CoS X == X — coS x| =

2 —L L 2 —L —L L

1 L L 2mtm 1 L L Zmn
—f 1dx——f cosu du =—[x| ———senu ]=
21J)_ 2mm J)_ypn 2 —L 2mn —2mn

L —

300 gamsen (7)1 -

L
1 L 2mrl 2mm(-L)
E{(ZL) — [sen ( I ) — sen <—L )l} =
1 —
E{(ZL) g [sen (2mm) — sen (Zmn)]} =

I

ApOs analisar os coeficientes das fungdes ortogonais ¢, faz-se necessario
compreender e verificar o carater periddico, para conferir se o produto u(x) - v(x) e
qualguer combinacao linear a,u(x) + a,v(x) também sao periédicos em um periodo

T. Assim, tem-se:

Definicdo 2.5.1. Uma funcao f é dita periddica, com periodo T > 0,se f(x + T) =
f (x), para todo valor de x no dominio de f tal que x + T também pertenca ao
dominio de f. O menor valor de T, para o qual a funcao é perioddica, € denominado

periodo fundamental de f.

Sabe-se que as funcbes sen(x) e cos(x) satisfazem a definicdo acima, com
periodo fundamental T = 2, assim como (pode-se demonstrar que) as funcbes

sen(ax) e cos(ax) permanecem periddicas, porém apresentam periodo fundamental

21 A . ~ mmnx mmx .
T = —. Por consequéncia, as funcdes sen (T) e cos (T) — amplamente utilizadas

no desenvolvimento da série de Fourier — sdo periddicas com periodo fundamental

T =2

m
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2.5 Teorema da Convergéncia de Fourier

Na tentativa de definir uma série trigonométrica — a Série de Fourier — da

forma periédica f de periodo 2L

f_LLf(x)dx = f_LL%dx + Xres f_LL (an cos (nLﬂ) + bysen (nLﬂ», (1)
associada a funcdo f, podemos encontrar expressfes que determinam o0s
coeficientes ay, a, € b,.

Entretanto, para isso € necessario primeiramente fazer-se uma analise
referente a fungbes trigonométricas, ja que, € importante perceber-se quando esta é
dita par ou impar, visando sua contribuicdo na hora da resolucdo de problemas, ja
gue por meio delas é possivel simplificar essa tarefa. Dessa forma, tem-se que toda
funcdo y = g(x) é dita par se g(—x) = g(x), para qualquer x, e seu gréafico &
simétrico em relacdo ao eixo das ordenadas (y). Uma funcdo y = h(x) € dita impar
se h(—x) = —h(x), para todo x, e seu grafico & simétrico em relacdo a origem dos
eixos xy.

Identificar se uma funcdo € par ou impar contribui também no estudo do
comportamento de seu grafico, visto que para x >0 pode-se, utilizando os
argumentos de simetria, concluir o que acontece em todo dominio da funcao.

Se g(x) é uma funcgéo par, entdo

[f g@)dx =2 [} g(x)dx. 2).

Se h(x) € uma funcdo impar, entao

JLh(x)dx = 0.
-L

Cabe salientar que a funcéo produto q(x) = g(x) - h(x), de uma g funcédo par

por uma funcdo h impar, é impar, pois

q(=x) = g(=x) - h(=x) = g(x) - (= h(x)) = —q(x).

A série de Fourier € uma série trigopnométrica, envolvendo uma soma de

funcdes senos e cossenos, sendo a funcgao cos (nLix) par e a funcéo sen (?) impar.
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Desta forma, se f(x) for par, entdo f(x) - sen (?) sera impar, igualmente, se f(x)
for impar, entdo f(x) - cos (nLﬁ) sera impar.

Para determinar o coeficiente a, basta integrarmos (1) termo a termo
utilizando as relacdes de ortogonalidade supracitadas:

La, - L nmx - L mmx
f —dx+2anf cos(—)dx+2bnf sen(—)dx=
-L 2 n=1 -L L n=1 -L L

a nmxy - L mrxy |-
7x|_L +—sen (T)|—L — oS (T)l_L
Assim, resultando
agl apl
2 T2 e 7
L nilL L 1 IANY
—sen(—)— ——sen(—) =—-0+—-0=0 =
nm L nm L /)| nm nm
L mrL L IANY L L
——cos (—) — | ———cos (—) = ——cosmm + — cos(—mm)
mm L mm L ] mm mm

L
= ——— (cosmm — cosmm) = 0
mm

como cosseno é par, entdo

logo, podemos deduzir que

1 L
%=ZLJQMx 3)

Multiplicando cada membro da Eq. (1) por cos (nLix) obtém-se a,,

f_LLf(x)cos (?) dx
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%cos (n7LTx dx + Z anf cos n:x) cos (nzx) dx
L =
+ anf sen nnx) cos (nLﬂ) dx =

0 que resulta

f_LLf(x)cos (nLﬂ) dx = a,L

logo,
B 1J‘L ) (nnx)d A
an—L_focos I X. (4)
Multiplicando a Eq. (1) por sen( ) temos by:
[[resen(F)as-
_Lf x)sen L X =
ao nnx nnx nmx
_Lisen( I dx+ZanJ cos I ) sen( I )dx
- L nmx nmx
+ z bnf sen (—) - sen (—) dx
o] L L L
assim,
j f(x)sen( )dx—bL
entéo,

f f(x)sen (mth) dx. (5

Portanto, uma fungéo periddica continua por partes pode ser calculada por
meio de uma série de Fourier.

Desta forma, constata-se que a série de Fourier de uma funcéo periodica par

f(x), com periodo 2L € uma série de Fourier de cossenos
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nmx
f(x) =a, +Zan-cos (_L )
n=1
com coeficientes

nmx

1 [t 2 [t
a0=zf f()dx, an=zf f(x)-COS( I )dx, n=123,
0 0

enquanto que a série de Fourier de uma funcéo periédica impar f(x), com periodo

2L é uma série de Fourier de senos

flx) = i b, - sen (nLﬂ)
n=1

com coeficientes

2 (L nix
b, == f(x)-sen (—) dx.
LJ, L
E, os coeficientes Fourier de uma soma f; + f, sdo as somas dos coeficientes
de Fourier de f; e f,.
Porém, é imprescindivel estabelecer hipoteses sobre a fungédo f de forma a
conhecer o comportamento e a convergéncia dessa série.

Para tanto, faz-se necessario definir a nocéo de seccionalmente continua.

Definicdo 2.5.1. Uma funcdo f é dita seccionalmente continua em [a,B] se for
continua nesse intervalo exceto, possivelmente, em um numero finito de pontos e

apresentar descontinuidades finitas nesses pontos.

Nesse sentido, relacionando a tematica, tomando o eixo axial da barra de
material homogéneo de sec¢do transversal e uniforme e de comprimento de 0 a L,
pode-se tomar pontos entre os extremos do intervalo [0, L], tais como a =0 < x; =
L, <x,=L,<--<L=p, obtendo assim pequenos subintervalos (0,L,), (Ly,L,),
(L, L3), ..., (Ly, L). A funcdo u(x,t) “é continua em cada subintervalo” se esta, “tende
a um limite finito nas extremidades de cada subintervalo, quando aproximadas do

interior do subintervalo.”

Estamos, agora, em condi¢cdes de formalizar o resultado seguinte, conhecido
como o Teorema da Convergéncia de Fourier.
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Teorema 2.5.2. Considere f e f' funcdes seccionalmente continuas no intervalo

(=L, L). Suponha, além disso, que f seja definida fora do intervalo (—L, L) de forma
que f(x) = f(x + 2L). Entéo, f tem uma série de Fourier dada pela expresséo

L

f(x) = %ao + Yo (an cos (nLﬂ) + b,sen (n”x)>, (D
cujos coeficientes sao dados por

a, = %f_LLf(x) cos% dx (n=>0) (2)

b, = 1f_LLf(x) sennLﬂ dx (n = 1). (3)

L

A série de Fourier converge para f(x) em todos os pontos onde f é continua.
Nos pontos de descontinuidade de f, a série converge para a média dos limites
laterais

flxt)+ f(x7)
2

(4)

Demonstracao: Ver Boyce e DiPrima (2010, p. 504).

Dessa forma, podemos observar que (4) € o valor médio dos limites laterais
no ponto x, e sendo esta funcdo continua em qualquer ponto deste intervalo teremos
que, f(x*) = f(x™) = f(x), logo a serie de Fourier converge para esse valor médio.

Assim, sabemos que a série de Fourier de f converge, em cada ponto x, para
a meédia dos limites laterais no ponto x, visto que, f(x) é uma funcdo periodica e
seccionalmente continua em cada um de seus intervalos limitados tendo um namero
finito de extremos locais. Portanto, quando f(x) for continua em x,,
consequentemente

fO0®) = f(o™) = f(xo) entdo, f(xp) = LEZDHLE+0)

Seja F um prolongamento de uma fungcdo f a todo dominio R tal que F é
periodica de periodo 2L — isto é, no intervalo (— L,L) —, e o seu grafico se repete a
cada 2L unidades ao longo do eixo dos x. Logo, a fungdo F é dita uma extenséo

periddica de f, com periodo 2L.
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Assim, dizer que a série de Fourier converge para f(x)no intervalo —L <

x < L significa também que a série de Fourier converge para uma extensao

periddica de f, com periodo 2L.
Do teorema 2.5.2. tem-se que: Seja f(x) uma funcdo seccionalmente

continua num intervalo | — L,L[, o qual tem apenas um numero finito de extremos

locais. Entdo a série de Fourier de f, dada por

— nmx nmx
A, + Z[An cos(—-) + Bysen(—)]

n=1

onde

1 L
AO = Z f_Lf(x)dx
1 (L nix
A, = —j f(x)cos(—)dx,n = 1,2,3,-
L), L

1 *t nmx
B, = T j_Lf(x)sen(T)dx,n =123,

converge em cada ponto x, €| —L, L] para% [f(xo™) + f(xeD]

A série de Fourier de f(x) no intervalo [—L, L] converge, nos pontos —L e L,

para o mesmo valor. Com efeito, fazendo x = —L ou x = L, obtém-se 0 mesmo

resultado

ao -
> + Z a,, cos(nm).
n=1
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3. METODOLOGIA

Para encontrarmos uma solugcao u(x,t) — ndo nula, que satisfaz a equagao
diferencial e as condi¢Ges iniciais e de contorno —, e respondermos a questdo de
pesquisa, desenvolveu-se um estudo aprofundado sobre as equagOes diferenciais
parciais, a equacdo do calor, a resolucdo de Equacdes Diferenciais Ordinarias
(EDOs), autovalores e auto fungdes, o problema de Sturm Liouville e a Série de
Fourier, bem como a aplicacdo da técnica de separacdo de variaveis, que é
apresentada e implementada em diversas bibliografias, ou seja, a pesquisa
fundamentou-se em materiais ja publicados, dando a este trabalho o carater
bibliografico (GIL, 2010).

Além disso, utilizaram-se hipéteses simplificadoras a fim de compreender a
modelagem do fendbmeno que envolve a propagacdo do calor em uma barra e
buscou-se, assim, entender o raciocinio utilizado por Fourier no século XIX. Para
isso, fez-se uma analise de tais hipéteses, visando interpretar os dados bibliograficos
levantados. Nesse sentido, entendemos que a pesquisa adota, também, carater
exploratdrio, visto que:

As pesquisas exploratérias tém como propdsito proporcionar maior
familiaridade com o problema, com vista a torna-lo mais explicito ou a

construir hipéteses. Seu planejamento tende a ser bastante flexivel, pois
interessa considerar os mais variados aspectos relativos ao fato ou

fenémeno estudado [...] (GIL, 2010, p.27).

A medida que a pesquisa tedrica se desenvolveu, os conceitos, definicdes,
teoremas, lemas — e demais conhecimentos relevantes — foram apontados, com a
finalidade de levantar dados e destacar propriedades/caracteristicas importantes do
referencial, objetivando tanto a formalizacdo (e a ambientacdo) mateméatica quanto a
correta resolucdo do problema proposto.

Sendo assim, foi necesséario analises, apontamentos e discussdes sobre o
referencial tedrico e metodoldgico para, enfim, mobilizarmos o0s conceitos
matematicos que, em linhas gerais, envolveram: a aplicacdo da Separacdo de
Variaveis u(x,t) = X(x) - T(t) (utilizando “—4%” como constante de separacdo) e a
transformacdo da equacdo do calor a?u,, =u,, em duas EDOs; associando o

autovalor A = nL—” a uma autofuncdo X,(x), obtendo assim, uma funcdo u,(x,t) =
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X,(x) - T,,(t), que apesar de ainda ndo ser a solugdo procurada, apresentou uma

solucao em série pelo principio da superposicéo

o)

u(x, t) = Z Cp * Up (X, 1).

n=1

Esta solucdo, enfim, dependeu de coeficientes c¢,, que, em correspondéncia a
condicdao inicial, puderam ser identificados pela semelhanca a uma série de Fourier
em senos. Permitindo ser verificado — ao implementar o método da separacdo de
variaveis — se havia uma solucdo para o problema de valor inicial e de contorno
utilizando propriedades da série de Fourier.

Visando resolver o problema proposto na monografia, houve a necessidade
de dividi-lo em etapas, para melhor organizacdo e compreensdo, para isso, foi
considerada uma EDP — a equacdo do calor — para a partir dela, obter-se uma
solucéo que satisfaca, simultaneamente, as condi¢des inicial e de contorno.

1° Etapa: empregou-se o método de separacdo de variaveis para obterem-se
duas EDOs, por meio de uma constante de separacao.

2° Etapa: aplicou-se as condi¢cBes de contorno verificando trés possibilidades
para a constante de separacdo A, sendo estas: A =0, 1 <0 e 4> 0, na busca por
solugdes ndo triviais para as EDOs obtidas. Sendo também necessario utilizar o
problema de Sturm-Liouville regular para determinar autovalores e autofuncbes que
proporcionam uma expressao caracteristica, essencial na obtencdo de uma familia
de solucbes fundamentais.

3° etapa: determinou-se uma solugéo que satisfaz a condic¢&o inicial, por meio
de uma série, verificando a periodicidade e a ortogonalidade das funcbes e
aplicando o principio da superposi¢cdo. O que possibilita 0 reconhecimento de uma
série de Fourier de senos, sendo necessaria a utilizacdo do teorema da
convergéncia, permitindo assim, encontrar-se uma solucdo em série para a equacao

do calor.
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4. APRESENTACAO DA PESQUISA E ANALISE DOS RESULTADOS

No presente trabalho de conclusdo de curso, investigou-se um problema
cldssico no estudo de equacdes diferenciais parciais — a equacdo do calor — que
modela a propagacgéo de calor em uma barra de sec¢éo transversal uniforme e de
material homogéneo.

Para responder o seguinte problema de pesquisa: com o0 uso de uma técnica
de resolucéo de equacgOes diferenciais parciais — e por meio de estudo embasado na
Série de Fourier e na retomada de conceitos de célculo diferencial e integral — como
obter uma solucdo de um problema relacionado a propagacdao do calor em uma
barra de secéo transversal uniforme e de material homogéneo?

Logo, fez-se necessario determinar o comprimento finito L do eixo de uma
barra por meio do eixo x, de maneira que as extremidades do objeto fossem
representadas por x= 0 e x = L. Para tanto, tomou-se os lados da barra
corretamente isolados, de forma que n&o existe transmissdo de calor e as
dimensdes da sec¢do transversal sdo despreziveis, de maneira que ali a temperatura
pode ser considerada constante.

Assim, tem-se o problema proposto pelas equacoes:

a? Uy, = Uy, 0<x<L, t>0, (1)
u(x, 0) = f(x), 0<x<IL, (2)
u(0, t) = u(L, t) =0, t>0. 3)

Visto isso, determinaremos uma solugdo u(x,t) de (1) que satisfaz as

condicdes (2) e (3). Logo o problema sera resolvido por meio de trés etapas.

Primeira etapa: inicialmente, determinamos as possiveis solucfes de (1) aplicando
0 método de separacdo das variaveis, visando satisfazer as condicées de contorno
(3).
Para isso, tomaremos a funcéo

ulx,t) = X(x)-T(t) 4)
para deriva-la uma vez a t e duas vezes em relagéo a x, isto €,

u(x,0) = X(x) - T'(t)

Uy (x,0) = X'(x) -T(2)
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Une(x,8) = X" (x) - T (D),
assim u; = a’u,,, entdo
X(x) - T'(t) = a?X"(x)T(¢),
logo, por meio da separacao de variaveis, obtemos a equacao equivalente

X"(x) T'(t)
X(x)  a?T(t)

)

Observa-se em (5) que o primeiro membro depende unicamente de x,
enquanto o segundo membro depende somente de t. Assim, ambas as expressoes
devem ser iguais a uma constante, digamos A, porque se a expressao do primeiro
membro nédo for constante, uma mudanca de x eventualmente muda o valor desta
expressao, mas possivelmente ndo muda o segundo membro, porque esse depende
de x. Analogamente, se o segundo membro nao for uma constante, o valor de t
seguramente transformard o valor dessa expressdo, mas ndo mudara o primeiro
membro.

Se, em (5) designarmos uma constante de separacdo por -4, entdo a

equacao sera

X'"(x) T'(®)
Xt T (6)

A equacéo (6) fornece imediatamente duas equac¢des diferenciais ordinarias.

Sendo elas
Xll(x) B /1 . B /1
X0 =-1=>X"(x)=-21X(x) >
X'(x)+2X(x) =0 @)
T'(t) 3 E) = —g2
T =-A=>T'(t) = —a“AT(t) =

T'(t)+a?AT(t) (8)

Nas equacdes (7) e (8) 41 é ainda uma constante de separacdo. Logo, cada
uma das equagdes pode ser resolvida rapidamente para qualquer valor de A, sendo

o produto destas, uma solucao da equacao diferencial parcial (1).
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No entanto, buscam-se somente solu¢des as quais satisfacam, também, as

condi¢bes de contorno.

Segunda etapa: Ao substituirmos a funcéo (4) na condi¢cdo de contorno em x =0
temos que
ulx,t) = X(x)-T(t) =0

u(0,t) = X(0)-T(t) =0
u(L,t) = X(L)-T(t)=0

Cabe salientar que T(t) ndo pode ser zero, pois resultaria u(x,t) = 0, entdo
X(0) = 0. Analogamente se x = L implica em X(L) = 0.
Considerando (7), analisaram-se trés possibilidades de valores que A pode

assumir, sendoestas, 1 =0,1<0e 1> 0.
1°possibilidade: A =0
X'xX)+2Xx)=0=2X"x)+0-X(x)=0=2X"x))+0=0=2>X"(x)=0

logo, integrando
X"(x)=0
obtém-se
X'(x) = constante ¢
que implica numa antiderivada
X(x) =cx+d.

Calculando a fungdo X(x) a partir das condi¢des de contorno

X(0) e X(L)

tem-se

X(0)=c=0 e X(L)=c-L+d=0
logo
X(x)=0

€ uma solucdo trivial para primeira possibilidade, logo ndo nos interessa.
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2°possibilidade: A< 0

Tomamos 1 = —k?, isto é, um valor estritamente negativo para A. Assim

temos
X"(x) + (—k?) X(x) = 0.

Para resolvé-la, utilizou-se o problema de Sturm-Liouville regular

X'"(x)—k*X(x)=0
X(0)=0 X(L)=0
em que reescrevemos a equacdo na forma

%[1 X' O]+ (k) X(x)+21-0-X(x) =0

ou seja, para

d
2 1) - X' )] +p(0)X () + Aq(x)X(x) = 0

consideramos
r(x) =1 p(x) =—-k* q(x)=0.
Além disso, temos X(0) = 0 e X(L) = 0 ou, reescrevendo,
1-X(0)4+0-X'(0)=0
1-X(L)+0-X'(L)=0
ou seja, a; = a, =1 e B; =B, =0, nas condicbes
a,; X(0) + B, X'(0) =0
a,X(L) + B, X' (L) =0
de Sturm-Liouville.

Tomando

Xx)=e™=>X'(x)=re™ e X'(x)=r2"™

)
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substituindo (9) na equagéo, obtém-se
X'"(xX)—k*X(x)=0=>712e™—k?e™ =0
(r? —k?)-e™ =0. (10)

Para (10) ser valida, a fungdo X(x) = e™ nao podera ser nula. Logo r? — k? =
0, obtendo-se assim, uma equacao caracteristica, e resolvendo a mesma, temos
r2—k2=0=r2=k?=>r=+/k2
=r = +k.
Desse modo, consideramos X(x) = c; - e ** + ¢, - e** uma solugéo por EDO.
As solucbes gerais também podem ser expressas a partir do seno hiperbdlico
e cosseno hiperbdlico, definidos por

ekx_e—kx ekx+e—kx

senh(kx) = e cosh(kx) =

2 2

determinando, assim como solugéo geral
X(x) = cycosh(kx) + c,senh(kx). (1D
Aplicando as condicfes de contorno X(0) = 0 e X(L) = 0 em (10) tem-se
X(0) = ¢; cosh (0) + ¢, senh (0) =
X(0) =cycosh (0)+0=

X(0)=c¢,-1=0

X(L) = ¢, cosh (kL) + c, senh (kL),

sabendo que ¢; = 0 temos
X(L) = ¢, senh (kL),

sendo L o comprimento da barra, implica L #0 e com 1< 0 entdo k # 0. Sendo
assim, constata-se que c, = 0.
Assim
X(L) =0- cosh (kL) + 0 - senh (kL)
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logo, X(x) =0 € uma solugdo trivial u(x,t) =0-T(t) =0 para a segunda

possibilidade. Sendo assim, a mesma nao nos interessa.
3°possibilidade: 2 >0

Tomando A = k2, isto €, um valor estritamente positivo para 1. Assim temos

temos:
X"()+k2X(x) =0 (12)

obtendo, novamente, um problema de Sturm-Liouville regular, em que
X"(x)+k*X(x)=0
X(0)=0 X(L)=0

no qual, identifica-se q(x) = k2,

Para resolvé-la, utilizou-se o problema de Sturm-Liouville regular

X"(x)+k*X(x) =0
X(0)=0 X(L)=0

em que reescrevemos a equacao na forma

j_x[l X'+ (k) X(x) +2-0-X(x) = 0

ou seja, para

d
2 1) - X' )]+ p()X () + 2q(x)X(x) = 0

consideramos
rx)=1  px)=k* qkx)=0.
Além disso, temos X(0) = 0 e X(L) = 0 ou, reescrevendo,

1-X(0)+0-X'(0)=0
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1-X(L)+0-X'(L)=0
ou seja, a; = a, =1 e B; =B, =0, nas condicbes

a:X(0) + 5, X'(0) =0

a,X(L) + B,X'(L) =0
de Sturm-Liouville.

Tomando
Xx)=e™=>X'(x)=re™ e X'(x)=r2"™ (13)

substituindo (13) na equacéo, obtém-se
X'"(xX)+k?*?X(x) =0>r2e™ —k2e™ =0
(r’+k%)-e™=0. (14)

Para (14) ser valida, a funcdo X(x) = e™ nao podera ser nula. Logo r? + k? =

0, obtendo-se assim, a equacao caracteristica, temos
rP+k2=0=>r2=—k?sr=4J-k2= r=+J/-1k,

sendo r = tki raizes complexas.

Aplicando as condi¢des de contorno em X(x) = c¢;sen(kx) + ¢, cos(kx), temos
X(x) = cysen(kx) + ¢, cos(kx) = X(0) = ¢, sen(k0) + ¢, cos(k0)

X(0)=O+C21 = X(0)=C2=0

para
X(L) = ¢y sen(kL) + ¢, cos(kL) = X(L) = c, sen(kL) +0
X(L) = cq sen(kL) = 0.

Dessa forma, se c¢; = 0, resultaria novamente em X(x) = 0, teriamos uma
solucéo trivial, porém este ndo € nosso objetivo. Suponhamos que c¢; # 0, assim
temos que

c; sen(kL) =0 = sen(kL) =0 = kL=nmcomn=1,2,3,...
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nm

Como as solucdes sao fungdes trigpnométricas, tomamos kL = nm = k = -

comn =1,2,3,... como autovalores associados ao problema de Sturm-Liouville e

nmx
X,(x) =c, sen (T) (15)
séo suas respectivas autofuncoes.
2.2
Tomando as resolucbes de (7) resolve-se a (8), substituindo A = nL’ZT . Pais,

seja
n?m?

L2

;1=k2:>,1="L—”:>,1= comn=123,..

sao, portanto, chamados de autovalores (ou valores caracteristicos), para 0s quais o0

problema de contorno apresentou uma solucdo ndao-trivial. As solucdes que

. nmx . nmx
decorrem dos valores 1, tais como y = c;sen (%) ou simplesmente y = sen (%)

séo chamadas autofuncdes (ou func¢des caracteristicas) (ZILL, 2001, p. 224-226).

n2

2
f temos que a solucéo sera dada por uma
L

Assim sendo, com 1> 0= k? =

familia de equacbes
2.2

T, () + a? (”Lf ) T(t) =0

e verifica-se que

2

T+ () T =0 = T'()=-a? (”L’;z) T =

2

)T s A= (CD)ar s

dT 2 (nzﬂr2
— = -
dt L2

L2

1 n?m?
fde = —az( 12

Jfae s mr@l=-a?(C5)e =

emIT®l = e_a2<ni_gz>t = T() = e_a2<ni_gz)t

logo temos
2 TLZT[Z)t

T() =cse (L_2

entdo podemos considerar
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5 (n?m?

u,(x,t) =X, (x)-T,(t) = A, - e & (L_Z)t . sen (n[,ﬂ)

como solug¢des fundamentais.

Visto que, a equacéo diferencial e as condi¢cdes de contorno sao lineares e
homogéneas, verifica-se que havera solu¢cdes fundamentais para qualquer
combinacdo linear finita, logo consideramos que para as combinacdes lineares

infinitas das solu¢des fundamentais também esteja certa esta afirmacao.
Terceira etapa: Considerando agora, o problema de valor inicial

u(x,0)= f(x), 0<x<L

desta forma,
nmx

u(x,0) = A, - sen (T) = f(x)

entretanto, ndo se pode afirmar que f(x) € uma funcdo periddica. Sendo assim,
supor apenas u,, como solucado nao é o suficiente para se verificar a condi¢éo inicial,
logo utilizando a Proposi¢cdo 2.1.1.1, que fala sobre o principio da superposicao,

ajuda a garantir que

2.2

u(x,t) = Z U, = Z A, e_az(n; )t - sen ("Lﬂ) (16)
n=1 n=1

deve satisfazer a condicao inicial (2). Além disso,

e
u(O,t)zZAn-e 2 )" -sen(0) =0, Vt>0
n=1
N (B
u(L,t)=ZAn-e > )" - sen(nm) = 0, Vt>0
n=1

satisfazendo, também, as condi¢des de contorno (3).

Para que as condicdes iniciais (2) sejam satisfeitas, devemos ter

REX)

u(x,0) = f(x) = Z.O:An - sen (T
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Reconhecemos, nesta Ultima expressdo o0 desenvolvimento (de meio

intervalo) de f em uma série de Fourier em senos.
Decorre da (secao de série de senos e cossenos) que sO pode ocorrer

nmx

A, = %f:f(x) - sen (T) dx. 17)

Substituindo (15) em (14) obtém-se:

2.2

u(x,t) = %i (fOLf(x)sen (nLﬂ) dx) _ e—a2<nL’2T )t - sen (nLﬂ)
n=1

gue é uma solucdo em série para a equacdo do calor nas condi¢des iniciais e de

contorno (2) e (3), respondendo assim a questdo de pesquisa proposta nesta

monografia.

Outras solucdes podem ser encontradas ao atribuirmos diferentes valores
para as condicdes inicial e de contorno. Para tanto, apresenta-se abaixo um

exemplo considerando o problema de pesquisa.

Exemplo!: Considerando uma barra de metal com 30m de comprimento, isolada nos
lados, inicialmente a uma temperatura u (x, 0) em toda barra, determine a equacéao

do calor considerando as seguintes equagoes.

a2 Uy = Uy, 0 <x <30, t>0, (18)

u (x, 0) = 60 — 20x, 0 < x < 30, (19)

u(0, t) =20  u(30, t) = 50, fS0. 20)

encontrando a distribuicdo de temperatura no estado estacionario e o problema de

valores de contorno, o qual determina a distribui¢c&o transiente.

Primeira etapa:

ulx,t) = X(x)-T(t) (21)
temos
u(x, t) = X(x) - T'(¢)

1- Problema disponibilizado em: BOYCE E DIPRIMA (2015, p. 524-525). 49



u (%, t) = X'(x) - T(¢)
Urr(x, 8) = X"(x) - T(¢)
assim u; = a?u,,, entdo
X(x)-T'(t) = a?X"(x)T(¢t)
logo
X" (x T'(t
X(Ec)) - aZT((z)' (22)

Usando em (22) uma constante de separacao - 1, entdo a equacao sera

X' T
X(x)  a?T(t)

- (23)

Da equacéo (23) resulta

Xll(x) B /1 . B /1
X0 =-1=2>X"(x)=-1X(x) =
X'(xX)+1X(x)=0 (24)
T'(t) ,
2T =-A=T'(t) = —a?AT(t) =0 =
T'(t)+a?AT(t) = 0. (25)

Nas equacdes (24) e (25) 1 € uma constante de separa¢ao. Logo, buscam-se

solugdes as quais satisfacam as condi¢des de contorno.

Segunda etapa: Ao substituirmos a fungéo (4) na condi¢cdo de contornoem x =0 e
L = 30, temos que
ulx,t) = X(x)-T(t)

w(0,t) = X(0)-T(t) =20 =T,
w(30,8) = X(30) - T(t) =50 = T,

de forma que (18) e (19) permanecem inalteradas.
Esse problema pode ser reduzido a um problema de condigbes de contorno
homogéneas, para aplicar as técnicas trabalhadas na pesquisa, visto que, quando
50



t - oo, obtemos uma temperatura estacionaria Y (x), que independe do tempo t e
das condicdes iniciais.
Logo, sua derivada em relagéo ao tempo Y (x) é nula e a equacao (18) fica

Y'(x) =0 0<x<30 (26)
entao
Y'(x)=c

e, a distribuicdo de temperatura no estado estacionario ¢ uma funcéo linear de x.

Ademais, Y (x) deve satisfazer as condi¢des de contorno
Y(0)=20 e Y(30) =50 (209

gue sao validas, até mesmo quando t — co.

A solucéo da Eq. (26), que satisfaz as Eq. (20’), é

Y (x) = (50 — 20) % +20 = Y (x) = x + 20, (27)
pois Y (x) = (T, — Ty) ’L-‘ + Ty

Retornando ao problema inicial, as Eqgs. (18), (19), e (20) expressaremos
u(x,t) como a soma da distribuicdo de temperatura no estado estacionario Y (x) com

outra distribuicdo (transiente) H(x, t), sendo (re)escrita como
ulx,t) =Y(x)+ H(x,t) (28)
porém, isolando H(x,t), temos
H(x,t) = ulx,t) —Y(x)
e aplicando (19) em H(x,t), temos
H(x,t) = (60 — 2x) — (x + 20)
H(x,t) = 40 — 3x. (29)
Dessa forma, a solucéo transiente H(x,t) satisfaz a equacédo do calor

Hy = Hyy, (30)
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(19) e as condicdes de contorno homogéneas
H,t)=0 e  H(30,t)=0, (207)
coma? =1e L =30 etomando H,(x,t) = X,,(x) - T,(x), temos
Hi(x,t) = Xp(x) - To(0), Hy(x, 1) = Xp(x) - Tp(t) © Hye(x,t) = Xp"'(x) - T (D).
Assim, entdo (29) é (re)escrita como
Xn () T (6) = X, - T ()
logo, pela equivaléncia, temos

Xn"(x) _Th(®) _

X0 L@© G
Da equacéo (31) resulta
Xp(x)+1X,(x)=0 (32)
e
T,(t) + AT, (t) = 0. (33)

Por A ser uma constante de separacdo e buscarmos solugdes as quais
satisfacam (30) e (20%).

Trabalhando a condicdo de contorno em x =0 e x =L = 30 na igualdade
Hy,(x,t) = X,(x) - T,(x), temos que

H,(0,6) = X,(0)-T,(t) =0 e H,(30,) = X,,(30)-T,(t) =0

com T,(t) # 0. Nessas condicdes, tomamos A > 0, isto é, A= k2. Utilizando o

problema de Sturm-Liouville regular e (32) resulta
r(O)Xn () + p(0) X, (x) + 2g(x)Xp (x) = 0,
emque r(x) =1, p(x) = k% e q(x) = 0, 0 que garante
a1 X, (0) + 3, X,(00=0 = a;-0+p,X,(00=0
@, X,(30) + BoX1(30) =0 = a, 0+ B,X,(30) =0
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e, para X;(0) # 0 e X;,(30) # 0, temos B, =B, =0, 0 que resulta a; # 0 e a, # 0.
Logo, podemos tomar a; = a, = 1.

Seja X,,(x) = e™*, teremos a equacao caracteristica
r’+k*’=0 = r=+ki,

e, determinando X, (x) = c;sen(kx) + ¢, cos(kx) como uma solucdo por EDO e,
aplicando as condi¢cbes de contorno (20”) nesta e, para x =0, temos ¢, =0 e

c;sen(30k). Tomando c¢; # 0 temos

nm
c;sen(30k) =0 = 30k =nnm =>k= %,n =123,

gue sao autovalores associados ao problema de Sturm-Liouville regular e

nnx)

X,(x) = clsen( 30

(34)

gue sao autofuncgdes.
2.2
Paral> 0 e k? = =, temos que a solucdo obtida a partir de (33) é
900

n?m?
—|an-)t
Tn(t) = cze (900),
entdo podemos considerar que

n-m

H,(x,t) = X,(x) - T,(x) = H,(x,t) = Ane_(—%o ) sen (%)
sao solugdes fundamentais.

Terceira etapa: Sabendo que u(x, t) foi (re)escrita como (28), temos
71271'2
u(x,t) = x+ 20+ Z;’leAne_( 900 )t - sen (%)
em que
nmx

30)dx, n=1,23,

30
A, = 15[ (60 — 2x) - sen(

Obtendo assim,

n2n?

uCe,6) = x+ 20+ 232 (260 — 20) -sen (2) dx) e [500) - sen (222)

30

gue é uma solucdo em série para a equacdo do calor nas condicdes iniciais e de

contorno (19) e (20) deste exempilo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Diante da pesquisa apresentada foi possivel aplicar uma técnica para
resolucdo de equacdes diferenciais parciais no intuito de resolver um problema
relacionado a equacdo do calor e, para isso, foi necessario reaver, ampliar e
compreender conceitos de Célculo, Algebra, EDs e séries.

No decorrer do desenvolvimento da pesquisa, fez-se um estudo aprofundado
de equacgbes diferenciais, sendo possivel perceber a importancia desta em
problemas reais da Fisica, da Engenharia e na prépria Matematica.

Para conclusédo da pesquisa nessa tematica, foram necessarios estudos que
auxiliaram a obter os resultados e consideracfes, isso explica a necessidade de
concluir os componentes curriculares de Algebra Linear e EDO — como foram
mencionadas no projeto de TCCI —, visto que para resolver uma EDP foi utilizada a
técnica de separacdo de variaveis, a qual possibilitou transformar a mesma em duas
EDOs. Sendo que estas poderiam ser solucionadas de forma mais simples
utilizando: as condi¢Bes iniciais e de contorno, o principio da superposicao e
linearidade e na sequéncia, o problema de Sturm-Liouville regular, que permitiu
encontrar autovalores e autofuncdes para obtermos uma relacéo de ortogonalidade.

Ao ser aplicado o método de separacdo de variaveis, foi importante estudar
sobre a constante de proporcionalidade, a qual é considerada a condutividade
térmica da barra, assim como mencionado no referencial teérico sobre a equacéo do
calor.

A partir disso, foram feitos estudos sobre a periodicidade e ortogonalidade de
funcdes, por perceber que no desenvolvimento do problema estava se definindo
uma série de senos e cossenos. Assim, levou-se em consideracdo o estudo de
funcdes pares e impares, que resultou em uma série de senos e, por conseguinte, foi
possivel chegar ao estudo das séries de Fourier. Dessa forma, fez-se um estudo
detalhado sobre a convergéncia deste tipo de série, verificando a continuidade, para
chegar em uma solucédo geral por meio dos coeficientes obtidos no desenvolvimento

da série de Fourier. Obtendo assim a solucéo

u(x, t) = %i (JOLf(x)sen (nLﬂ) dx) - e‘“%%)t . sen (nLﬂ)

gue responde ao problema de pesquisa proposto.
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Esta pesquisa proporcionou o estudo de varios conceitos e de manipulagdes
algébricas — muitas ja vistas no decorrer do curso, porém sem um devido significado
de minha parte —, sendo assim, motivou o interesse em estudos matematicos de
problemas reais, apesar de inicialmente o problema ser desenvolvido de forma
hipotética, visto que, no decorrer do trabalho, verificaram-se outras possibilidades
para as condi¢cdes iniciais e de contorno, podendo elas oportunizar a compreensao
deste fendbmeno na realidade, ou seja, 0 conhecimento matematico permitiu a
compressdo do mundo no qual vivo.

Acredito ser possivel ampliar os estudos que permitam melhorar os resultados
aqui apresentados, visando resolver problematicas de carateristicas semelhantes.
Em virtude disso, esta monografia propiciou curiosidade na compreensao da teoria
matematica, qualidade importante para uma futura professora, por relacionar a
matematica curricular com a matemética aplicada, a qual determina o

desenvolvimento do mundo.
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