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RESUMO

A presente pesquisa tem como objetivo analisar de que modo as propostas para o estudo de
Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO), apresentadas em livros textos, podem contribuir no
trabalho de professores de Matematica ao selecionarem situagdes-problema envolvendo o
conceito de fungdo. Os pressupostos tedricos para construcdo desta pesquisa referem-se as
perspectivas da pesquisadora Javaroni (2007) sobre o estudo de EDO sob a 6tica da Abordagem
Qualitativa e por meio da Analise de Modelos, e também o pesquisador Duval (2003), no que
tange a teoria dos Registros de Representacdo Semidtica. Para realizar esta pesquisa foram
adotadas as perspectivas da pesquisa qualitativa e quanto aos procedimentos, estes referem-se
aos pressupostos da Analise de Conteldo, segundo Bardin (1977). A fonte de producdo de
dados foi a analise de 2 livros-texto de Equagdes Diferenciais mais citados pelos cursos
brasileiros de Licenciatura em Matematica. Esta pesquisa permitiu concluir que o livro-texto A
e o livro-texto B exploram modelos matematicos para estudar EDO, sendo as fun¢des mais
exploradas as exponenciais, quadraticas e trigonométricas, em detrimento da funcéo
logaritmica, ndo abordada nos capitulos analisados. Quanto a abordagem qualitativa, verificou-
se que é utilizada no livro-texto A, pois o0 comportamento das solucdes € interpretado, entretanto
no livro-texto B a abordagem qualitativa é limitada. Quanto aos registros de representacao, 0s
autores do livro-texto A abordam as EDO por meio de diferentes registros como o geométrico
e o grafico. Contudo, 0 mesmo nao foi verificado no livro-texto B, porque alguns registros de
representacdo, como o geomeétrico e o grafico, ndo sdo mobilizados nas atividades propostas.

Palavras-Chave: Analise de Modelos. Registros de Representacdo. Transformacdes
Cognitivas. Aspectos do Calculo. Campo de Direcdes.



ABSTRACT

The present research aims to analyze how the proposals for the study of Ordinary Differential
Equations (ODE) presented in textbooks can contribute to the work of mathematics teachers by
selecting problem situations involving the concept of function. The theoretical assumptions for
the construction of this research refer to the perspectives of the researcher Javaroni (2007) on
the study of EDO under the perspective of the Qualitative Approach and through the Analysis
of Models, and also the researcher Duval (2003), regarding the Theory of Semiotic
Representation Records. To carry out this research were adopted the perspectives of the
qualitative research and regarding the procedures, these refer to the assumptions of Content
Analysis, according to Bardin (1977). The source of data production was the analysis of 2
textbooks of Differential Equations most cited by the Brazilian courses of Degree in
Mathematics. This research allowed us to conclude that Textbook A and Textbook B explore
mathematical models to study EDO. The most explored functions are the exponential, quadratic
and trigonometric functions, to the detriment of logarithmic function, not addressed in the
chapters analyzed. As for the qualitative approach, it has been found that it is used in Textbook
A, because the behavior of the solutions is interpreted, but in Book Text B the qualitative
approach is limited. As for the registers of representation, the authors of Textbook A approach
the ODE by means of different registers like the geometric and the graph. However, this was
not verified in Textbook B because some representation records, such as geometric and graphic,
are not mobilized in the proposed activities.

Keywords: Model Analysis. Representation Records. Cognitive Transformations. Aspects of
Calculation. Direction Field.
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1. INTRODUCAO

Esta pesquisa refere-se a importancia do estudo de EquacOes Diferenciais Ordinarias
(EDO) e suas implicagbes na atividade do professor de Matematica, em particular, as
desenvolvidas na Educagdo Béasica. Uma das principais motivacfes para desenvolver este
estudo deve-se ao fato de que pesquisas na area da Educacdo Matematica (JAVARONI, 2007,
JAVARONI; SOARES, 2012; DULLIUS; ARAUJO; VEIT, 2011; LAUDARES; MIRANDA,
2007) sugerem que o processo de ensino e aprendizagem de EDO pode enfatizar aspectos
qualitativos e ndo apenas quantitativos.

Sublinha-se que o contato com pesquisas da area da Educagdo Matematica iniciou-se
nas atividades desenvolvidas no Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo a Docéncia —
PIBID e no grupo de pesquisa matE?! ao discutir a importancia das componentes curriculares
como Geometria, Algebra, Célculo Diferencial e Integral, entre outras como contetdos
ampliadores do conhecimento matematico do professor de Matematica.

Dessas discussdes, destaca-se as ideias apresentadas no documento, denominado “A
formacdo do professor de Matematica no Curso de Licenciatura: reflexdes produzidas pela
comissdo paritaria”, elaborado, em parceria, por representantes da Sociedade Brasileira de
Educacdo Matematica (SBEM) e da Sociedade Brasileira de Matemética (SBM), no ano de
2010. Este documento busca contribuir para as discussdes sobre os cursos brasileiros de
Licenciatura em Matematica, bem como romper com “a dicotomia entre conhecimento
matematico e o conhecimento pedagogico, a matematica da universidade e a matematica da
escola” (BOLETIM SBEM, 2013, p. 11). Neste documento, o conhecimento especifico
“envolve a aprendizagem de conceitos matematicos avancados e a ressignificagdo de conceitos
elementares, de modo a contemplar tanto uma fundamentacdo e argumentacdo matematicas,
quanto sua pratica profissional futura” (ibidem, p. 12). Ou seja, essas disciplinas enriquecem a
formacdo do futuro professor, pois ampliam seu conhecimento matematico tanto do ponto de
vista avang¢ado quanto escolar.

Ao tratar da selecdo de conteldos para os cursos de Licenciatura em Matematica,
Fiorentini (2005) afirma que a formacdo inicial constroi-se por meio das disciplinas especificas

de Matematica e das disciplinas didatico-pedagdgicas®. Para este pesquisador as disciplinas

1 O grupo de pesquisa matE2, Educagéo e Educacdo Matematica, tem por objetivo de problematizar dimensdes
subjacentes as tematicas curriculo, trabalho docente, politicas publicas, gestdo educacional e "formacdo" de
professores.
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didatico-pedagdgicas sdo aquelas que preocupam-se ndo somente em problematizar as questoes
subjacentes ao ensino e aprendizagem da Matematica, mas também as dimensdes socio-afetiva,
emocional, pessoal e ética. Nesta perspectiva, o professor que ensina matematica escolar deve
ter dominio formal sobre o contetdo a ser ensinado, bem como “conhecer e avaliar
potencialidades educativas do saber matematico” (FIORENTINI, 2005, p. 109), ajudando o
estudante a problematizar e mobilizar o conteddo matematico, tendo em vista a realidade
escolar, considerando as perguntas: por que, para que e para quem ensinamos matematica?

Para o pesquisador supracitado, os professores que ensinam contetdos ampliadores do
conhecimento matematico (Algebra, Analise, Calculo) deveriam, também, ensinar o académico
a ser professor. No entanto, uma parcela infima desses professores concebe sua pratica como
formadora de professores e ndo de matematicos, pois muitos acreditam que ensinam apenas
procedimentos e conceitos. Neste sentido, destaca-se que as metodologias utilizadas por esses
professores e por professores da Educacdo Basica influenciam as concepcBes de futuros
professores, posto que em sua trajetéria carregam crencas, valores e experiéncias.
(FIORENTINI, 2005). Assim, pode-se inferir que as disciplinas que abordam os conteddos
ampliadores do conhecimento matematico, também, formam o sujeito pedagogicamente.

No que tange ao Calculo, o documento elaborado pela Sociedade Brasileira de
Matematica (SBM, s/d), intitulado Diretrizes Curriculares para o Ensino de Matematica,
afirma que esta area contribui para que o futuro professor entenda conceitos fundamentais da
Matematica e da Fisica, amplamente discutidos no Ensino Médio, por exemplo, os conceitos de

velocidade instantanea e sistemas massa-mola:

De fato, uma boa parte dos modelos matematicos e das leis da fisica, sd0 expressos
em termos de relagGes entre taxas de variacdo, derivadas parciais ou ordinarias, como,
por exemplo, as equacBes fornecidas pelos sistemas massa-mola, crescimento
populacional, resfriamento de um corpo. (SBM, s/d, p.16)

O estudo de ideias do Célculo, em cursos de licenciatura, torna-se fundamental por
possibilitar, entre outros, o entendimento do conceito de fungéo e suas aplicagdes, conceito este
estudado desde os anos finais do Ensino Fundamental (em especial, a partir do 9°Ano). Além
disso, “amplia a visdo do futuro professor sobre o desenvolvimento historico da propria
matematica, que teve consequéncias contundentes para a humanidade nos altimos séculos”
(BOLETIM SBEM, 2013, p. 19).

Sabe-se que as fungbes modelam diversas situagdes do dia a dia e de outras areas do
conhecimento. Assim, ampliar o entendimento desse conceito é papel da formacao inicial do
professor. Nesta etapa da formacdo € preciso explorar a classificacdo dos varios tipos de

funcdes: lineares, racionais, polinomiais, periodicas, exponenciais e logaritmicas, entre outras.
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Acredita-se que o estudo de EDO, contetdos/conceitos presentes nos cursos de Calculo na
maioria das licenciaturas em Matematica brasileiras, torna mais consistente e “claro” o conceito
de funcdo e, consequentemente, possibilita ao professor construir subsidios para abordar
situacdes reais que podem ser modeladas por diferentes funcdes.

Além disso, muitos fendmenos naturais, sociais e econdmicos também podem ser
modelados por leis que envolvem taxas de variagdo. Sublinha-se que quando uma situagéo-
problema “envolve grandezas variaveis e taxas de varia¢do, as equacdes resultantes costumam
ser equac0es diferenciais” (MACHADO, 1988, p. 158). Esse tipo de equacdo, é denominado
EDO e é estudado em cursos de Célculo, pois envolve a ideia de derivada como taxa de
variacdo. Para que o licenciando verifique esta relagéo, é recomendavel que o professor destes
cursos encaminhe o ensino de EDO de modo a aborda-las qualitativamente, ou seja,
problematizar acerca do que representa estudar EDO, estudar o significado de EDO e o
comportamento das solucdes de EDO.

Diante desse contexto, esta pesquisa tem como problematica central defender a ideia de
que o estudo de EDO na licenciatura contribui para que o professor consiga ampliar o campo
de aplicacdo ao trabalhar funcdes, no Ensino Médio, em especial, exponencial e logaritmica,
bem como as relagbes entre estas funcBes. Além disso, de que a utilizacdo dos materiais
didaticos, por exemplo, livros didaticos (materiais curriculares elaborados para a Educacéo
Basica) € enriquecida por meio da pesquisa em livros-texto (materiais curriculares elaborados
para o Ensino Superior).

A questdo de pesquisa que orientou o desenvolvimento desta investigacdo ficou assim
estruturada: De que forma as propostas para o estudo de EquacBes Diferenciais Ordinarias,
apresentadas em livros-texto, podem contribuir no trabalho de professores de Matematica ao
selecionarem situacdes-problema envolvendo o conceito de funcéo?

Para responder a quest@o de pesquisa foram elaborados os seguintes objetivos:
Objetivo Geral: Analisar de que modo as propostas para o estudo de Equacdes Diferenciais
Ordinérias (EDO), apresentadas em livros textos, podem contribuir no trabalho de professores
de Matematica ao selecionarem situacdes-problema envolvendo o conceito de funcéo.
Objetivos Especificos:

- Identificar as aplicacdes de EDO propostas nos livros textos e suas relagdes com os conceitos
de exponencial e logaritmo;

- Verificar as representagdes semidticas mobilizadas nos livros textos;

- Examinar se recursos tecnoldgicos sdo citados nas aplica¢fes de EDO e para a resolucdo das

situacBes-problema.
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O texto que apresenta os movimentos realizados no desenvolvimento desta pesquisa esta
organizado em sec¢des. A primeira secdo € denominada Introducdo. A segunda secao apresenta
as escolhas tedricas, que sdo os entendimentos dos pesquisadores Javaroni (2007) sobre
Abordagem Qualitativa e Andlise de Modelos, e Duval (2003) no que tange a teoria dos
Registros de Representacdo Semiotica. A terceira secdo explicita as escolhas metodoldgicas. A
quarta secdo expde os dados obtidos por meio da analise de 2 livros-texto, bem como a
interpretacdo destes dados. E na ultima secdo, sdo tecidas as consideracdes sobre o trabalho

realizado.
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2. ENSINO E APRENDIZAGEM DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS:
ALGUNS ENTENDIMENTOS

Inicialmente, para identificar as contribuicdes do estudo de EDO na formagdo do
professor de Matematica, torna-se importante discutir acerca das questes curriculares, em
particular do Ensino Médio. Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
(PCN+) (BRASIL, 2002) destacam que o objetivo desta etapa da Educacdo Bésica nao deve ser
especificamente profissionalizante, tampouco pré-universitaria. Neste sentido, o objetivo do
Ensino Médio “em qualquer de suas modalidades [...] é preparar para a vida, qualificar para a
cidadania e capacitar para o aprendizado permanente, em eventual prosseguimento dos estudos
ou diretamente no mundo do trabalho” (BRASIL, 2002, p.08). Em outras palavras, o objetivo
do Ensino Medio refere-se a formacao de pessoas criticas, pessoas que conseguem estabelecer
relacBes com o abordado em sala de aula e 0 mundo em que vivem. Para tanto, é recomendavel
que o professor propicie um ambiente em que o estudante reflita e seja ativo no seu processo
de aprendizagem.

No gue tange ao papel da Matematica na formacéo dos estudantes, os PCN+ (BRASIL,
2002) ressaltam que eles devem perceber que a Matematica ¢ “uma parcela do conhecimento
humano essencial para a formacéo de todos os jovens, que contribui para a constru¢do de uma
visdo de mundo, para ler e interpretar a realidade e para desenvolver capacidades que deles
serdo exigidas ao longo da vida social e profissional” (BRASIL, 2002, p. 111). Assim, apontam
que € necessario aprender Matematica de forma contextualizada, integrada aos conhecimentos

de outras areas, como as da Ciéncias da Natureza, potencializando o

[...] desenvolvimento de competéncias e habilidades que sdo essencialmente
formadoras, a medida que instrumentalizam e estruturam o pensamento do aluno,
capacitando-o para compreender e interpretar situacdes, [...] argumentar, analisar e
avaliar, tirar conclusdes prdprias, tomar decisdes, generalizar e para muitas outras
acOes necessarias a sua formacdo (BRASIL, 2002, p. 111).

Pesquisadores também entendem que a Matematica escolar deve ser abordada visando
a integracao e investigacdo com as demais ciéncias. Sobre estas ideias, Silva e Pires (2013)
afirmam que o curriculo deve ser pensado de forma a propiciar situagbes problema que
explorem a interdisciplinaridade dos contetdos, desse modo, o estudante pode estabelecer

relagdes entre os conhecimentos, de forma a construir uma rede de significados®. Também,

3 Para Silva e Pires (2013) o termo rede de significados refere-se a metafora Curriculo em Rede. Esta perspectiva
de organizacdo do curricular pressupde o curriculo construido de forma contréria as ideias de pré-requisito. O
curriculo elaborado desta maneira possibilita que o estudante construa significados acerca de determinado eixo
temaético, de forma a organizar seu pensamento estabelecendo ligac6es entre diversos conteldos.
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propdem que o curriculo da Educacdo Basica seja organizado de forma oposta as ideias de
linearidade e pré-requisito para o ensino de Matematica, pois estas ideias reforcam a concep¢éo
de acumulagéo de conhecimento, de que o estudante apenas recebe conhecimento matematico
pronto. Em outros termos, o estudante ndo € capaz de produzir e transformar o conhecimento.
Constata-se que as concepgdes apresentadas nos documentos voltados para a formagéo
de professores de Matematica (SBEM, 2003; SBM, s/d; BOLETIM SBEM, 2013) vém ao
encontro das ideias propostas para o Ensino Médio, principalmente, no que diz respeito ao

ensino desta area do conhecimento, uma vez que se

[...] deve desenvolver uma matematica que ultrapasse o simples uso mecanico de
formulas, algoritmos e procedimentos memorizados, sem consisténcia, sem origem e
sem finalidade [...] Além disso, como parte essencial da linguagem de todas as
ciéncias, 0 ensino de matematica deve proporcionar o suporte adequado para outras
disciplinas do curriculo, através de tépicos que permitam exprimir de forma adequada,
por exemplo, as leis da fisica, os fendmenos quimicos, bioldgicos, econémicos e
sociais, e as aplicacdes tecnoldgicas a vida diaria. (BOLETIM SBEM, 2013, p. 5)

Para que o futuro professor desenvolva atividades que propiciem, ao estudante da
Educacdo Basica, construir seu préprio conhecimento, é necessario que o0s cursos de formacao
inicial sejam organizados, de modo a fornecer subsidios para essa construgdo. Para tal, entende-
se que as disciplinas ampliadoras do conhecimento matematico, que abordam a matematica
escolar sob a 6tica mais avancada do Ensino Superior, podem e devem se preocupar com
ampliacdo, mas também com a ressignificacdo do conhecimento matematico. Estas disciplinas
permitem que seja estabelecida a articulagdo entre a Matematica avangada e a escolar, as quais
enriquecerdo a formagao do licenciando “ao explicitar o conteudo especifico de matematica
necessario a pratica docente, equilibrando com o conhecimento de cunho pedagdgico constante
em seu curriculo” (BOLETIM SBEM, 2013, p. 18).

Neste sentido, o ensino de Célculo, no Ensino Superior, contribui para a formacao do
professor, no que tange as possibilidades de interdisciplinaridade que oferece. O Calculo pode
propiciar uma real integracdo entre outras disciplinas, pois ndo contextualiza apenas a propria
Matematica, configurando-se como potente possibilidade para o trabalho pedagdgico a ser
realizado no ensino basico, em razao de que permite explorar aspectos da realidade. Bem como,
amplia a capacidade de justificagdo e argumentacdo ao ensinar 0s conceitos de ndmero real,
infinito, continuidade, limite e fungdo. (BARUFI, 2002; SBEM, 2003)

No entanto, Barufi (1999, 2002) enfatiza que para desenvolver o Calculo como
ferramenta importante ao trabalho na Educacdo Bésica, a abordagem dos conceitos ndo deve
ser realizada de modo superficial a ponto de tornar-se apenas exposicdo de conhecimentos. E

pertinente haver equilibrio entre os conceitos inerentes ao Célculo (Diferenciacdo-Integragéo,
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propriedade de fungdes, taxa de variacdo, proporcionalidade, aplicacdes) e manipulagdo de
técnicas. Esta abordagem potencializa a aprendizagem de forma significativa das ferramentas
do Calculo, articulando os conceitos aprendidos de forma a desenvolver a competéncia de
resolver problemas.

Fischbein (apud SBEM, 2003), ao refletir sobre os conteudos de Calculo nos cursos de
formacdo de professores, destaca 5 aspectos basilares*, a serem considerados: carater formal,
no qual constitui o cerne da Matematica; carater algoritmico, em que o estudante desenvolve
capacidades de resolucdo de problemas, teoricamente justificados; carater intuitivo, o
pensamento aceito sem ser demonstrado ou justificado; carater unificador, em que é possivel
conectar campos da matematica (Geometria - Algebra, Aritmética - Algebra, Aritmética -
Algebra) e conectar a Mateméatica a outras area do conhecimentos como Quimica, Fisica,
Biologia e Economia; e 0 quinto aspecto trata da variedade de representacGes semidticas
mobilizadas.

Os conceitos de Calculo sdo amplamente mobilizados ao estudar EDO, uma vez que
potencializam desenvolver o0s aspectos Unificador, Algoritmico e Variedade de
RepresentacOes, apontados por Fischbein. O estudo de EDO em cursos de licenciatura em
Matematica, conforme ja mencionado na Introducdo, contribui, dentre outros aspectos, para
conectar o estudo da Matematica do Ensino Superior com os contetidos matematicos escolares
na resolugdo de situacdes reais. Javaroni (2007), afirma que as EDO modelam diversos

fendbmenos fisicos:

Muitos dos principios, ou leis, que descrevem o comportamento do mundo fisico séo
proporcdes, ou relagdes, envolvendo a taxa segundo a qual determinados fenémenos
acontecem. Ao modelar esses fenémenos, freqlientemente se obtém equagdes que
envolvem as variacbes das quantidades (variaveis), presentes e consideradas
essenciais na situacao analisada. Assim, as leis que regem tal fendmeno podem ser
representadas por equacgdes de variagdes. Quando essas variacdes sdo instantaneas e
o fendmeno se desenvolve continuamente, as equagdes sdo denominadas equagdes
diferenciais. (JAVARONI, 2007, p. 30)

Corroboram com esta ideia os pesquisadores Laudares e Miranda (2007) ao
mencionarem que as EDO apresentam-se como objeto para o estudo dos fendmenos fisicos,
usando a derivagdo com as nogdes de “taxa de variagao” em problemas de varias &reas do
conhecimento, bem como as fungbes, que frequentemente representam os fendmenos
matematicos. Ademais, cabe destacar que as solu¢es de EDO sdo fungbes que satisfazem

determinada equagéo.

4 Aspectos sugeridos por Fischbein (s/d apud SBEM, 2003) em seu artigo intitulado “A interacdo entre os
componentes Formal, Algoritmico, e Intuitivo na atividade matemética”. Importante destacar que este tedrico
sugere que estes cinco aspectos devam ser trabalhados concomitantemente e ndo de forma isolada entre si.
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De maneira geral, uma equacédo diferencial é uma pergunta do tipo “Qual a fungao
cuja derivada satisfaz determinada relagdo?” Ou seja, uma equagdo diferencial € uma
equacdo (no sentido de igualdade envolvendo uma incdgnita) onde a incognita é uma
funcdo, sendo que as informacfes disponiveis para a determinacdo da funcédo
desconhecida envolvem uma derivada (MACHADO, 1988, p. 153)

Defende-se que ao analisar modelos matematicos que envolvem EDO, o licenciando
estard trabalhando com a solucdo desta equacdo, que refere-se a uma funcdo. Deste modo,
analisar o comportamento das solucGes de EDO ¢é analisar o comportamento de funcgdes. Assim,
0 estudo de EDO constitui-se como potente objeto para enriquecer o trabalho do futuro
professor no ensino de fungdes, pois fornece subsidios para ampliar a discussdo no que tange a
taxa de variacdo entre as grandezas envolvidas.

Para identificar quais tendéncias acerca do ensino e aprendizagem de EDO, no ambito
da Educacdo Matematica, foi realizada uma busca® na plataforma de periodicos da Capes®,
tendo como foco principal o ensino e aprendizagem de EDO, publicados em periddicos da area
da Educacdo Matematica. As publicacdes sugerem que as EDO devem ser abordadas de modo
contextualizado; ressaltam que as EDO constituem um objeto privilegiado para o estudo de
fendmenos fisicos, usando a derivada com a nocéo de taxa de variacdo. Além disso, apontam
que as EDO podem ser estudadas por meio de modelos matematicos classicos como misturas
entre recipientes, sistema massa-mola, desintegracdo radioativa, crescimento populacional,
entre outros. Em outros termos, pesquisadores apontam como perspectiva para explorar EDO a
Modelagem Matematica ou Modelos Matemaéticos.

Javaroni (2007, p. 26) ressalta que h& diferengas conceituais e procedimentais entre
Modelagem Matematica e Analise de Modelos Matematicos. Nas palavras da pesquisadora, a
“modelagem matematica pode ser definida como processo dindmico utilizado para a elaboragéo
e validacdo de modelos matematicos, e tem como um de seus objetivos principais a
possibilidade de previsdo de tendéncias acerca do objeto estudado”. Em outras palavras, o
processo de Modelagem Matematica parte de situacdes-problema, elabora um modelo
matematico, analisa-0, ajusta-0 se necessario e apos infere sobre o problema modelado.
Distintamente da Modelagem Matematica, a Aplicacdo de Modelos Matematicos caracteriza-
se em partir de modelos que atendam situagOes ditas ‘reais’, sendo realizada a analise, estudo,

aplicacdo de técnicas algébricas ou numéricas de resolucao, até determinar a solugdo. Para esta

® Esta busca resultou em 7 artigos por meio dos descritores: “Equagdes Diferenciais”; “Ensino e Aprendizagem +
Equacdes Diferenciais”, “Modelagem Matematica + Equacdes Diferenciais” e “Educag¢do Matematica +Equagdes
Diferenciais”.

6 Coordenacéo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior.
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pesquisa, serd enfatizada a abordagem Aplicacdo de Modelos Matemaéticos, pois entende-se que
os livros-texto favorecem o trabalho com este tipo de abordagem.

A pesquisadora supracitada, sublinha que a importancia dos modelos matematicos
centra-se na possibilidade de expressar as peculiaridades de determinado fendmeno fisico
(situacdo problema) matematicamente. Em outras palavras, conforme Stewart (2015), as EDO
podem ser a principal aplicacdo do Calculo, pois quando tenta-se utilizar as ferramentas do
Célculo, geralmente, faz-se para analisar uma EDO que modela determinado fenédmeno em
estudo. Esta afirmacdo acentua a relacdo entre Modelagem Matemaética e/ou Aplicacdo de
Modelos Matematicos e a aprendizagem de EDO.

Entende-se que o estudante que depara-se com um Modelo Matematico que envolve
EDO necessita possuir subsidios para inferir sobre o problema, estes subsidios tampouco
referem-se apenas a habilidade de solucionar EDO analiticamente, pois os modelos
matematicos sdo proporcionalmente complexos ao fendmeno que representam. Em outros
termos, quando 0 modelo matematico é uma EDO nem sempre é possivel analisa-lo por meio
da solucdo explicita, pois nem toda funcdo incognita pode ser obtida por intermédio de uma
quantidade finita de passos de integracdo e manipulacéo algébrica. (BASSANEZI, 2002 apud
JAVARONI, 2007).

Entretanto, pesquisas realizadas (DULLIUS; ARAUJO; VEIT, 2011; JAVARONI;
SOARES, 2012; JAVARONI, 2007) verificaram que professores de cursos de Ensino Superior’
trabalham apenas EDO que possuem solucéo analitica. Ou seja, EDO cujas solu¢Ges podem ser
representadas por funcbes elementares, justamente porque os professores optam por apenas
apresentar métodos analiticos de solucdo (aspecto algébrico).

Corrobora-se com esses pesquisadores ao afirmarem que um enclausuramento, quanto
as representacdes matematicas, pode limitar a aprendizagem de EDO, pois enfatizar apenas a
manipulacéo algebrica reduz as possiblidades de analise da situacdo de aplicacdo. Além disso,
desconsidera a questdo central da resolucdo de uma EDO, isto é, compreender sua solucéo, ndo
oferecendo subsidios para o estudante responder a seguinte pergunta “Como as solugdes se
comportam?”’

Pesquisadores (DULLIUS; ARAUJO; VEIT, 2011; JAVARONI; SOARES, 2012;
JAVARONI, 2007; FILHO; LAUDARES; MIRANDA, 2014; DULLIUS; VEIT; ARAUJO,
2013; LAUDARES; MIRANDA, 2007) sugerem, para ampliar a discussao acerca de EDO, a

abordagem qualitativa. Com base nos entendimentos de Javaroni (2007), a abordagem

7 Apenas uma das publicagcGes mapeadas possui objetivo de pesquisar acerca do ensino e aprendizagem de EDO
em curso de Matemaética (Licenciatura e Bacharelado). As demais pesquisas referem-se a cursos de Engenharia.
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qualitativa possui uma natureza interpretativa, cujo processo consiste em inferir sobre o
comportamento das solucdes de EDO, por intermédio de interpretacGes geométricas, embora
ndo seja fundamental resolvé-las.

Para tanto, a pesquisadora, citada acima, sugere a exploracdo de campo de direcdes.
Campo de dire¢des € um grafico no qual sdo representados segmentos de retas, cada segmento
refere-se a reta tangente a solugdo naquele ponto. Em outros termos, cada segmento informa o
coeficiente angular da solucdo que possui o ponto. Este método potencializa a interpretacdo
geomeétrica das solucbes das EDO (caso existam) e o processo de visualizagdo das EDO. Os
campos de direcdes representam o comportamento global das solugfes das EDO, sem exigir 0
tratamento algébrico para explicitar essas solu¢des. Acredita-se que utilizar campos de dire¢des
no processo de aprendizagem possibilita aos licenciandos analisar diferentes tipos de EDO e,
consequentemente, poder trabalhar distintos modelos matematicos. (JAVARONI, 2007).

Em uma de suas pesquisas, acerca do ensino qualitativo de EDO, com o auxilio de
campos de direcdes, Javaroni e Soares (2012, p. 266) destacam que por meio do campo de
direcGes os participantes da pesquisa

[...] relacionaram as equagdes aos fendmenos; compreenderam o conceito de campos
de direcdes e o relacionaram com o conceito de derivada; aprenderam a encontrar
graficamente as solucdes das equacdes a partir do campo de dire¢des; interpretaram o
comportamento das solucdes das equacdes em termos do fendmeno; compararam as
solugdes analiticas das equacdes com suas representagdes graficas.

Além disso, concorda-se com Javaroni e Soares (2012) no que tange a relevancia das
TIC (Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo) no trabalho com EDO, sob a abordagem
qualitativa, especificamente, as Tecnologias Digitais, como softwares matematicos e planilhas
eletrénicas. As pesquisadoras explicam que uma planilha eletrénica pode ser importante no
calculo dos coeficientes angulares necessarios a construcdo do campo de dire¢des, um software
grafico é um importante recurso para construcdo do campo de direcGes e, ainda, um software
algébrico por permitir calcular a solugdo de uma EDO e compara-la com os resultados da
analise qualitativa realizada por meio de campos de direcBes. E pertinente destacar que
investigar a presenca de TIC em atividades de livros didaticos e de que modo sdo propostas
constitui-se como uma importante questdo, especialmente, pelo fato de as TIC possibilitarem a
resolucdo de diversos problemas.

Em vista disso, verifica-se que utilizar as TIC pode potencializar a exploragdo entre os
diversos registros de representacdo, bem como a transicao entre estes, especificamente, no
estudo de EDO. As TIC auxiliam na transicdo entre os registros grafico (representacdo da
solucdo explicita), registro geométrico (campo de diregdes), algébrico (solugdo analitica
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expressa por meio de funcdes elementares) e numérico (valores dos coeficientes angulares).
Para ampliar a discussdo acerca de registros, busca-se subsidios na teoria dos Registros de
Representacdo Semiotica, proposta por Duval (2003).

Este tedrico ressalta que é essencial propor situacfes-problema que exijam a
mobilizacdo de diversos registros de representacdo semiotica e a mudanca entre estes registros
(denominada conversdo), pois cada registro (sistema semiotico) revela um aspecto do conceito
estudado, cada registro apresenta suas peculiaridades. Em relacdo as EDO, a conversao entre
0s registros contribui para analise qualitativa de sua solu¢do, pois permite ao estudante inferir
sobre o comportamento da EDO. Por exemplo, considerando uma EDO que néo possui solugéo
analitica, pode-se recorrer ao registro geométrico, pois este apresenta 0 comportamento de sua
solucdo, ja que o registro algébrico da solucdo ndo permite inferir sobre caracteristicas,
sobretudo acerca do comportamento da solugéo.

E importante destacar, também, as transformacdes cognitivas do tipo tratamento, as
quais podem ser caracterizadas como uma mudanga interna a partir de cada registro semiético,
por exemplo, o trabalho com EDO (considerando a representacao algébrica) em que a solucéo
é determinada por meio de manipulacéo e integracdo. Nesta atividade cognitiva é explorado,
apenas, um registro, o algébrico.

Compreende-se que o futuro professor deve ser capaz de discutir os varios tipos de
funcgdes, tais como: lineares, racionais, polinomiais, periddicas, exponenciais e logaritmicas.
Acredita-se que o ensino de EDO sob a otica da abordagem qualitativa, especificamente, na
perspectiva grafica amplia os argumentos para discussdo do conteudo fungdes no Ensino
Médio, pois como ja foi enfatizado, o registro geométrico (como campo de direcdes) permite
que o licenciando verifiqgue o comportamento das solugdes, em particular, potencializando o
entendimento sobre o crescimento e decrescimento das funcBes elementares que expressam a
solucdo. Desta forma, dando subsidios para problematizar as peculiaridades de cada tipo de

funcdo, presentes em livros didaticos, um dos principais recursos utilizados na préatica docente.
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3. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Para esta pesquisa foram adotados os pressupostos da pesquisa qualitativa. Segundo
Borba (2004, p. 2),

[...] o que se convencionou a chamar de pesquisa qualitativa, prioriza procedimentos
descritivos a medida em que sua visdo de conhecimento explicitamente admite a
interferéncia subjetiva, o conhecimento como compreensao que é sempre contingente,
negociada e ndo é verdade rigida. [...]

Quanto aos procedimentos metodolégicos, foram adotados pressupostos da Anélise de
Contetdo. Conforme Bardin (1977), a Analise de Contelido possui 3 fases, a saber: pré-analise,
exploracdo do material e tratamento dos dados, inferéncia e interpretacdo. A primeira fase,
pré-anélise, compreende dois outros momentos, que ocorrem sem ordem cronolégica definida.
Referem-se a escolha dos materiais e a elaboracgéo de categorias de anélise.

Para a primeira etapa, a escolha dos materiais, ou seja, a fonte de producdo de dados,
foi realizado um mapeamento nos PPC® de cursos de Licenciatura em Matematica na
modalidade presencial de Institui¢cbes de Ensino Superior, de todo o Brasil, afim de identificar
os 3 livros-texto mais escolhidos para compor as referéncias bibliograficas dos componentes
curriculares que preveem a abordagem do contetdo EDO.

Para realizar o mapeamento, recorreu-se ao Cadastro e-MEC de Instituicdes e Cursos
de Educac&o Superior®, base de dados oficial relativos as Instituicdes de Ensino Superior. Esta
base de dados permite utilizar filtros para realizacdo da busca. Primeiramente, precisava-se do
namero de cursos de Licenciatura em Matematica no Brasil, entdo os filtros utilizados séo:
Cursos de Licenciatura em Matematica, em atividade, em todos os estados brasileiros, na
modalidade presencial. Foi gerada uma planilha com as informacdes solicitadas: estdo
registrados 714 cursos de Licenciatura em Matematica. A partir dos dados obtidos, pesquisou-
se nos sites das instituicOes, e respectivos campus, 0 PPC dos cursos. Apés o término da nova
pesquisa, foram identificados 179 PPC, amostragem de 25,07% do total de cursos.

No gue tange as disciplinas que possuem o contetdo EDO na ementa dos PPC, 76,53%
preveem 0 ensino deste contetdo. Importante destacar que este dado inclui disciplinas de
Célculo Diferencial e Integral que abordam Equac6es Diferenciais, bem como as disciplinas
especificas de Equacgdes Diferenciais.

Selecionados os PPC que preveem o ensino de Equacgdes Diferenciais, foram analisadas

as bibliografias de disciplinas que abordam o conteido EDO, a fim de averiguar quais 0s 3

8 Projeto Pedagdgico de Curso.
% Site: http://emec.mec.gov.br/
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livros textos mais citados. Ressalta-se que as edi¢des dos livros-texto, bem como o ano de
elaboracdo dos PPC, também foram registrados.

O livro texto mais citado, especificamente 123 vezes, de acordo com o mapeamento
realizado, é o Equacdes Diferenciais Elementares com Problemas de Valores de Contorno, de
autoria de William E. Boyce e Richard C. DiPrima. Quanto a edicdo mais citada, esta refere-se
a edicdo 8, citada em 16,26%. As porcentagens das outras edi¢Oes sdo: edigédo 3, 2,44%; edigédo
6, 7,32%; edicdo 7, 8,13%; edicdo9, 9,76%; edicdo 10, 2,44%. Em 43,09%, a edicdo ndo foi
informada.

O segundo livro texto, foi citado 64 vezes, é o0 EquacGes Diferenciais, cujos autores sdo
Dennis G Zill e Michael R Cullen. A edicdo, deste livro-texto, mais citada é a 32 edi¢do, em
43,75%. A edicdo 1 é citada em 3,13% e a edicdo 2 é citada em 1,56%, nos demais casos
(51,56%), no PPC néo ¢ especificada a edi¢do do livro-texto.

E, o terceiro livro texto foi citado 26 vezes, a saber, Equacdes Diferenciais com
Aplicacdes em Modelagem, escrito por Dennis G Zill. Em relacdo as edi¢cGes mais citadas, as
edicOes 2 e 9 sdo as mais citadas, cada uma foi citada 7,69%, a edicdo 1 foi citada apenas 1 vez,
representando 3,85%. Em 76,92%, ou seja, em 20 PPC, a edi¢do nao foi citada.

O terceiro livro-texto ndo foi analisado, devido a limitacdo de tempo para realizacéo
desta pesquisa, logo, este & uma potente fonte de producao de dados para pesquisas futuras. No
que tange o presente texto, as fontes de producgéo de dados foram os 2 livros textos mais citados
nos PPC dos Cursos de Licenciatura em Matematica. As versdes impressas destes livros-texto
foram adquiridas pelas pesquisadoras nas edic¢des disponiveis para compra.

O primeiro livro-texto analisado é o volume Unico de titulo EquacBes Diferenciais
Elementares com Problemas de Valores de Contorno, em sua 102 edi¢do. De acordo com dados
informados no Prefécio foi explicado que a estrutura geral do livro ndo sofreu modificacdes,
exceto que foram inseridas e aprofundadas algumas notas de rodapé, algumas demonstragcdes
foram expandidas, cerca de 6 figuras foram melhoradas e foram incluidos novos exemplos.

O segundo livro-texto foi a 3? edicdo do volume 1 denominado Equacdes Diferenciais,
cujo Prefacio possui uma secdo intitulada Mudancas nesta edicdo. Em que se verificou que,
nos capitulos analisados, houveram duas mudancas em relacéo as edi¢fes anteriores, a saber: a
secdo 1.2 (capitulo 1) foi organizada de modo que exclusivamente aborda o conceito de equacao
diferencial como um modelo matematico e a se¢do 3.1 (capitulo 3) a discussdo sobre Trajetorias
Ortogonais foi sintetizada.

Entende-se que as pesquisas que buscam analisar livros-texto sdo relevantes, pois

podem verificar se esses recursos estdo explorando os conteudos de forma a contribuir no
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trabalho do futuro professor, se esta de acordo com o que propdem as pesquisas na area da
Educacdo Matematica e nas Diretrizes Curriculares Nacionais.

Em relacdo as categorias de andlise, estas foram elaboradas a luz das concepgdes
tedricas acerca do ensino e aprendizagem de EDO e as contribui¢des do estudo de EDO no
trabalho do futuro professor ao ensinar fungdes. As categorias de analise podem ser, conforme
Franco (2005, p.58), criadas a priori, pois “as categorias [...] sdo predeterminadas em funcao
da busca a uma resposta especifica do investigador”. Dessa forma, as categorias de analise
foram elaboradas com intuito de responder a problematica que direciona esta pesquisa. As
categorias foram:

o Anélise de Modelos: Esta categoria foi elaborada com base nos entendimentos
da pesquisadora Javaroni (2007). Por meio desta categoria, busca-se compreender se os autores
organizaram seus respectivos livros textos utilizando a ideia de modelos matematicos como
ponto de partida para o ensino de equacOes. Também, busca-se verificar se as atividades
propostas selecionadas sdo contextualizadas por situacdes reais.

o Abordagem Qualitativa: Esta categoria foi construida com base nos
entendimentos de Dullius, Aradjo e Veit (2011), Dullius, Veit e Aradjo (2013), Javaroni e
Soares (2012), Javaroni (2007), Filho, Laudares e Miranda, (2014) e Laudares e Miranda
(2007). Sendo elaborada para verificar quais aspectos das EDO sao explorados, por exemplo, 0
estudo do comportamento das solu¢es das EDO. Quer-se identificar se os livros textos séo
elaborados de forma a explorar aspectos investigativos do estudo de EDO.

o Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica: Esta categoria de analise foi
elaborada tendo em vista a teoria desenvolvida pelo pesquisador Raymond Duval, buscando
analisar se os autores organizaram a explanacdo dos conceitos de EDO, bem como as atividades
propostas, nos livros-texto, de modo a explorar os diversos registros de representacdo semiotica.
Além disso, busca-se identificar quais Transformacbes Cognitivas, Conversdes e/ou
Tratamentos, sdo exigidos do futuro professor no estudo de EquacOes Diferenciais. Nesta
categoria, também, busca-se identificar quais relagdes os autores estabelecem entre os softwares
e seu papel no processo de visualizacdo dos conhecimentos matematicos, especificamente,
Equacdes Diferenciais e Fungdes.

Por meio das categorias de andlise elencadas, foram discutidos distintos aspectos
ressaltados pelos livros textos acerca do contetdo Equacdes Diferencias. No entanto, entende-
se que é uma forma de organizar esta pesquisa, visto que as Analise de Modelos, a Abordagem
Qualitativa e os Registros de Representacdo Semiotica possuem estreitas relagdes e quando

articuladas, potencializam a aquisi¢cdo dos conceitos matematicos.



24

No que tange a fase explora¢do do material, esta caracteriza-se como a observagédo do
material que constitui a fonte de producédo de dados, neste caso, 2 livros-texto que abordam o
contetdo EDO. A exploracdo do material “ndo apenas pode como dever incluir técnicas
sistematicas de analise” (FRANCO, 2005, p.53), assim, a exploracdo é realizada tendo em vista
as categorias de analise elencadas.

Nas fontes de producédo de dados, foram analisados o capitulo introdutorio e o capitulo
referente ao estudo de Equacdes Diferenciais Ordinarias de 1% ordem, pois compreende-se que
nestes capitulos sdo estudados diversos conceitos que contribuem para o trabalho do futuro
professor na Educacdo Basica. Para organizar os dados referentes as atividades propostas nos
livros textos, foi construido uma tabela de forma a organizar os dados obtidos na presente fase,
assim constam informacg@es tais como: a localizacdo de atividades categorizadas (capitulo,
numero de atividade e pagina), abordagem de modelos matematicos, transformacdes cognitivas
e 0 uso de softwares matematicos. Destaca-se que quanto ao nimero de atividades, foram
contabilizados também o item de cada atividade, pois entende-se que cada item pode abordar
aspectos distintos das Equac6es Diferenciais. Além disso, todas as atividades presentes em cada
capitulo analisado do livro-texto, foram organizadas no quadro, pois como todas abordam ED,
é importante analisar em sua totalidade.

No Quadro 1 sdo apresentados os dados gerais sobre a estrutura dos 2 livros-texto

analisados para a pesquisa:

Quadro 1: Estrutura geral dos dois livros-texto analisados

Livro-texto Capitulos Num. de Paginas Num. de Atividades
1-Introdugédo 24 128
2-Equagdes Diferenciais
de Primeira Ordem 89 44l
3-Equacdes Lineares de
Segunda Ordem 70 357
4-Equagdes Lineares de
Ordem mais Alta 20 312
5-Solugdes em Série para
Equacdes Lineares de 53 206
Equaces Diferenciais Segunda Ordem
Elementares com 6-A Transformada de 43 245
Problemas de Valor Laplace
Inicial 7-Sistemas de Equaces
Lineares de Primeira 74 214
Ordem
8-Métodos Numéricos 34 125
9-Equagdes Diferenciais
N&o Lineares e 77 163
Estabilidade
10-Equaces
Diferenciais Parciais e 71 199
Séries de Fourier
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11-Problemas de Valores
de Contorno e teoria de
Sturm-Liouville

48

109

Equacdes Diferenciais

1-Introdugdo as
Equacdes Diferenciais

37

101

2-Equagdes Diferenciais
de Primeira Ordem

56

341

3-Aplicacgdes de
Equacbes Diferenciais de
Primeira Ordem

46

121

4-Equacdes Diferenciais
Lineares de Ordem
Superior

83

318

5-Aplicacdes de
Equacd@es Diferenciais de
Segunda Ordem:
Modelos Vibratdrios

48

154

6-Equactes Diferenciais
com Coeficientes
Variaveis

74

214

7-Transformada de
Laplace

72

309

Apéndices

16

105

Fonte:(BOYCE, DIPRIMA, 2015; ZILL, CULLEN, 2001)

Na terceira fase, tratamento dos dados, inferéncia e interpretacdo, sdo realizadas

interpretacdes, sobre os dados obtidos na fase anterior, considerando as categorias de analise e

objetivos (BARDIN, 1977). Esta fase sera apresentada no préximo capitulo.
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4. ANALISE DOS DADOS

Neste capitulo sdo apresentadas a segunda e a terceira fases previstas na Analise de
Conteudo, respectivamente, exploracdo do material e tratamento dos dados, inferéncia e
interpretacgao.

Em relagdo a fase exploracdo do material, o LTAX é composto de 11 capitulos, nos
quais sdo abordados os contetdos: EDO de 12 ordem, EDO de 22 ordem, EDO de ordem
superior, solucdo em série de poténcia para EDO de 22 ordem, Transformada de Laplace,
Sistema de EDO, métodos numéricos para solucionar EDO, EDO néo linear, EDP e séries de
Fourier e problemas de valor de contorno e teoria de Sturm Liouville. Para esta pesquisa foram
analisados o Capitulo 1 - Introducédo e o Capitulo 2 - EquacGes Diferenciais de Primeira Ordem.
O capitulo 1 aborda as ideias iniciais para a compreensdo do conceito de EDO, bem como sua
classificacdo. O capitulo 2 trabalha, especificamente, EDO de 1% ordem, no que tange as
técnicas para soluciona-la, teoremas da existéncia e unicidade da solugdo, modelagem com
EDO e Equacdes de Diferencas de 12 ordem.

Quanto ao LTB, este é formado por 7 capitulos, os quais abordam contetdos tais como:
ED de 12 ordem e suas aplica¢des, ED lineares de ordem superior, aplicacGes de ED de 22
ordem, ED com coeficientes varidveis e Transformada de Laplace. H4 a se¢do denominada
Apéndices, em que sdo apresentados contetdos adicionais sobre Transformada de Laplace,
Funcdo Gama, NUmeros Complexos e revisdo sobre determinantes. Para pesquisa, foram
analisados o Capitulo 1 — Introducdo as Equacgdes Diferenciais, o Capitulo 2 — Equacdes
Diferenciais de Primeira Ordem e o Capitulo 3 — Aplica¢cdes de Equacgdes Diferenciais de
Primeira Ordem. No capitulo 1 sdo apresentadas definicbes e terminologia referentes ao
conteldo ED além de atividades propostas. No capitulo 2 os contetdos expostos referem-se a
métodos analiticos de resolucao das equacdes e atividades propostas. O capitulo 3 foi escrito,
especialmente, para abordar os modelos matematicos que envolvem ED, atividades propostas
e, no final apresenta um Ensaio sobre Dindmica Populacional.

Na terceira fase da Analise de Contetdo, tratamento dos dados, inferéncia e
interpretacdo, sdo realizadas interpretacdes, sobre os dados obtidos na fase anterior,
considerando as categorias de andlise elencadas e objetivos (BARDIN, 1977). Neste sentido, a

seguir séo tratados os dados com intuito de apresentar as inferéncias e interpretagdes produzidas

10 Nesta pesquisa, utiliza-se a notacdo LT ao fazer mencao aos Livros-Texto. Dessa forma, LTA significa Livro
Texto A.
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ao ler as mensagens expostas nos dois livros-texto analisados. Optou-se por expor os resultados
por categoria de anélise.

No que tange a categoria Andlise de Modelos, o LTA, na Introducdo, apresenta
primeiramente duas situagbes a serem modeladas. A primeira, refere-se a “Um Objeto em
Queda”, no qual os autores propdem que o leitor formule uma EDO que descreva 0 movimento
de um objeto qualquer que esta caindo. A segunda situagdo, refere-se a interagdo entre ratos e
corujas em um campo, quanto ao crescimento da populacdo de ratos, considerando a presenca
de corujas (predador em relacdo aos ratos). Importante destacar que, o LTA constrdi o modelo
de forma a ressaltar quais conceitos estdo envolvidos, sejam eles da Matematica ou de outra
area. E importante destacar que os Modelos Matematicos apresentados fazem parte das escolhas
metodoldgicas dos autores, uma vez que as EDO modelam diferentes situacdes oriundas de
diversas areas do conhecimento (por exemplo, da Fisica e da Ecologia). De modo que, 0 ensino
de EDO ¢é enriquecido quando se faz de forma contextualizada, em outros termos, quando
busca-se nas situacOes-problema de outras areas da Ciéncia contexto para se abordar os
conceitos matematicos.

Além disso, os autores exploram os Modelos Matematicos, inicialmente apresentados,

para formalizar a resolucdo das equacOes diferenciais que modelam os dois fendmenos e
. . ~ d .
posteriormente para generalizar a solugdo das EDO da formad—i = ay — b. Ainda, para estudar

a classificagdo das ED — linear ou n&o linear, parcial ou ordinaria; ordem e sistema de EDO, 0s
modelos matematicos ndo sdo enfatizados, exceto como exemplo de ED néo linear, sendo citado
0 problema do péndulo.

Nesse capitulo foram categorizadas 128 atividades'!. Destas, 49 se referem & modelos
matematicos, ou seja, 40% do total de atividades. Os modelos matematicos envolvem conceitos
de Quimica (desintegracdo de elementos quimicos), Fisica (queda de objetos, Lei do
Resfriamento de Newton*?, circuito elétrico, péndulo e principio da conservagio de energia),
Ecologia (presa-predador, elementos quimicos em lagoas), Biologia (absor¢ao de remédios no
corpo).

O LTA apresenta algumas dicas sobre a construcdo de Modelos Matematicos, relatando
que esta atividade ndo é trivial, mas seguir alguns passos pode contribuir para verificar se o

Modelo esté consistente. Os passos indicados sao: identificar qual(is) das variaveis envolvidas

11 Os autores do LTA denominam as atividades propostas como problemas. Neste texto, ndo sera utilizado o termo
problema por entender que este termo refere-se a atividade proposta, cujo contelldo matematico ainda néo foi
apresentado (ONUCHIC, ALLEVATO, 2011).

12 A Lei do Resfriamento de Newton afirma que a temperatura de um objeto varia a uma razdo proporcional a
diferenca entre sua temperatura e a temperatura ambiente.
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é(sdo) independente(s) e dependente(s), ajustar as unidades das variaveis de forma coerente
com o problema, conhecer o campo de aplicacdo do problema em questdo, tal como estudar as
leis e conceitos envolvidos no problema e expressar a lei que envolve estes conceitos nas
variaveis envolvidas no problema.

No capitulo 2, Equaces Diferenciais de Primeira Ordem, o LTA é composto por uma
secdo especifica de Modelagem e Equacdes Diferencias Ordinarias de Primeira Ordem. Os
autores do LTA afirmam que, os modelos matematicos que envolvem EDO de Primeira Ordem
sdo importantes, pois permitem a investigacao de fendmenos de diversas areas: ciéncias fisicas,
bioldgicas e sociais. Além disso, sugerem que a Modelagem Matematica pode ser
compreendida como um processo que perpassa 3 etapas: Construcdo do Modelo, Analise do
Modelo e Comparacdo com Experimentos ou Observacdes.

Na sequéncia, sdo expostos exemplos cujas situagdes sdo representadas por modelos que
envolvem EDO de Primeira Ordem, por exemplo: mistura de componentes a taxa constante;
juros compostos; e, velocidade.

Sublinha-se o problema sobre juros compostos, pois, neste exemplo, os autores do LTA
enfatizam as conexBes com contetdos, geralmente, presentes no Ensino Médio (Funcéo
Exponencial, Matematica Financeira). Os autores apresentam uma EDO para modelar este
problema, bem como sua solucdo, relacionando esta equacdo com a funcéo de juros compostos.
Entretanto, os autores ndo conectam o problema aos contetdos estudados na Educagdo Basica.
Defende-se que conectar funcdes, ao estudo de EDO enriquece e potencializa os argumentos
utilizados para justificar o comportamento desta funcéo, neste caso, é possivel demonstrar, ao
futuro professor, que as EDO trabalhadas do Ensino Superior, também, descrevem fendmenos
amplamente discutidos no Ensino Médio.

Ainda, ao longo do capitulo 2, outros temas, discutidos no Ensino Médio, sdo abordados,
por exemplo, 0 modelo de Malthus que descreve a dindmica populacional, epidemias e
administracdo de recursos renovaveis, discutidos em Biologia. Também sdo explorados temas
de Quimica, tais como: meia vida, decomposicdo e reacdo entre elementos quimicos. Além
disso, os modelos matematicos, também, sdo enfatizados ao abordar o conteldo Equacdes
Auténomas®®, especialmente, os modelos de dindmica populacional. Entretanto, no LTA, n&o
sdo evidenciados momentos que realizem as conexdes entre os modelos estudados e o0s

conceitos abordados na Educacdo Bésica. Caracteristica esta, provavel, pelo fato de o livro ndo

13 S50 uma classe de EDO de 12 ordem, cuja variavel independente nio aparece explicitamente, ou seja, da forma
dy
2= f).
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possuir como publico alvo somente licenciandos e sim, académicos matriculados em cursos de
nivel superior que preveem o ensino de EDO.

No que concerne as atividades propostas no capitulo 2, verifica-se que 30,3% utilizam
modelos matematicos para estudo de EDO. Em outros termos, 134 atividades de um total de
441 atividades destacam os modelos matematicos. Sobre modelos que abordam conceitos de
Quimica, destaca-se a datagdo por carbono, método utilizado na Arqueologia®* para determinar

a idade de fdsseis, mostrado na Figura 1.

Figura 1: Exemplo de atividade proposta envolvendo conhecimentos de Quimica

13. Uma ferramenta importante em pesquisa arqueolégica é a datagao por carbono radioativo, desenvolvida
pelo quimico americano Willard F. Libby.* Essa € uma ferramenta para determinar a idade de determina-
dos residuos de madeira e plantas, e, portanto, de ossos de animais ou homens, ou artefatos encontrados
enterrados nos mesmos niveis. A datacao por carbono radioativo baseia-se no fato de que alguns restos
de madeira ou plantas contém quantidades residuais de carbono-14, um is6topo radioativo do carbono.
Esse is6topo se acumula durante a vida da planta e comega a decair na sua morte. Como a meia-vida do
carbono-14 € longa (aproximadamente 5.730 anos*), quantidades mensuraveis de carbono-14 permanecem
depois de muitos milhares de anos. Se mesmo uma fragdo minima da quantidade original de carbono-14
ainda estd presente, entdo, através de medidas apropriadas em laboratério, pode-se determinar com pre-
cisdo a proporgao da quantidade original de carbono-14 que permanece. Em outras palavras, se Q(7) € a
quantidade de carbono-14 no instante r e Q, € a quantidade original, entdo a razdo Q(7)/Q, pode ser de-
terminada, pelo menos se essa quantidade nao for pequena demais. Técnicas atuais de medida permitem
0 uso desse método por periodos de tempo de 50.000 anos ou mais.

(a) Supondo que Q satisfaz a equacgdo diferencial Q" = —rQ, determine a constante de decaimento r para
o carbono-14.

(b) Encontre uma expressido para Q(7) em qualquer instante 1, se Q(0) = Q,

(c) Suponha que determinados restos foram descobertos nos quais a quantidade residual atual de carbo-
no-14 € 20% da quantidade original. Determine a idade desses restos.

Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p.52)

A Figura 1 apresenta um exemplo de modelo matematico que exige conhecimentos de
Quimica, cujas nocdes sdo trabalhadas desde a Educacdo Basica. Entende-se que o estudo de
EDO por meio de modelos enriquece a formacao do futuro professor, pois amplia o campo de
relacbes que o professor pode estabelecer quando ensina funcdes, neste caso, funcéo
exponencial. Ao solucionar a EDO apresentada na Figura 1, o sujeito deve perceber que o
decaimento da quantidade de Carbono varia de forma exponencial e, portanto, € uma situagdo-
problema que pode ser explorada ao ensinar funcdo exponencial, relacionando aos
conhecimentos de Quimica.

No LTA h& modelos que abordam conhecimentos de Fisica, por exemplo, Principio de
Torricelli e movimento de corpos (Langamento Vertical (Figura 2) e Queda Livre).

14 Arqueologia é a Ciéncia que estuda a vida e a cultura dos povos antigos por meio de escavagdes ou através de
documentos, monumentos, etc., deixados por eles.
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Figura 2: Exemplo de atividade proposta que envolve conceitos de Fisica

«r&i‘_ 20. Uma bola com massa de 0,15 kg € jogada para cima, com velocidade inicial de 20 m/s, do teto de um predio
K- com 30 m de altura. Nio leve em consideragiao a resisténcia do ar.

(a) Encontre a altura méxima acima do solo alcangada pela bola.
L (b) Supondo que a bola ndo atinge o prédio quando desce, encontre o instante em que ¢la bate no chio )

Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p.54)

Na figura 2, o modelo que aborda conhecimentos de Fisica (langamento vertical para
cima) que, séo trabalhados no Ensino Médio. Ao solucionar a EDO que descreve o fendmeno,
o futuro professor deve identificar que o comportamento da bola, lancada para cima, é
parabolico, ou seja, a solucdo da EDO é uma funcao quadratica.

Corrobora-se com as autoras Onuchic e Allevato (2011, p. 90) ao afirmarem que:
“Descobrir que tipos de relacdes do mundo real sdo representados por gréficos parabolicos é
mesmo mais interessante e cientifico, até infinitamente mais valioso do que a habilidade em
plotar a curva quando alguém lhe da a equag@o”. Verifica-se que o estudo de EDO pode
apresentar ao futuro professor varios fendmenos que podem ser modelados por graficos
parabdlicos. As relagdes entre EDO e funcdes serdo percebidas pelo académico se este conectar
0 comportamento das situacOes representadas por EDO a fungédo que as descreve. Além disso,
é preciso compreender 0s conceitos e estruturas matematicas presentes nas funcbes que
modelam os fenbmenos, por exemplo, padrées, proporcionalidade, conjuntos numéricos.

Alguns problemas da Fisica, apresentados no LTA, envolvem leis que ndo séo
enfatizados na Educacdo Baésica, como a Lei do Resfriamento de Newton e Transferéncia de
Calor segundo a Lei de Stefan-Boltzmann®®. Contudo, o futuro professor pode utilizar tais
situagdes em seu trabalho na Educacdo Basica, pois envolvem conceitos sobre temperatura,
bastante presentes em discussdes sobre fenémenos reais, um tema que permeia diversas areas
da Ciéncia como Matematica, Quimica, Biologia e a prdpria Fisica. Neste sentido, para abordar
este tema, o futuro professor pode adaptar as situacOes e apresentar a fun¢do solucao.

Foram identificadas no LTA situa¢des envolvendo conceitos da Matematica Financeira,

como investimentos, empréstimos e financiamentos. Destaca-se, que estes modelos sdo
. ~ T ~ . . ~ . as

situacOes de capitalizagdo continua, ou seja, envolvem equacbes do tipo — =TrS, emquer
refere-se a taxa de juros e S ao montante no instante de tempo t. A solucéo, para os problemas

deste tipo, é a funcdo exponencial S = Sye™, que na Educagdo Basica é denominada como a

funcdo para o calculo de Juros Compostos, com S, representando o investimento inicial. Os

15 Esta Lei descreve a transferéncia de calor de um objeto para o ambiente por radiago.
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problemas de Juros Simples, modelados por funcdo afim, ndo sdo abordados, ou seja, equacdes
com derivadas constantes ndo séo trabalhadas.

Também, sdo exploradas situacfes-problema cujo contexto € a propria Matematica,
como area do circulo (Geometria Plana), area de superficie do cone e da esfera bem como seus
respectivos volumes (Geometria Espacial) e o problema da Braquistocrona. Um problema
histdrico, do século XVII, que consiste em determinar uma curva ao longo da qual uma particula
desliza sem atrito em um tempo minimo de um ponto dado P até outro ponto Q, em que 0
segundo ponto esta mais baixo que o primeiro, mas nao diretamente abaixo.

Dessa forma, nos capitulos analisados e nas atividades propostas, no LTA, 0os modelos
matematicos descrevem situacBes-problema sobre objetos em queda livre, meia vida de
elementos quimicos, crescimento/decrescimento populacional, drenagem de liquidos atraves de
um orificio, problemas de Matematica Financeira, problemas envolvendo a variacdo de
temperatura, epidemias. No que tange aos tipos de fungdes exploradas, por meio destes
modelos, destaca-se que os autores do LTA selecionaram atividades que enfatizam a funcao
exponencial. Alguns modelos envolvem funcgdes trigonométricas e quadraticas. Contudo,
verifica-se que a fungéo logaritmica ndo é dada énfase. N&o realizar a conex&o entre este tipo
de funcdo e as situagOes que sdo modeladas por ela pode limitar o conhecimento do futuro
professor, no que tange as contextualizacdes que podem ser feitas entre a funcéo logaritmica e
fendmenos reais.

Em relacdo ao LTB, acerca da categoria Analise de Modelos, é possivel verificar que,
na segunda sec¢ao no capitulo 1, sdo apresentados alguns modelos matematicos que envolvem
Equacdes Diferenciais de 12 ordem e Equacdes Diferenciais de 22 ordem. Estes modelos
referem-se a fendbmenos que exigem conhecimentos, principalmente, de Fisica, por exemplo:
ao estudar o modelo sobre corpos em queda livre, é abordada a segunda lei de Newton, que
explica a forca que um corpo exerce considerando a aceleracdo e a massa do objeto; é
apresentado, também, o movimento de um péndulo simples, que envolve os conceitos da
segunda lei de Newton e aceleracdo angular.

O LTB nao enfatiza que os conceitos envolvidos nos modelos supracitados, também,
sdo estudados na Educacdo Bésica, também verificado no LTA. Assim, cabe ao académico
realizar a conexdo entre 0s conceitos e situacdes que envolvem EDO e o que podera ser
explorado no trabalho como professor. Para tal, € importante perceber que a funcdo solucdo do
modelo de corpos em queda livre € uma funcdo quadratica, logo esta é uma situacdo que pode
ser utilizada pelo futuro professor ao ensinar este tipo de funcdo. Alguns exemplos, também

estdo presentes no LTA, como o0 modelo sobre a Lei do Resfriamento de Newton.
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Também é apresentado 0 modelo sobre capitaliza¢do continua, que envolve os conceitos
de juros compostos. Destaca-se que, os autores do LTB enfatizam que este fendbmeno possui o
mesmo comportamento do crescimento populacional, ambos crescem/decrescem
exponencialmente.

Além dessas, hé outras situaces reais, que para serem modeladas, exigem que o sujeito
conheca conceitos de Fisica, a saber: modelo sobre o sistema massa-mola, que envolve
conceitos de proporcionalidade, acerca da Lei de Hooke® e da Forga F exercida sobre objetos;
cujos conceitos séo descritos conforme a segunda Lei de Newton; uma situacdo problema sobre
circuitos simples em série, que envolve conceitos da segunda Lei de Kirchhoff!”; modelo sobre
drenagem de agua através de um orificio, que utiliza ideias sobre hidrodindmica e o0 Teorema
de Torricelli. Dessa forma, verifica-se que os autores do LTB apresentam situacdes que
envolvem EDO e conceitos que podem ser explorados pelo futuro professor de Matematica,
pois estes conteudos, geralmente, sdo abordados na disciplina de Fisica.

Em relacdo aos dados quantitativos, o capitulo possui 101 atividades propostas, destas
28 atividades abordam modelos matematicos, ou seja, 27,72% das atividades. Nestes, as
situacBes—problema propostas ndo precisam ser solucionadas, assim a fungdo solucdo nédo é
explorada. Entretanto, distintos fendmenos reais sdo apresentados, a saber: corpos em queda
livre, circuitos em série, escoamento de liquidos, trajetoria de projéteis, variacdo de compostos
qguimicos no organismo, dentre outros. Destaca-se que grande parte destes fenbmenos sédo
retomados no capitulo 3, afim de explorar sua solucéo.

No capitulo 2, do LTB, sdo apresentados os métodos analiticos de resolugdo de EDO de
1° ordem. Optando por trabalhar o desenvolvimento tedrico dos métodos. Apresentando apenas
situacOes de referéncia. De modo a relacionar as EDO com fenémenos reais, porém, sem utiliza-
las como ponto de partida para sistematizar a resolucao da EDO.

Quanto aos dados quantitativos, foram contabilizadas 341 situagdes, de um total de 563,
como pode ser corroborado através do Quadro 1. Permitindo inferir que, aproximadamente,
60,56% das atividades propostas ndo estdo relacionadas a modelos.

O capitulo 3 do LTB apresenta aplicacdes das equacbes na propria matematica, por
exemplo, trajetdrias ortogonais, que refere-se a uma curva que intercepta uma dada familia de
fungdes em angulo reto. Esta discussdo é interessante, pois aborda os conceitos matematicos de

Geometria Plana (posicdo relativa entre retas) e Geometria Analitica, cujo estudo é

16 Esta lei afirma que a forca restauradora é proporcional ao deslocamento da mola quando esticada.
17 Afirma que a diferenca de potencial E(t) em um circuito fechado é igual & soma das voltagens no circuito.
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recomendado pelas propostas curriculares nacionais (BRASIL, 2002), relacionado aos
conceitos de Célculo, como reta tangente.

No capitulo 3, também, sdo expostas aplicacbes das equacdes em situacbes de outras
areas do conhecimento, por exemplo, situacfes de crescimento e decrescimento populacional,
oriundos da Biologia e Ecologia. Fenbmenos quimicos também sdo abordados, em especial,
meia-vida de substancias radioativas; datacdo de fdésseis por meio da quantidade de Carbono
presente; mistura de solugdes com concentracdes distintas. E interessante que os professores
das distintas areas explorem os diversos aspectos de um mesmo contedo, neste caso, 0
professor de Quimica pode explorar as caracteristicas dos elementos e compostos quimicos e o
professor de Matematica pode trabalhar com a elaboracdo de modelos relativos as reacGes
guimicas que podem ocorrer entre as substancias. Modelos que podem ser calculados por EDO
lineares ou EDO néo lineares, de acordo com o nivel de interacdo e as caracteristicas de cada
elemento presente na reacdo. A Figura 3, é um exemplo de modelo que descreve uma reacao

quimica entre dois compostos, originando um terceiro composto.

Figura 3: Exemplo de atividade proposta que envolve conceitos de Quimica

Um composto C é formado quando dois compostos quimicos A e B sdo combinados. A reagao
resultante entre os dois compostos € tal que, para cada grama de A, 4 gramas de B sdo usados. E
observado que 30 gramas do composto C sdo formados em 10 minutos. Determine a quantidade
de C em qualquer instante se a taxa da reagio é proporcional as quantidades de A e B remanes-
centes e se inicialmente havia 50 gramas de A e 32 gramas de B. Qual a quantidade do composto
C que estaré presente ap6s 15 minutos? Interprete a solugdo quando t — e

Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p.124)

O modelo representado na Figura 3 envolve uma EDO ndo linear que possui como

1_e—0,1258t

solucdo, a funcdo exponencial X(t) = 1000 Dessa forma, trabalhar com este

25-4¢-0,1258t"
modelo pode contribuir para que o futuro professor conheca um nimero maior de situacdes
modeladas por funcdo exponencial e possa explora-las na sua pratica profissional.

A critério de exemplo, na Figura 4, € mostrado um modelo matematico sobre a Lei do
Resfriamento de Newton, cuja solugcdo é exponencial. De modo que, € possivel perceber a
importancia do estudo de EDO para resolucdo de problemas relacionados a, por exemplo,

variacdo de temperatura.
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Figura 04: Exemplo apresentado e discutido pelo LTB, envolvendo a Lei do Resfriamento de Newton

ando um bolo € retirado do forno, sua temperatura é de 300°F. Trés minutos depois, sua
mperatura passa para 200°F. Quanto tempo levar4 para sua temperatura chegar a 70 graus, se a
peratura do meio ambiente em que ele foi colocado for de exatamente 70°F?

Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p.107)

Nas figuras 4 e 5, vé-se exemplos de situacGes que podem ser utilizadas para
contextualizar fun¢bes exponenciais, envolvendo conceitos de Fisica. Em relagdo ao modelo na
Figura 04, é possivel trabalhar a funcdo T(t) = 70 + 230e 919918t nois esta é a solucéo da
EDO que descreve 0 modelo. No que concerne aos conceitos que podem ser abordados, além
da Lei de Resfriamento de Newton, podem ser discutidos conceitos como escala termométrica,
conversdo entre as unidades de temperatura (Escalas Celsius, Fahrenheit e Kelvin), cuja

conversao pode originar outra discussao, um modelo que envolve funcdo afim.

Figura 05: Exemplo apresentado e discutido pelo LTB, modelo sobre eletromagnetismo

Jma bateria de 12 volts € conectada a um circuito em série no qual a induténcia é de 1/2 henry
' a resisténcia, 10 ohms. Determine a corrente i se a corrente inicial é zero.

Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p. 109)

Na Figura 5, pode-se verificar como é apresentado um modelo sobre eletromagnetismo.

A funcéo solugéo pode ser explorada pelo futuro professor, no Ensino Médio, pois envolve uma

~ . . 6 6 _ . . . - g -
funcdo exponencial i(t) = el 20t Selecionar este tipo de situacdo é importante para que

0s estudantes consigam conectar 0s conceitos matematicos aos conceitos de outras areas do
conhecimento, além disso, pode-se mostrar, de forma generalizada, a relagédo entre os conceitos

de Voltagem (E(t)), Resisténcia (R), Corrente (i) e Indutancia (L) por meio da funcdo i(t) =
% — ce~®R/Dt de modo que a solucdo obtida é denominada de solucdo geral (ou familia de

solucdes), pois ndo ha dados a serem substituidos e que permitiriam obter uma solucéo
particular, conforme apresentado anteriormente no paragrafo.

Em relacdo as atividades propostas neste capitulo, 65,28% (79 atividades de um total de
121) abordam modelos matematicos. As principais situacdes reais exploradas referem-se
aquelas ja abordadas no decorrer das explanagdes dos contetdos. A funcdo mais abordada é a
exponencial seguida da quadratica. As atividades que ndo foram categorizadas como modelos,
34,71%, prop6em, em geral, que o académico determine as trajetorias ortogonais para uma dada
familia de funcdes. Porém, nesta pesquisa assume-se que 0s modelos envolvem situacdes de

outras areas do conhecimento, a qual esta situacdo nédo se aplica.
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Do total de atividades propostas nos 3 capitulos analisados, 19,01% s&o atividades que
envolvem modelos matematicos. Estas situa¢6es sdo oriundas de areas do conhecimento como
a Quimica, com modelos sobre reacdes quimicas e meia vida de elementos quimicos; a Fisica,
com modelos sobre objetos em queda livre, circuitos em série, drenagem de liquidos; a
Biologia, no que concerne a problemas sobre eliminacdo de medicamentos do corpo humano,
crescimento/decrescimento de populacGes; a Economia, como a capitalizagdo continua; e, a
Psicologia, ao explorar situacdes sobre memorizacéo e esquecimento.

As fungdes exploradas, nos 3 capitulos analisados e atividades propostas, sdo
geralmente as exponenciais. Em algumas situacdes, ha a abordagem de situacGes que séo
expressas por fungbes quadraticas. No que tange a funcéo logaritmica, assim como os autores
do LTA, os autores do LTB ndo a enfatizam como uma func¢édo que também modela situacdes
reais.

No que concerne a categoria Abordagem Qualitativa de EDO no LTA, verifica-se que
esta abordagem estd presente logo nas primeiras paginas, nos dois primeiros modelos
apresentados, citados na discussdo sobre a categoria Analise de Modelos. A Abordagem
Qualitativa revela-se, conforme Javaroni (2007), quando o objetivo € investigar o
comportamento das solugGes da EDO. Dessa forma, o cerne da atividade matematica néo
constitui-se em resolver a EDO por meio de algum método analitico. Como foi mencionado, o
LT A propde a discussao do que a EDO representa acerca do modelo, para tanto, os autores do
LTA inserem no contexto de andlise dos modelos a representagdo geométrica das EDO,
utilizando um campo de dire¢des do modelo a ser analisado (Figuras 6 e 7). Por meio do campo
de direcOes, os autores destacam caracteristicas e comportamentos dos modelos, como as
solucdes de equilibrio®,

18 Soluges de Equilibrio sdo soluces constantes, necessariamente a derivada é nula. Ou seja, o coeficiente angular
da reta que a caracteriza é nulo.
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Figura 6: Campo de Direcdes sobre o modelo “objeto em queda”
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Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p.4)

Figura 7: Campo de DirecOes sobre 0 modelo “interacdo entre ratos e corujas em um campo”
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Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p. 5)

No campo de direcdes apresentado na Figura 6 é representado o comportamento das
solugdes da EDO, ou seja, 0s segmentos ndo sdo as curvas integrais da EDO em estudo e sim
aproximacdes. Por meio do campo de direcbes é possivel obter a solucdo de equilibrio do
modelo (v = 49m/s). Ainda, percebe-se que todos as solugdes tendem para v = 49m/s, pois
valores menores do que v = 49m/s tendem a aumentar até essa velocidade, enquanto que o

valores maiores do que v = 49m/s tendem a diminuir até atingirem a solucdo de equilibrio,
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portanto pode-se inferir que as solugbes convergem. Na figura 07, através do campo de
direcdes, verifica-se a existéncia de certo equilibrio em valores proximos a p = 900.
Entretanto, diferentemente do representado na Figura 6, neste caso as solucGes divergem, ou
seja, para valores menores de p = 900, as solucdes decrescem e valores maiores de p = 900
crescem (a medida que o tempo passa). SituacOes semelhantes as do campo dire¢Ges podem ser
trabalhadas em situacdes-problema abordadas na Educacdo Basica, por exemplo, ao ensinar
funcdes em que, também, é possivel realizar a anélise qualitativa do gréfico da funcéo.

Outro importante conceito matematico, por suas relacbes com outros conteudos
matematicos e outras areas do conhecimento, é abordado, o conceito de proporcionalidade,

denominado nesta se¢do por taxa constante ou taxa de crescimento. Este conceito é evidente,
por exemplo, na Figura 01 cuja atividade propde a resolucéo da equagdo % = —r(Q. Pode-se
inferir que o pardmetro r representa a taxa de decaimento da quantidade de Carbono em
determinado fossil; o futuro professor precisa compreender que a derivada significa uma
variagao entre as grandezas envolvidas, a quantidade de Carbono em relagdo ao tempo, e esta
variagao ocorre de acordo com a taxa de variagdo, neste caso, constante (r). Para descobrir a
quantidade Q em um tempo t, € Gtil trabalhar com a funcéo Q(t), a ser determinada resolvendo
aEDO. A fungédo Q(t) € um importante objeto de estudo na Educagdo Bésica, pois é uma funcéo
exponencial, como foi destacado anteriormente.

Ainda no capitulo introdutério, os autores realizam a sistematizacdo das solucGes dos
modelos apresentados inicialmente, como exemplos, da forma % = rp — k. Enfatizando o
comportamento das solugdes e destacando que cada parametro que compde a lei da EDO
influencia no comportamento da solucdo da EDO, considerando que a equacao possui solucao
que pode ser expressa por funcdes elementares. Verifica-se isto no Quadro 02 que apresenta
um excerto do LTA, em que p, refere-se a populacao inicial de ratos, k a taxa predatoria e r a

taxa de crescimento da populacéo.

Quadro 2: Excerto sobre o comportamento de solucfes de acordo com os pardmetros envolvidos

Se py = é entdo segue da Eq(19), que p = é para todo t; essa é a solucdo constante, ou de equilibrio. Se
Do #F é entdo o comportamento da solucéo depende do sinal do coeficiente p, — G) no termo exponencial
na Eq 19. Se p, > % entdo p cresce exponencialmente com o tempo t; se py < f entdo p decresce e acaba

se tornando nulo, o que ocorre a extingdo dos ratos. Valores negativos de p, embora sendo possiveis na
expressao (19), ndo fazem sentido no contexto desse problema particular.

Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p.11)
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A Abordagem Qualitativa € verificada em atividades do capitulo introdutdrio, pois €
proposto ao futuro professor resolver problemas que consistem em perguntas com carater
investigatorio, por exemplo o exposto no Quadro 02. Na categoria Analise de Modelos foi
defendida a importancia do professor conhecer o maior nimero possivel de situacdes reais para
ensinar fungdes, entretanto é fundamental que o futuro professor consiga abordar as situacfes
propostas aos estudantes sob a Otica qualitativa, pois assim podem ser exploradas as
propriedades e caracteristicas do fendmeno estudado ressaltando um dos aspectos da

Matematica, Ciéncia que possui ferramentas para modelar fenémenos reais.

Quadro 3: Excerto sobre a abordagem de campos de direcBes em atividades propostas

“[...] desenhe um campo de direcGes para a equacéo diferencial dada. Baseado no campo de dire¢des, determine
0 comportamento de y quando t — oo. Se esse comportamento depender do valor inicial de y em t=0, descreva
essa dependéncia. [...]”

Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p.7)

No Quadro 3, percebe-se que os autores do LTA entendem que € importante analisar o
comportamento das solucBes de EDO, sem resolvé-la. Para tanto, propde a anlise através do
campo de dire¢des. Ressalta-se que muitas das EDO, principalmente, as equag6es que modelam
fendmenos reais, ndo possuem solucdo que pode ser obtida por meio de uma sequéncia finita
de passos de tratamento algébrico e integracdo e consequentemente expressa por funcoes
elementares. Para resolver este problema, Javaroni (2007, p.187) afirma que é possivel
“investigar o comportamento das solugoes sem de fato encontrar as solugfes analiticamente ”
por meio de um campo de direcdes.

A Figura 8 representa um exemplo de atividade do capitulo 1 do LT A proposta sob a

6tica da Abordagem Qualitativa:

Figura 8: Exemplo de atividade proposta sob a Gtica da abordagem qualitativa

3. Considere a equacgao diferencial
dy/dt = -ay + b,

em que a ¢ b sao nimeros positivos
(a) Encontre a solugdo geral da equagdo diferencial
(b) Esboce a solugio para diversas condig¢oes iniciais diferentes
(¢) Descreva como a solugdo muda sob cada uma das seguintes condigoes:
1. a aumenta,
1. b aumenta;
1. Ambos a e b aumentam mas a razdo b/a permanece constante.

Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p.14)



39

Na Figura 8 constata-se que é proposta a resolucio da EDO, porém nio somente. E
exigido que o futuro professor consiga estabelecer relacdes entre os parametros da EDO e suas
solucdes. Esta percepcdo é importante, pois quando a EDO modela fenbmenos, o sujeito deve
entender que a variagdo dos parametros envolvidos interfere diretamente na solugdo da EDO
(solucéo do modelo/problema a ser resolvido).

No item a da atividade (Figura 8), a solucdo esperada é y = ce ™%t + S. Verifica-se que

0 comportamento da solucdo cresce/decresce exponencialmente, em que a e b S0 0S
parametros envolvidos na EDO cuja variacao influencia na solucéo, t a variavel independente,
e c representa a constante de integracdo. Neste caso, a atividade ndo propde a resolucdo de um
Problema de Valor Inicial'®, entdo ¢ indica toda a familia de funcdes que satisfazem a EDO. A
resposta do item b, refere a construcdo do grafico (Registro Grafico) das soluc@es, na qual os
autores sugerem que sejam elencados pontos para substituir a constante ¢ por um numero
especifico, de modo que a solucdo particular contenha o ponto desejado.

No item c, espera-se, como resposta a atividade, o entendimento de que quando o
parametro a aumenta, as solucGes decrescem mais rapidamente, pois este parametro esta
intrinsecamente relacionado a e. Quanto as solucdo pode-se inferir que, quanto maior o valor
numérico de a, mais baixo sera o valor de equilibrio da solu¢do. Em relacdo ao parametro b,
quando ha seu aumento, apenas o valor de equilibrio das solugdes é alterado, o

crescimento/decrescimento ndo se altera, pois ndo héa alteracdo do parametro a. No que se refere
~ b Ry n . . .
a razdo — constante, significa que os parametros a e b variam proporcionalmente, ou seja, 0

equilibrio da solucdo ndo se altera, mas como ha a variacdo de a, a solucdo decresce mais
rapidamente.

O capitulo 2 do LTA, é dedicado ao estudo de métodos analiticos para resolucao de
EDO de primeira ordem como Equac6es Lineares, Equacdes Separaveis e Equacfes Exatas e 0
Método de Euler. Percebe-se que, em cada secdo, os autores apresentam exemplos para
aplicacdo do método que estéa sendo estudado com a analise das solu¢des da EDO. Por exemplo,

a Figura 9:

19 A solugdo de uma EDO, quando existe, refere-se a uma familia de funcdes. Resolver um Problema de Valor
Inicial (PV1) significa determinar, por meio de um ponto fornecido que necessariamente deve pertencer a solucéo,
uma funcao especifica que é solugdo da EDO.
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Figura 9: Exemplo apresentado e discutido pelos autores do LTB para aplicagdo de método analitico

Encontre a solugao geral da equagao diferencial

1.
24 -2y=4-1
dt )

e desenhe grificos de diversas solugdes. Discuta o comportamento das solugdes quando 1 — .
Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p.29)

Ainda, o capitulo 2, além das atividades mencionadas anteriormente, apresenta uma
secdo especifica com exemplos que se referem a modelos de diversas areas do conhecimento.
Estes exemplos sdo explorados, sob a 6tica da abordagem qualitativa, pois além de ser proposta
a construcdo de uma EDO que modele o fenbmeno, é realizada uma discussdo acerca da

influéncia dos parametros no comportamento da solucao.

Figura 10: Exemplo de como a abordagem qualitativa € realizada no LTA
Q(’):25~ (Q.) = :5)(,—n ltn. -

ou
o(1) = 25(1 = e ™%) + Qpe~ "™ (7)

Da Eq. (6) ou da Eq. (7), vocé pode ver que Q(f) — 25 (Ib) quando ¢ — =, de modo que o valor limite Q, € 25,
confirmando nossa intuigdo fisica. Além disso, Q(7) se aproxima desse limite mais rapidamente quando r au-
menta. Ao interpretar a solugdo (7), note que o segundo termo a direita do sinal de igualdade € a porgao do
sal original que permanece no tanque no instante , enquanto o primeiro termo fornece a quantidade de sal
no tanque em consequéncia da agdo dos fluxos. Grificos das solugdes para r = 3 e diversos valores de Q, estdo
ilustrados na Figura 2.3.2.

Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p. 45)

Pode-se afirmar que a abordagem qualitativa é explorada tanto nos exemplos que
referem-se a modelos matematicos (Figura 10) quanto em exemplos que envolvem apenas
equacOes sem aplicacao direta (Figuras 8 e 9). Entretanto, verifica-se que a maioria dos modelos
sdo trabalhados sob esta Gtica, mostrando que os autores possuem o entendimento de que o
ensino de EDO aliado a abordagem qualitativa enriquece e potencializa o aspecto Unificador
do Célculo.

Em relacdo ao capitulo introdutorio do LTB, percebe-se que a se¢do que aborda os
modelos matematicos possui alguns tracos desta abordagem, pois é uma tarefa investigativa o
movimento de representar a situacdo real por meio de Equagdes Diferenciais. Entretanto, 0s
autores, do LTB, apresentam uma breve discusséo referente a resolucdo do problema em si,
com o objetivo de chegar a uma equagéo que resolva o problema, sem que ocorra a discusséo
dos possiveis meios para resolucdo das equacgdes, portanto, a analise do comportamento da

funcdo solucdo dos modelos néo e realizada.




41

el . o , . ~ _ds .
Por exemplo o modelo sobre capitalizacdo continua, descrito pela equacao == S, Cujo

grafico é apresentado na Figura 7, expressa 0 comportamento das retas tangentes, em dois
tempos arbitrarios t; e t,, representando a relacdo entre o comportamento exponencial da

solucéo da equacdo e a inclinacdo da reta tangente a cada um dos pontos.

Figura 11: Exemplo de gréfico
apresentado no LTB para discutir o
comportamento de um modelo
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Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p.30)

Os autores, do LTB, destacam que quando a taxa de crescimento r for “grande”, o
capital S também o serd, pois a variacdo entre as grandezas € proporcional. Dessa forma, quando
o capital for um nimero “grande” a reta tangente tera inclinacdo que se aproxima cada vez mais
do eixo S. Para este modelo, sdo discutidas diferentes caracteristicas, presentes no registro
geomeétrico das equacdes, relacionadas ao comportamento da solugdo, sem que seja apresentada
a solucdo propriamente dita. Os campos de dire¢Ges nédo sdo ressaltados ao estudar as EDO, em
detrimento da atividade de investigar o comportamento das equagdes sem necessariamente
expressar a solucao das equac6es por meio de funcdes elementares, visto que, em diversas EDO
ndo e possivel expressa-las.

No que concerne as atividades do capitulo 1, pode-se afirmar que possuem carater
investigativo, pois propdem ao estudante a investigacdo de uma equacdo que expressa a situagao
apresentada. Em outras palavras, ha atividades que ndo solicitam que o académico solucione a
EDO. Na Figura 12, é mostrado um exemplo de atividade do capitulo, evidenciando a

solicitacdo para expressar a atividade por meio de uma EDO, sem a necessidade de soluciona-

~ P . d . e
la. A equacdo que modela este fendmeno é d—’: = r — kx, em que r significa a taxa constante
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que o medicamento € injetado, k a constante de proporcionalidade e x(t), a quantidade de

remédio no instante t.

Figura 12: Exemplo de atividade proposta em que é necessario representa-la por meio de uma equagéo

Uma droga € injetada na corrente sangiifnea de um paciente a uma taxa constante de r gramas por
segundo, Simultancamente, a droga é removida a uma taxa proporcional 4 quantidade x(r) de droga
presente no instante 7. Determine a equagio diferencial que governa a quantidade x(r)

Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p. 32)

Quanto ao capitulo 2, verifica-se que o ensino de EDO esté centrado na manipulagao
algébrica, ou seja, os autores encaminham o estudo de EDO apresentando métodos analiticos
de resolucdo. O comportamento das solucdes nédo é discutido neste capitulo. Ao contrario do
exposto no LTA, em que verificou-se a realizacdo da analise das soluces das EDO em todos
os capitulos, mesmo que as equac@es nao estivessem associadas a fendmenos reais.

No que se refere a abordagem qualitativa nas atividades propostas no capitulo 2, pode-
se inferir que ndo € realizada, pois foram selecionadas atividades que visam aplicacdo de
métodos analiticos para resolver EDO, sem preocupar-se no comportamento que a funcao
solugéo possui, bem como a influéncia de parametros que compde a funcéo.

No capitulo 3, é aprofundada a anélise de modelos que envolvem EDO, destacando e
justificando o comportamento de suas solugdes. Ou seja, somente neste capitulo é possivel
perceber uma abordagem qualitativa para o trabalho com os modelos matematicos. No Quadro

4, ¢ mostrado um excerto sobre a anélise da fungio exponencial N(t) = N,(e*)t.

Quadro 4: Excerto sobre a abordagem qualitativa no LTB

[...] A funcio exponencial e*t cresce com o tempo quando k > 0, e decresce quando k < 0. Logo, problemas que
descrevem crescimentos, como a populacdo, bactéria ou mesmo capital, sdo caracterizados por um valor positivo
de k; por outro lado, problemas envolvendo decrescimento, como desintegracdo radioativa, conduzem a um valor
negativo de k.

Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p. 104)

Neste excerto, é discutido 0 comportamento e as situa¢des as quais esta fun¢do modela.
A funcéo N(t) € solucdo da equagdo Z—IZ = kN, em que k refere-se a taxa de crescimento do

fendmeno e N, a populacdo em qualquer instante t. Realizar a analise sobre as solucdes é
importante, pois, por meio desta, sdo destacadas caracteristicas sobre o problema modelado. No
que tange ao académico e futuro professor, potencializa suas justificativas matematicas ao

trabalhar, em sala de aula, fendmenos reais.
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Estudar os modelos sob a 6tica da abordagem qualitativa € importante para que o sujeito
consiga responder guestionamentos, tais como o limite de funcdes. O futuro professor precisa
conseguir discutir estes aspectos, pois quando a funcéo esta relacionada a problemas reais, as

variaveis dependentes nem sempre irdo crescer ou decrescer infinitamente. Nesta perspectiva,

traz-se as funcdes T(t) = 70 + 230e 219018t g j(¢) = g— ge‘w, solucdes dos modelos das

figuras 3 e 4, respectivamente. E necessario ressaltar que & medida que a variavel independente
t cresce, as variaveis T e i aproximam-se de valores limites, respectivamente 70° Fahrenheit e
gAmpére.

No LTB, é apresentada uma reflexdo sobre a precisdo dos modelos matematicos quando
comparados a fendmenos reais. Os autores do livro destacam que, em muitos contextos, as
funcdes que modelam os fenbmenos podem representa-los de forma aproximada. Por exemplo,
em um modelo sobre crescimento populacional de bactérias, a funcdo exponencial pode
modelar este fendmeno. Entretanto, na realidade, ha um intervalo de tempo [t;,t,] que a
quantidade de individuos ndo aumenta. Disso, pode-se inferir que a populacdo nao
necessariamente cresce de forma continua. Na Figura 13 sdo mostrados 3 graficos de funcGes

exponenciais.

Figura 13: Representacdes graficas de algumas situacdes que ndo crescem de forma continua
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Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p. 113)

O gréfico a € uma representacdo mais realista do comportamento da populacdo de
bactérias, no qual percebe-se que ha intervalos de tempo que nédo ha crescimento populacional.
Os gréaficos b e ¢, sdo funcBes exponenciais e representam o mesmo fendmeno,
macroscopicamente, desconsiderando o intervalo de tempo de ndo crescimento, em outras

palavras, realizando aproximagdes em relagcdo a uma situacao real.
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Quanto as atividades propostas do capitulo 3, infere-se que estas sdo abordadas sob a
Otica qualitativa. As atividades exploram alguns aspectos da solucdo da equacdo. Em
comparagdo ao LTA, no LTB a abordagem qualitativa é evidenciada em atividades que
envolvem modelos matematicos. O estudo do comportamento da solucdo nédo é realizado em
EDO que ndo estd associada a fendbmenos matematicos. Um exemplo desta abordagem ¢é

evidenciado na Figura 14, em que aparece um exemplo de como as atividades sdo propostas.

Figura 14: Exemplo de atividade em que é exigido que o académico expresse a situacdo por meio de EDO

Uma forga eletromatriz (fem) de 30 volts é aplicada a um circuito em série L-R no qual a indutancss
é de 0,5 henry e a resisténcia, 50 ohms. Encontre a corrente i(r) se ((0) = 0. Determine a correnss

quando 1 — «

Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p. 114)

Neste exemplo, é proposto ao académico que seja expressa uma equacao diferencial e

que esta seja resolvida. A EDO desta situa¢do-problema é %;—i + 50i = 30 e sua solucdo refere-
seai(t) = % — %e‘5°°fA solugéo da EDO deve ser analisada de modo a determinar a corrente

i(t) quando t — oo, cujo valor corresponde a i(t) = % O LTB néo explora atividades sobre a

analise dos parametros envolvidos e a influéncia destes no comportamento da solucéo.

No que concerne a categoria Registros de Representacdo Semidtica, no capitulo
introdutorio do LTA, verifica-se que os modelos, inicialmente apresentados, sdo representados
por meio de distintos registros, a saber: algébrico (equacdo), geométrico (campo de direcbes) e
lingua natural (interpretacdo das solucgdes). Encaminhar o estudo de Equacdes Diferenciais por
meio do maior niimero de registros é importante, pois conforme Damm? (2010, p. 175) “[...]o
ensino/aprendizagem de qualquer conhecimento esta estreitamente vinculado a compreensao
de diferentes registros de representagdo”. Durante sua formagdo inicial, & importante que o
futuro professor compreenda que objeto matematico é abstrato e para ser acessado precisa ser
escrito por meio de registros de representacao, esse entendimento contribui para que em seu
trabalho explore os diversos registros de representacdo semidtica dos objetos matematicos e a
articulacdo entre estes registros.

Além disso, no capitulo 1, € inserido o registro grafico (grafico da solucdo da EDO) nas
discussdes acerca dos modelos, sendo explicitado o comportamento das funcdes, sublinha-se

que é importante comparar os aspectos da solucdo em distintos registros, como o campo de

20Autora que pesquisa acerca da teoria dos Registros de Representagdo Semidtica, proposta por Raymond Duval,
cuja teoria foi discutida no Capitulo 1 desta pesquisa.
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direcdes. Assim, o académico pode verificar que cada registro ressalta propriedades distintas
de um mesmo objeto matematico. Sublinha-se que, dentre os registros utilizados, o geomeétrico
¢ 0 mais enfatizado, uma vez que, os autores dedicam um certo tempo para justificar as

potencialidades deste registro. No quadro 05, é mostrado um excerto no qual afirmam que:

Quadro 5: Excerto que evidencia o entendimento sobre campo de dire¢Ges (registro geométrico)

Campos de direcdes sdo ferramentas poderosas no estudo de solucdes de equacdes diferenciais. [...] Cada
segmento de reta é tangente ao grafico de uma solugdo contendo aquele ponto. Um campo de direcfes
desenhado em uma malha razoavelmente fina fornece uma boa ideia do comportamento global das solugdes
de uma equacdo diferencial. [...] A construcdo de um campo de direcdes é, muitas vezes, um primeiro passo
bastante atil na investigagéo de uma equacao diferencial.

Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p. 4)

Os autores do LTA, também, destacam o importante papel que softwares possuem no
estudo de EDO, indicando o uso de computadores para expressar as EDO no registro
geométrico e grafico. Dessa forma, pode-se afirmar que os autores compreendem que 0 uso de
computadores, em particular softwares programados para plotar graficos, sdo Uteis no que tange
a interpretagdo das informacdes expostas em determinado registro. Percebe-se este fato, no

excerto do Quadro 6.

Quadro 6: Excerto em que € explicitado a importancia dos softwares

Com programas apropriados, é facil mostrar graficamente a solugdo de uma equacéo diferencial, quer ela
tenha sido obtida numericamente ou como resultado de um procedimento analitico de alguma espécie. [...]
Em particular, vocé deve tentar combinar métodos numéricos, gréaficos e analiticos de modo a obter a maior
compreensao possivel sobre o comportamento da solugdo e dos processos subjacentes que o problema modela.

Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p. 20)

Com base no Quadro 6, é possivel perceber o entendimento dos autores quanto a
importancia da exploracdo dos diferentes registros de representagdo semidtica, de um mesmo
objeto, para o estudo de EDO, pois contribuem para o estudo sob a ética da abordagem
qualitativa, ou seja, o estudo do comportamento das solugdes de uma EDO e o, respectivo,
significado em relacéo a situacao real modelada.

Conforme explicitado na Metodologia, procura-se nas atividades verificar se sdo
exigidas as transformacdes cognitivas, conversao e tratamento, para resolucdo das situagdes.
Em relacdo as atividades propostas no capitulo introdutdrio, estas correspondem a 128
atividades. Nesta pesquisa, denota-se por registro de partida, com base em Duval (2003, 2013),
0 registro no qual as situacdes problemas sdo apresentadas. Sendo, em relacdo ao total de

atividades do capitulo, representadas por meio dos registros de partida algébrico, cerca de
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78,90%. O registro de partida lingua natural, € o segundo mais abordado, cerca de 15, 62% das
atividades; enquanto que o registro numérico em 3,90% das atividades; e por meio do registro
grafico, 1,56%. Por meio dos dados quantitativos apresentados, pode-se inferir que os autores
selecionaram atividades que mobilizam distintos registros de representacao.

Além disso, de modo geral, ha equilibrio entre as transformagdes cognitivas tratamento
e conversdo, Vvisto que os tratamentos séo exigidos em 50,78% das atividades, enquanto que as
conversdes sdo exigidas em 49,22% das situacdes. Destaca-se que todos os tratamentos sdo
algébricos, em outros termos, ha uma mudanca interna no registro algébrico, por exemplo, as
atividades que os autores exigem apenas que o académico determine as possiveis solucdes, se
existirem, de uma EDO. Nas conversdes, séo exigidos diferentes registros de representacéo, a
saber: algébrico, lingua natural, geométrico, o numérico e o grafico. O registro tabular ndo é
explorado nas atividades nem nos momentos dedicados a explicacao dos conteudos. Entretanto,
ha énfase no registro geométrico, nas atividades propostas.

Assim como no capitulo introdutorio, o capitulo 2, do LTA, também aborda diferentes
registros de representacdo semiética. Além disso, sdo bastante enfatizados os tratamentos
algébricos, provavelmente por este capitulo prever a sistematizacdo da resolucdo de EDO por
meio de métodos analiticos. Nas figuras 6 e 7, sdo mostrados exemplos de como as conversoes
séo abordadas.

A Figura 15 traz um exemplo de conversdo entre os registros geométrico (campo de
direcdes) e o registro grafico (grafico da solucdo). A maneira como sdo apresentados os dois
registros no mesmo plano cartesiano, permite que sejam realizadas comparacdes entre 0s

distintos registros que representam um mesmo objeto, identificando quais aspectos séo

ressaltados em cada um. A equacdo representada é dada por % — 2y = 4 —t, cuja solucéo

geral ¢ y = —%+ gt + ce?t. O registro geométrico explicita o comportamento que a solucdo

possui, sem a necessidade de calcular a solucao particular. Neste exemplo, séo divergentes e
crescem/decrescem exponencialmente, exceto quando o pardmetro ¢ é nulo (comportamento
linear); o registro grafico é um registro das solu¢bes da EDO, que sdo funcdes, e corrobora com

as conjecturas levantadas no registro geomeétrico.
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Figura 15: Registros grafico e geométrico, de um objeto matematico, na mesma malha

Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p. 29)

A Figura 16 também mostra um exemplo de conversao entre os registros geométrico e

. x cdy 1 1 & . ~ 3 & -t
grafico. A equagéo representada é d—’; +5y = 7es, que possui solucdo geral y = ces tce 2

Distintamente do exemplo anterior, percebe-se que as solugdes particulares sdo convergentes.
Assim como no exemplo anterior, afirma-se que utilizar os diferentes registros de

representacdo, potencializa a aquisi¢do de conhecimentos acerca do objeto matematico, bem

como a relagdo entre os pardmetros da equagao e o comportamento das solugoes.

Figura 16: Segundo exemplo de registros geométrico e gréfico, na mesma malha
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No capitulo 2, ha 441 atividades propostas. Em relagcdo ao registro de partida, 0 mais
explorado, € o algebrico, em aproximadamente 85,94% (379 situacdes) das atividades
propostas sdo apresentadas por meio de equacdo. Seguido do registro na lingua natural, com
13,60% (60 situagOes) das atividades, este consistindo na apresentacdo de uma situacédo
problema, ou seja, a descri¢cdo de um modelo matematico, ndo apresentando a equagdo. Em uma
atividade, a situacdo € apresentada pelo registro geométrico (0,23%) e outra situacdo €
apresentada por meio do registro tabular (0,23%).

No que concerne aos registros geométrico e grafico, estes estio presentes? em 102
situagdes, correspondendo a 23,13% do total de atividades do capitulo 2. Destas situacdes, que
de algum modo envolvem os registros grafico e geomeétrico, em 69,61% é recomendado que 0s
softwares matematicos sejam utilizados na construcéo do grafico da solugcéo e/ou do campo de
direcdes. Assim, compreende-se que 0s autores entendem que os softwares contribuem no
processo de visualizacdo do objeto matematico. No que tange ao processo de aprendizagem do
futuro professor, utilizar os recursos tecnologicos auxilia no entendimento de que a atividade
central ndo refere-se a construcdo de graficos e campos de dire¢Bes, mas sim 0 que estes
registros podem representar em relagdo a determinado problema.

Embora seja percebido certo “enclausuramento” nos registros de partida, as
transformacdes cognitivas envolvem diversos registros intermediarios ?%e de chegada?®. Deste
modo, pode-se destacar a selecdo de atividades que valorizam a diversidade de representacdes

matematicas no estudo de EDO.

Figura 17: Exemplo de atividade proposta que aborda distintos registros intermediarios

Em cada um dos problemas de 21 a 23:

(a) Desenhe um campo de diregdes para a equacao diferencial dada. Como parece que as solugdes se compor-
tam quando  assume valores grandes? O comportamento depende da escolha do valor inicial a? Seja a, o valor
de a no qual ocorre a transi¢ao de um tipo de comportamento para outro. Estime o valor de a,,.

(b) Resolva o problema de valor inicial e encontre precisamente o valor critico ;.

(c) Descreva o comportamento da solugdo correspondente ao valor inicial a;,.

&2 21. y' - jy=2cost, y(0)=a
& 22. 2y -y=¢", y(0)=a
& 3.3y -2y=e"?, y(0)=a

Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p.33)

Na Figura 17, sdo apresentadas atividades propostas no capitulo 2 que exigem a

conversao: RA—> RGEO — RLN, em que o registro de partida é o algébrico, o registro

21 Este é um dado geral, ou seja, 0s registros podem ser intermediarios ou de chegada.
22 S30 registros abordados entre os registros de partida e os registros de chegada.
2 Registro final mobilizado na transformag&o cognitiva.
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intermediario é o campo de direcBes e o registro de chegada é o da lingua natural. Assim,
percebe-se que os distintos registros de representacdo sdo complementares entre si. Ao realizar
esta atividade, o registro geométrico revela o comportamento das solucdes da equacdo, ao
converter para o registro lingua natural, o sujeito precisa interpretar o que Ihe é mostrado no
campo de diregdes. Esta atividade também envolve a transformacédo cognitiva Tratamento, ao
propor “Resolva o problema de valor inicial”. Destaca-se a importancia dos tratamentos
algébricos para solucionar as EDO, entretanto, trabalhar somente com esta transformacéo, pode

impossibilitar o entendimento de EDO.

Figura 18: Exemplo de atividade proposta que envolve distintos registros

.’0? 5. Um tanque contém 100 galdes de digua e 50 ongas* de sal. Agua contendo uma concentragao de \f:.' de |
[1 + (%%)sent] ongas por galdo entra no tanque a uma taxa de 2 galoes por minuto, ¢ a mistura sai ¢o tanque
a mesma taxa.
(a) Encontre a quantidade de sal no tanque em qualquer instante
(b) Desenhe o gréfico da solugio por um periodo de tempo longo o suficiente para que voce veja o com-
portamento final do gréfico
(c) O comportamento da solugdo para periodos longos de tempo ¢ uma oscilagio em torno de um nivel
constante. Qual € esse nivel? E qual é a amplitude da oscilagdo?

Figura: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p.51)

Na Figura 18, hd um modelo matematico sobre misturas proposto no capitulo 2. Essa
situacdo, no item a, exige a conversdo: RLN — RA, em que 0 registro de partida € o lingua
natural, o registro de chegada é o algébrico. Para solucionar este modelo, é preciso escrever a
situacdo apresentada em linguagem matematica, esta ndo é uma acao trivial. Entretanto, € uma
atividade que pode ser explorada pelo professor na Educacdo Bésica. O segundo item da
atividade, propGe que seja realizada a conversdo: RA—> RGRA (registro algébrico para o
registro grafico), ou seja, inicialmente é envolvido um tratamento algébrico para o calculo das
solucdes e, apds, representad-las no plano cartesiano. Por meio deste registro, é possivel
responder o item c), pois 0 comportamento das curvas integrais (funcéo solucdo) é explicitado,
auxiliando na interpretacdo e, assim, inferir sobre a situacao real proposta. Importante ressaltar
que a situacdo apresentada na Figura 18 € um exemplo de atividade proposta que envolve uma

funcdo com comportamento trigonométrico e exponencial, dada pela lei

_ 63150 _;/50 625 25
Q(t) = ~eor © + 25 T501 cos(t) + 003 sen(t).

No que concerne a transformacao cognitiva tratamento, verifica-se que é exigida em
57,59% das atividades propostas neste capitulo, ou seja, em 254 situacdes. Em todas estas
situacOes é explorado o tratamento algébrico, que significa que ndo ha mudancas externas, ou

seja, ndo ha conversdao do registro algébrico para outro (registro de chegada). Esta
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transformacdo ocorre quando, por exemplo, é proposta somente a aplicagdo de métodos

analiticos para a resolu¢do de EDO (Figura 19).

Figura 19: Exemplo de atividade que exige tratamento algébrico

Em cada um dos problemas de 1 a 8. resolva a equacdo diferencial dada

l. \"’:,':I" ) ’ )
&) 2. y =x*y(1 + x3)

?' Y+ y“senx=0 4. y'=(Bx2 - 1)/(3+2y)
5. y' = (cos® x)(cos? 2y) 6. xy' = (1— )2
A g Wy_ ¥

dx  y+e tdx 1+ 2

Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, 2015, p.40)

A Figura 19 apresenta um exemplo de atividade proposta no capitulo 2 em que o futuro
professor necessita encontrar a solucao geral da equacdo apresentada. Por meio destas equacdes
é previsto que o sujeito as resolva pelo método analitico denominado de “equacdes separaveis”.
Neste caso, ocorrendo apenas o0 tratamento algébrico. Foi destacado o papel fundamental que
as conversdes possuem para a aquisi¢cdo do conhecimento matematico. Entretanto, é importante
reconhecer que a resolugdo de EDO utilizando-se apenas tratamentos, também, permite inferir
acerca de fenbmenos que sdo modelados por elas.

Nas atividades categorizadas como tratamentos algéebricos, também verifica-se que séo
inseridos alguns métodos analiticos para resolucdo de EDO e suas propriedades, a saber:
Variacdo dos parametros e estudo da convergéncia do método de Euler; bem como séo
apresentadas algumas classes de EDO, a saber: Equacdes de Ricatti, Equacdo de Diferencas
Logisticas, Coeficientes Descontinuos, Equacdes de Bernoulli e Equac6es Homogéneas.

No que tange as atividades categorizadas no LTA, nos capitulos 1 e 2, estas referem-se
a 569 atividades propostas. Destas, 44,1% exigem que se realize a conversdo entre 0s registros.
Realizar a conversdo entre o0s registros, nos quais a EDO pode ser representada, contribui para
que o futuro professor perceba que cada registro mobiliza diferentes aspectos de um mesmo
objeto matemaético, ressaltando a parcialidade dos registros entre si. Além disso, a conversdo
entre registros, ao estudar EDO, é fundamental para que o futuro professor consiga relacionar
0s conceitos matematicos presentes nas EDO.

Em relacdo ao LTB, no capitulo introdutério, verifica-se que os registros mais
enfatizados, para representar as Equac6es Diferenciais, sdo os registros algébrico, quando sdo

apresentados os tipos de ED; o registro lingua natural, para apresentar as situagGes reais a serem
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modeladas; o grafico, utilizado para representar as solu¢des das EDO; e o figural, no qual,
geralmente, sdo expressas ideias envolvidas em determinado fenémeno.

Ambos os livros textos, ndo foram organizados conforme a teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica, esta teoria norteia uma das categorias de analise desta pesquisa.
Entretanto, é evidenciado nestes livros, que os autores compreendem a importancia de mobilizar
e articular os diferentes registros de um mesmo objeto/contetido/conceito matematico.

Acerca do registro lingua natural, este é explorado ao apresentar uma situacao ao sujeito,
bem como para expressar uma equacao. Esta ideia, pode ser verificada no Quadro 7, em que é
apresentada a Lei do Resfriamento de Newton representada pelo registro lingua natural,

também destacado pelos autores.

Quadro 7: Excerto sobre o registro lingua natural, apresentado no LTB

Uma xicara de café fica quase intragavel se esfriar até chegar a temperatura ambiente. Uma lei empirica de
resfriamento atribuida a Isaac Newton assegura que a taxa de resfriamento de um corpo é proporcional a
diferenca entre a temperatura do corpo e a temperatura do meio. A frase acima é uma descricao verbal de
uma equacao diferencial

Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p.22)

Neste capitulo, ao apresentar os modelos matematicos, o registro geométrico campo de
direcGes poderia evidenciar o comportamento da solu¢do sem conhecer sua lei de formacéo
potencializando o estudo dos fendmenos apresentados. Entretanto, em detrimento, da atividade
investigativa, este registro ndo ¢ mobilizado neste capitulo. N&o abordar este registro, pode
comprometer algumas relagGes importantes a serem estabelecidas, por exemplo, o conceito de
derivada como taxa de variagdo e a importancia da reta tangente para interpretar a solugdo da
equacao.

Os autores utilizam o registro figural na discussdo dos modelos matematicos, por
exemplo na Figura 20. Nesta, é apresentado o comportamento de uma mola em movimento,
cujo deslocamento é a variavel dependente x(t) em funcdo do tempo t. Na extremidade esta
preso um objeto de massa m, que influencia o deslocamento, por isso a denominagéo de sistema

massa-mola.
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Figura 20: Exemplo de quais informag8es podem ser destacadas
no registro figural

mola sem
alongamento

posi¢do de
equilibrio

Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p.15)

Abordar o contetudo por meio deste registro contribui para o entendimento do fenbmeno
a ser expresso por uma EDO, pois este registro, revela aspectos do contetudo ndo tdo destacados
em outros como, por exemplo, o da lingua natural.

Quanto as Transformacgfes Cognitivas, as conversdes envolvem os registros RLN —>
RFIG—> RA, ou seja, a conversdo do registro lingua natural para o registro figural para o
registro algébrico. Em relacdo aos tratamentos, estes sdo algébricos e estdo presentes nas
explanacdes sobre a classificagdo das EquacGes Diferenciais, quanto ao tipo (EDO ou EDP), a
ordem (primeira ou segunda ou terceira, sucessivamente) e a linearidade ou néo linearidade.

Nas atividades propostas no capitulo 1, os registros de representacdo mais enfatizados
sdo o lingua natural e o algébrico. O registro da lingua natural é mais enfatizado como registro
de partida, por exemplo, nas situagdes que exploram fenémenos reais presentes neste capitulo.
O registro algébrico é bastante explorado como registro de chegada. No que tange a
transformacéo cognitiva converséo, percebe-se que os autores enfatizam a conversao do registro
lingua natural para o registro algébrico (RLN—> RA), cerca de 13,86%. Ha também conversdes
gue envolvem como registro intermediario, o registro figural, aproximadamente 7,92% de
atividades.

Na Figura 21 esta exposto um exemplo de como as atividades, neste capitulo, exploram
a transformacdo cognitiva Conversdo. A atividade em questdo exige que o sujeito realize a

conversao RLN — RA (registro lingua natural para o registro algébrico).
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Figura 21: Exemplo de atividade em que néo é solicitado que a EDO seja solucionada

L Em certas circunstincias, um corpo B de massa m em queda, como o pira-quedista mostrado na
Figural.l5, encontra resisténcia do ar proporcional a sua velocidade v. Use a segunda lei de Newton
para encontrar a equagao diferencial para a velocidade v do corpo em qualquer instante. Lembre-se de
que a aceleragdo é a = dv/dr. Suponha neste caso que a direg¢@o positiva é para baixo.

Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p. 31)

A transformacdo cognitiva tratamento é bastante destacada, especificamente, o
tratamento algébrico (78,21%). Estes indices indicam que os autores do LTB, neste capitulo,
destacam o registro algébrico, pois como as atividades abordam tratamentos, os registros
intermediario e de chegada também s&o o algébrico.

No capitulo 2, os registros mobilizados sao o algébrico e o grafico. Neste capitulo, para
discutir os conceitos de EDO e métodos analiticos de resolucéo, os autores propdem exemplos,
introduzidos com o termo “Resolva a seguinte equagdo”, como mostrado na Figura 22, em que
a equacdo é apresentada pelo registro algébrico e, ap6s solucionada, pelo método de Variaveis
Separaveis, € representada por meio do registro gréafico (Figura 23). Evidenciando a conversao
entre esses registros (RA—> RGRA).

Figura 22: Exemplo de um tratamento algébrico

Resolva o problema de valor inicial

dy X
dx ¥

Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p.46)

Figura 23: Registro grafico da equacao
da Figura 22

c=5
Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p.46)

Neste capitulo, os registros numérico, tabular, geométrico e figural ndo sdo explorados,

verificando-se que ha “enclausuramento” quanto aos registros mobilizados. Dessa forma, as
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conversdes envolvem apenas o0s registros algébrico e gréfico, como mostrado nas Figuras 22 e
23. Como, no capitulo 2, o objetivo dos autores é apresentar os métodos analiticos de resolucéo,
é possivel perceber grande énfase ao tratamento algébrico e as demonstracdes. Compreende-se
que esta abordagem pode limitar a compreensdo de EDO como um objeto matematico
potencializador dos aspectos Unificador, Algoritmico e Variedade de representacdes.

No capitulo 2, as atividades propostas envolvem, em sua grande maioria, 0 registro
algébrico (99,41%). Desta forma, registros como lingua natural, numérico, grafico, geométrico,
tabular, figural ndo sdo abordados. A opcédo de ndo aborda-los, bem como néo trabalhar com a
conversao entre estes, pode limitar a compreensdo dos conceitos inerentes a EDO, como reta
tangente, taxa de variacdo, influéncia dos pardmetros na solucédo e padrdes.

No gue concerne ao capitulo 3, os registros de representacdo mais mobilizados sdo o
lingua natural, o grafico, o algébrico, o figural e o tabular. Em comparacao aos capitulos 1 e 2,
neste capitulo, percebe-se maior variedade de registros no estudo das equacdes. Entretanto, o
registro geométrico ndo é abordado, concluindo-se que, nos 3 capitulos analisados no LTB, 0s
autores nao o exploram para representar as EDO.

Distintamente do LTA, neste livro é bastante enfatizado o registro tabular, importante
pois, por meio deste, € possivel verificar o limite da funcdo, ou seja, o valor ao qual a grandeza
dependente se aproxima. Um exemplo de como este registro é explorado, € mostrado na Figura
24

Figura 24: Exemplo de como o registro tabular e o registro grafico sdo apresentados

I's T(t) t(minutos)

300 4 £ b g 20.1
\ 74° 21.3

150 + N\ = 73° 22.8
5--4 _____ 'T70 72° 24.9
t } > 71° 28.6

15 30 ' 70.5° 32.3

(b)
(a)

Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p.108)

Na Figura 24 sd@o mostrados os registros tabular e grafico do modelo que envolve a Lei
de Resfriamento de Newton (Figura 4). Abordar os problemas por meio de diferentes registros
ressalta que os objetos matematicos ndo possuem apenas um registro de representacdo. Além

disso, contribui para que o académico ndo confunda o contetdo com a sua representacéao.
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Quanto aos registros utilizados para abordar EDO, nas atividades propostas no capitulo
3, foram identificados os registros lingua natural, algébrico, grafico e numérico. Os registros
geométrico e tabular ndo sdo explorados neste capitulo.

No que concerne as conversdes, destaca-se que o registro de partida mais explorado é
lingua natural, em aproximadamente 24,79% das atividades deste capitulo. Esta porcentagem
refere-se as conversées RLN — RA, RLN — RFIG — RA, RLN - RA - RN e RLN - RA -
RLN. O segundo registro de partida mais enfatizado é o RA, abordado em 6,61% das atividades
do capitulo. Este registro esta associado as conversées RA—> RLN, RA—> RN, RA—> RGRA
e RA—> RGRA—> RLN.

Nesta categoria de analise, também procura-se identificar se 0s autores apontam
softwares matematicos como recurso para o estudo de EDO. No que tange ao LTB, os autores
ndo recomendam, no decorrer dos 3 capitulos analisados, 0 uso de softwares, seja como recurso
na construcao de gréaficos da solucdo da EDO, construgdo de campos de dire¢des ou criagdo de
planilhas (registro tabular), no qual poderiam ser calculados valores das derivadas em
determinadas abscissas. Os recursos tecnoldgicos ndo sdo “facilitadores” no estudo de
contedos matematicos, mas potencializam a “visualizacdo” simultdnea dos diferentes
registros, por exemplo, numérico, algébrico, tabular, gréfico e geométrico. O Quadro 8 sintetiza

os dados apresentados, discutidos e interpretados no Capitulo 3 desta pesquisa.

Quadro 8: Sintese dos dados produzidos pelos 2 livros-texto

. Total de Analise de Transformagdes Cognitivas Softw,ar_es
Livros-texto Atividades _Modelos matematlcos
Sim Néo Conversao Tratamento Sim Né&o
LTA 569 183 386 250 319 60 259
LTB 563 107 456 63 500 0 563

Fonte: Elaborado pela autora.

Estes dados referem-se as categorias teoria dos Registros de Representacdo Semidtica e
Analise de Modelos, bem como os dados sobre a indicacdo ou ndo de softwares matematicos
ao estudar EDO.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

No que tange a mencao (ou ndo) aos softwares matematicos, foi discutido que o LTA
destaca a importancia deste recurso ao estudar EDO e o LTB ndo o faz. No entanto, este fato
ndo é um indicativo de que os autores no LTB ignoram a importancia dos softwares, pois como
jaexplicado, o LTA é de 2015 e 0 LTB de 2001. A diferenca de tempo ¢é significativa, pois no
periodo de 14 anos, houve o desenvolvimento de novos softwares bem como o estudo
relacionado as potencialidades e limitagdes do uso de recursos tecnoldgicos no ensino e
aprendizagem de contetdos matematicos.

Realizar esta pesquisa revelou algumas possibilidades para o grupo de pesquisa MatE?2
de continuacdo sobre a investigacdo das contribuicdes do estudo das EquacBes Diferenciais
Ordinarias na atividade pedagdgica. E uma possibilidade, principalmente, continuar esta
pesquisa tendo como fonte de producdo de dados o terceiro livro-texto mais citado nos PPC das
universidades brasileiras. Também, questiona-se sobre investigar acerca das contribuigdes do
estudo das Equaces Diferenciais de 22 Ordem, visto que este conteddo também é estudado em
cursos de Licenciatura em Matematica.

Tendo que aprofundar os entendimentos acerca do estudo de Equacdes Diferenciais
Ordinarias, dentre outras questdes, € uma possibilidade construir uma pesquisa sobre o
conhecimento de licenciandos acerca das contribui¢des do estudo de EDO ao seu trabalho como

professor.
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