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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre as linhas de transmissao com geometria coaxial.
Primeiramente, analisa-se o comportamento circuital de uma linha de transmissao e
explora-se o equacionamento matematico que modela esse circuito. Este estudo das linhas
de transmissao ¢ visto pela anélise minuciosa de um circuito em que se resolvem as equacgoes
diferenciais do modelo equivalente, estuda-se o comportamento para diferentes terminacoes,
aplicam-se as condigoes de contorno na solu¢ao da equagao de onda ¢ consideram-se os
parametros resistivo (R), condutivo (G), capacitivo (C) e indutivo (L) de linhas reais. Como
objetivo geral, uma ferramenta numérica baseada na solucao deste modelo equivalente a
partir do Método dos Elementos Finitos (MEF) foi desenvolvida. Esta técnica consiste
em discretizar o problema e impor condi¢oes de contorno adequadas. Por fim, um sistema
de equagoes lineares deve ser resolvido para se determinar a tensao ao longo de uma
linha de transmissao arbitraria. A andlise dos resultados é realizada de forma gréfica a
partir do software Matlab ®. Deste modo, este trabalho descreve o desenvolvimento de
uma ferramenta computacional que contém a implementacao matematica de linhas de
transmissao. Adicionalmente, essa ferramenta numérica é utilizada para se determinar a
atenuagao em cabos coaxiais em fungao do seu comprimento fisico, ¢ validada com o uso

do software Tzline para diferentes frequéncias de operagao.

Palavras-chave: Linha de Transmissao, Ferramenta Computacional, Método dos Elemen-

tos Finitos.






Abstract

The main topic of study of this work is the analysis of transmission lines with coxial
geometry with the finite element method. Initially, the transmission line is modeled as
an equivalent circuit, which is discussed and the mathematical formulation is presented.
This study includes a complete analysis of the differential equations for the equivalent
circuit, its behavior for different terminations, the application of boundary conditions
in the solution of the wave equation, and the derivation of the equivalent distributed
parameters: series resistance (R), shunt conductance (G), shunt capacitance (C) and series
inductance (L). The differential equation has been solved with the application of the finite
element method (FEM), which consists on the discretization of the geometry and on the
application of the appropriate boundary conditions. A system of linear equations must
be solved to determine the voltage distribution along an arbitrary transmission line. The
analysis of the results is done graphically with Matlab software and includes the plotting
of the attenuation and the phase variation in coaxial cables for different physical lengths.
Finally, the results have been validated with the predictions obtained with the Tzline

software for different operating frequencies.

Key-words: Transmission Lines, Computational Tool, Finite Eelement Method.
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1 Introducao

Nas tultimas décadas, tornou-se possivel projetar e construir linhas de transmissao
(LTs) mais modernas, de diversos tamanhos e para uma imensa gama de aplicagoes. O
tamanho da LT define, em boa parte, seu uso para comprimentos menores em circuitos de
alta frequéncia e em quilometros como meio de transmitir elevada poténcia entre gerador

¢ consumidores (indistrias ¢ unidades residenciais).

As linhas de transmissao sao condutores com condutividade finita que transportam
a energia do transmissor ao receptor. Deste modo, para altas frequéncias podem ser
utilizadas na transmissao de sinais de frequéncia e na interligagao entre os sistemas e a(s)
antena(s) (MENEZES, 2015), (FILHO, 2006). Além dessas, existem intimeras aplicagoes
do equacionamento matematico que descreve o circuito de uma linha de transmissao, sendo
algumas delas: transmissao de radiofrequéncia, circuitos em micro-ondas, acesso local de
telefonia, televisao a cabo, telefonia mével, dentre outras diversas utilidades (MATICK,
2000), (ALMAGUER et al., 2003).

Este trabalho tem como objetivo realizar um estudo do modelo circuital de uma
linha de transmissao, caracterizada por um circuito de comprimento arbitrario, subdividido
em fragoes menores (infinitesimal) e descrito como forma de parametros distribuidos. A
abordagem envolve parametros capacitivo (C) e indutivo (L), além de condutivo (G) e

resistivo (R), de forma a considerar as perdas pertencentes a linhas reais (MONK, 2003).

Diante da finalidade citada, sao analisados trabalhos elaborados até entao que
tratam de técnicas para obtencao de uma caracteristica ponto a ponto, utilizando o software
Matlab ® (MATLAB, 2014) para a implementagao do Método dos Elementos Finitos
(ASSAN, 2003). Além deste, existem outras técnicas que também podem ser utilizadas
para resolver o problema numericamente, tais como o Método das Diferencas Finitas no

Dominio do Tempo (FDTD) e Método das Diferengas Finitas no Dominio da Frequéncia
(FDFD) (GARCIA et al., 2003).

Neste trabalho, usou-se a técnica numérica avangada, como apoio tedrico referente
ao Método dos Elementos Finitos, que consiste em discretizar linhas de transmissao
genérica. Vale salientar que estas L'T's podem ser coaxiais, terminadas em curto circuito,
circuito aberto ou com uma carga de impedancia qualquer (KUROKAWA et al., 2007),
(ALMEIDA, 1989).

Neste documento, a proposta é utilizar os parametros referente a bibliografia
estudada (POZAR, 2005), com o intuito de avaliar a queda de tensdo ao longo das linhas
de transmissao, baseada na solucao do problema com o método dos elementos finitos e

validada através da comparacao com a solucao analitica.



28 Capitulo 1. Introdugao

1.1 Estrutura do Documento

O trabalho estd dividido em seis capitulos. No primeiro, ¢ apresentada a contextua-
lizacao sobre todo conceito referente as linhas de transmissao e sua aplicabilidade, como

forma de uma breve introdu¢ao, de maneira a motivar o leitor sobre o assunto estudado.

O segundo capitulo apresenta a fundamentacao tedrica contendo a revisao bibliogra-
fica das linhas de transmissao, bem como as caracteristicas genéricas do circuito equivalente,
aplicados em cabos coaxiais. Adicionalmente, a fundamentacao da teoria eletromagnética
vista pela aplicabilidade das equagoes de Maxwell, equacao da onda, energia e poténcia
sao apresentadas para se determinar os parametros da estrutura. Ainda no capitulo 2,
descrevem-se as caracteristicas da solugao analitica composta pela cascata do circuito
equivalente de uma linha de transmissao, ocupando os parametros resistivo, indutivo,
condutivo e capacitivo, fazendo a analise das leis de Kirchhoff das tensoes e das correntes,
no dominio do tempo e da frequéncia. Outro tépico destacado é referente as diferentes
caracteristicas que as linhas possuem e suas aplicagoes perante essa solugao, podendo

apresentar diferentes terminagoes.

O terceiro capitulo apresenta alguns resultados obtidos através da aplicagao do
Método dos Elementos Finitos, utilizando todos os passos para solucao de um problema

unidimensional.

O capitulo 4 é composto pela validacao do método tedrico com o resultado analitico.
E utilizado o software Matlab ® com a finalidade de criar um programa que mostra a
queda de tensdao em uma linha de transmissao, para diferentes comprimentos, utilizando
os parametros resistivo, condutivo, capacitivo e indutivo, com estruturas de cabos coaxias.
Destacam-se as especificagoes ¢ parametros dos cabos estudados, o comportamento da

constante de atenuacao e constante de fase desses.

No quinto capitulo, ¢ abordada uma breve discussao sobre os problemas e solugoes

desenvolvidos no decorrer deste trabalho.

Por fim, no capitulo seis, sao apresentadas conclusoes sobre este documento.
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2 Revisao Bibliografica

2.1 Linhas de Transmissao

A linha de transmissao é uma estrutura longitudinal, utilizada para o transporte
de informacao e energia. Ela é utilizada em aplicacoes de alta frequéncia para o transporte
de informacao em sistemas de telecomunicagoes, no transporte de dados, e, no caso de alta

poténcia e baixa frequéncia, para o transporte de energia em sistemas de alta tensao.

Considerando estruturas tipicas, coaxiais, dois fios e placas paralelas, constituida
por uma configuracao longitudinal de dois ou mais condutores imersos em um dielétrico
homogéneo, as LTs podem suportar modos transversais eletromagnéticos (TEM). Perante
isto, no decorrer deste capitulo, modela-se matematicamente o circuito referente a uma
linha de transmissao, utilizando a propagacao da onda TEM, através das tensoes, correntes
e impedancias, introduzida no dominio do tempo e da frequéncia, aplicando as leis de

Kirchhoff com base na Teoria Eletromagnética.

2.1.1 Fundamentac3o Teodrica

As LTs foram analisadas pelo fisico e astronomo Stephen Gray, em 1729, que
verificou os efeitos eletrostatico em uma corda imida. Perante isso, um escritor desconhecido
propos aprimorar essa ideia, implementando o uso de um sistema de dois fios paralelos,
fazendo com que se iniciasse uma importante fase das telecomunicacoes. Em seguida, Lord
Kelvin deu inicio aos trabalhos relacionados a linhas de transmissao e Oliver Heavyside
derivou a equacao base para a analise genérica da propagacao de ondas eletromagnéticas

neste tipo de estrutura.

2.1.2 Anilise Circuital

Para a dedugao fasorial, leva-se em consideracao a lei de Ohm (HALLIDAY;
RESNICK; KRANE, 2000), onde Z é a impedancia, contendo uma parte real e outra
imagindria, v(t) é a tensdo e i(t) é a corrente no dominio do tempo (ALEXANDER;
SADIKU, 2000).

Z=R+jX Q (2.1)

i(t) = Lycos(wt+¢;) A (2.2)

v(t) = Vi cos(wt + ¢,)  V (2.3)
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sendo R a resisténcia e X a reatancia.

A tensao e a corrente sao descritas na forma fasorial como sendo

V =Vl (2.4)

em que V,,, I, sao as amplitudes e ¢, e ¢; sdo as fases da tensao e da corrente, respectiva-

mente.

2.1.2.1 Reatancia Indutiva

Para um indutor, tem-se que a tensao é representada pela equagao (2.6)
i ,
vp(t) = La = —wLI,sen(wt + ¢), (2.6)

sendo L a indutancia e w a frequéncia angular.

Utilizando a propriedade trigonométrica

—sen(w; + ¢) = cos(wt + ¢ + 90°) (2.7)
obtém-se
v (t) = wLcos(wt + ¢ + 90°) (2.8)
e, na forma fasorial,
Vi =wLl, /¢ +90° = jwlLly. (2.9)
Deste modo,
Vi g —jul (2.10)
I,

onde V, é a tensao, I, é a corrente e Z;, a impedancia do indutor.

2.1.2.2 Reatancia Capacitiva

Para um capacitor, tem-se que a corrente é representada por

i.(t) = C’% = —wCV,sen(wt + @), (2.11)
sendo C a capacitancia, onde
i.(t) = WOV cos(wt + ¢ 4 90°). (2.12)

Na forma fasorial,

I. = wCV,./¢+ 90° (2.13)



2.1. Linhas de Transmissao 31

ou
I = jwCV.. (2.14)
Deste modo,
V. 1
=7 =—"—, 2.15
1. - JjwC ( )

onde V, é a tensao, I. é a corrente e Z. a impedancia, no capacitor.

2.1.3  Circuito Equivalente de Linhas de Transmissdo

As linhas de transmissao utilizadas tém caracteristicas homogeéneas e sao longitu-
dinalmente distribuidas. A ideia é ocupar o modelo circuital descrito por uma linha de
transmissao com a finalidade de analisar a modelagem matematica, chegando-se a um
resultado diferencial para o circuito equivalente. Desta forma, calcula-se a solucao analitica

do circuito que caracteriza uma LT.

2.1.3.1 Solucdo Analitica

A linha de transmissao pode ser dividida em comprimentos infinitesimais Ax,
conforme ilustrado na Figura 1. O circuito equivalente desta linha é mostrado na Figura 2

e analisado nas equagoes deduzidas nas segoes seguintes. (PAUL, 2008).

Figura 1 — Linha de transmissao com dois condutores.

—> i(X’t) AX

¢ U
0 0

Fonte: Autoral.

>
>

V(X,l)

Observa-se o circuito constituido por um nimero infinito de se¢oes de uma forma
mais adequada. Considera-se a se¢ao como sendo um elemento infinitesimal da linha,
com comprimento Ax. A tensao v e a corrente i correspondem a valores instantaneos,

respectivamente, demostrados na Figura 2.
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Figura 2 — Circuito equivalente de uma LT.

it I i (x+ Ax,t) )
+ RAx LAx +

v (%, GAx > CAx — v (x+Axp)
o <
Y Ax 7

Fonte: (POZAR, 2005), adaptada pelo autor.

Aplicando as leis de Kirchhoff das tensdes (LKT) e das correntes (LKC) para o

circuito da Figura 2, obtém-se para LKT

—v(z,t) + RAxi(x,t) + LA,T@ +o(r+ Az, t) =0 (2.16)
e para a LKC
i(z,t) — GAzv(x + Az, t)0r — CAZCW —i(x 4+ Ax,t) = 0. (2.17)

Simplificando a equagao (2.16) e aplicando o limite em que Ax tende a 0, assim

resulta que
ov(z,t)
ox

—— (Rz’(m,t) + Lai(;’ t)> : (2.18)

Simplificando a equagao (2.17) e considerando que o limite de Az tende a 0, entao

0i(x,1t)
ox

. (Gv(w,t) + c%) . (2.19)

Para fins de simplificacao opta-se por utilizar as equacoes deduzidas pela aplicagao
das leis de Kirchhoff no dominio da frequéncia. Assim, descreve-se a equagao (2.18) como

sendo,

A
or

de modo que R + jwL representam uma impedancia Z.

—(R+jwl)I = —ZI, (2.20)

Analogamente ao passo anterior de simplificagao, descreve-se a equagao (2.19) como
sendo,

g_i — (G juC)V =YV, (2.21)

de modo que G + jwC' representam uma admitancia Y,
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Diferenciando ambos os lados da equagao (2.20) e substituindo na equacao (2.21),
tem-se )
97¢
Y5 gzve=o, 2.92
52 3 (2.22)

com & = V(z) ou I(z).
Fazendo v = ZY = (R + jwL)(G + jwC), tem-se

82
8/_1‘52 — 7% = 0. (2.23)
As equagoes
V)=V, e "+ V, e (2.24)

‘/O—l-e—’yac _ V;)—ewx
Zo

sao lineares homogeéneas do caso dois, sendo que as raizes da funcao sao distintas, de modo

I(z) (2.25)

que V,F e V.7 sdo as amplitudes das tensoes incidente e refletida.
2.1.3.1.1 Linha sem Perdas

Considerando uma linha sem perdas (R =0 e G = 0), tem-se que a constante de

propagacao ¢ igual a constante de fase, assim

v = jB = \/GwL)(jwC) = jwVIC. (2.26)
Com a auséncia das perdas, pode-se deduzir o valor de 8 e Z, (SCHELKUNOFF,

1934), descritas por

B =wVLC (2.27)

L
7, = @ (2.28)

em que Z, é a impedancia caracteristica da linha de transmissao (POZAR, 2005).

As solugoes gerais para a tensao e a corrente podem ser escritas da seguinte forma
V() =V,Fe 9P 4 Vbt (2.29)

_ Ve ibr Y -eifr

I(x) 7

(2.30)
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O comprimento de onda e a velocidade de fase sao obtidos por

2 2
A= — = 2.31
8 wVLC (2:31)
e
w 1
v = — = —7 2.32
respectivamente.

2.1.3.1.2 Linha com Perdas

Linhas de transmissao com perdas (R # 0 ¢/ou G # 0) sdo caracterizadas por

possuirem constante de propagagao complexa na forma
vy=a+jp (2.33)

ou seja
a=Rfiv} e B=1I.{7} (2.34)

em que « € a parte real de v e corresponde a constante de atenuacao, enquanto que 3 é a

parte imagindria de v e corresponde a constante de fase.

Neste caso a impedancia caracteristica é descrita por

| R+ jwL
7y = | —F—. 2.35
G+ jwC ( )

Levando em consideracao que

% = elatibr — gowpibe (2.36)
entao
Viz)=V} {e‘a“’e_jﬁg”} + V- {eo‘””ejﬁw} (2.37)
I(z) = LA {e‘aze_jﬂx} + Vo {eo‘xejﬁx} : (2.38)
Zo Z,
O comprimento de onda e a velocidade de fase sao obtidos por
27 27
A= — = —— 2.39
B In{v} (239)
e
w w
v, = — = . 2.40
T8 Ly} (240)
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2.1.4 Propagacao em Diferentes Linhas de Transmissao

A Figura 3 segue os padroes de uma linha de transmissao conectada a uma
impedancia de carga denominada Z;. Neste caso, a tensao pode ser descrita como a soma
das ondas incidentes e refletidas, de modo que Vj representa a tensao de entrada (gerador),

Z, ¢ 7y sao os parametros da LT.

Figura 3 — Circuito com linha de transmissao.

V(2), I(z) dey

T l
I{g K‘\JD ZO;V V&’ Zf

Fonte: Autoral.

Se V;Fe™7* é a representacao da onda incidente e V,7e™* a onda refletida, descreve-
se entao as equagoes (2.24) e (2.25) como elementos de tensao e corrente, contendo uma
constante de propagagao dita por uma parte real e outra imaginaria. Deste modo, a equagao
descrita pela carga (Z;) é representada pela divisao da tensao e corrente em seu ponto

x = 0 de aplicagao, assim

Z (2.41)

de modo que €° = 1.

Na secao seguinte, analisam-se casos de linhas de transmissao com ou sem perdas
para aplicar a condi¢do de contorno e estabelecer relagoes entre V;t e V7. As linhas
sao terminadas em curto circuito, em circuito aberto ou com uma carga qualquer. Para
cada situacao aplicam-se duas condigoes de contorno, uma em cada terminal da LT,

caracterizando, assim, uma solucao para diferentes terminagoes.

2.1.4.1 Linhas de Transmissdo Terminadas em Curto-Circuito e Circuito Aberto
Isolando V- da equagao (2.41) e aplicando a condigao de contorno, obtém-se

R i 2,

o — Vo (Z[+Z0) (242)
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Assim define-se o coeficiente de reflexao descrito como sendo

V- Zi—Z
o L %o (2.43)
Vit 21+ Z,
Desta forma, descreve-se a tensao e a corrente em termos do coeficiente de reflexao
como
Viz) =V, {e " +Te™} (2.44)
(6}
v+
I(z) = 2{e7® —Te"}. (2.45)
Zo
Para um curto-circuito (Z; = 0) tem-se I' = —1, e para um circuito aberto

(Zl—>OO), I'=1.

2.1.4.2 Condi¢des de Contorno (Gerador)

Para uma carga Z; aplicada no final do trecho percorrido, em que Z; # Z,, sendo
7y = Ry + 7 X, determina-se a impedancia de entrada para qualquer comprimento da linha

de transmissao empregando-se

(Zy+ Zo)e™ " + (2 — Z,)e™®
Zent = Zo. 2.46
' l(zl + Z,)e " — (2 — Zy)er (2:46)
Simplificando e aplicando a relagao e=?* = cosh(yx) & senh(yr) na equagao (2.46),
sendo ()
senh(vyx
tanh = — 2.47
anlh() = 20 (2.47)
e V(-U) 7 + 7, tanh(yz)
— + Z, tanh(yx
Loy = =Z, |2 . 2.48
TI(=U) lZa + 7 tanh(vx)] (2.48)

Considerando que a LT tenha comprimento —U no eixo x e V; ¢ a tensao de entrada,

entao ao aplicar as condicoes de contorno, obtém-se

V), = Vo= (Vte W + V), (2.49)

Considerando a LT em aberto (I' = 1), tem-se que
V=V, (2:50)

assim a soma das ondas incidentes e refletidas sao representadas como sendo

vm=wf%“m

_Vy (77" 4+ €77)
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2.2 Tipos de Linhas de Transmissao

A linha de transmissao é representada por uma estrutura fisica de dois condutores
paralelos com proporcao e configuragao longitudinais invariantes. Como relatado anterior-
mente, a estrutura da linha de transmissao estudada é de geometria coaxial, com um raio

interno a e um externo b.

Existem trés modos de propagacao para a obtencao dos parametros das LTs: TEM,
TM e TE. Para o modo de propagacao TEM, os vetores de campo elétrico e magnético
tem apenas componentes no plano perpendicular a direcao da propagacao. No modo
TE, existem apenas componentes transversais do campo elétrico, e, no modo TM, ha

componentes transversais somente do campo magnético.

2.2.1 Modelos de Linhas de Transmissao

Para caracterizar a diferenca entre linha de transmissao e a teoria circuital leva-se
em consideracao o tamanho elétrico. A dimensao fisica de uma rede é muito menor do que
o comprimento de onda elétrico, enquanto as L'Ts sao fracoes considerdveis de comprimento
de onda, ou muitos comprimentos de onda, caracterizando, assim, a LT como um parametro
distribuido de rede. Portanto, deve-se considerar a variacao da magnitude e fase das tensoes

e das correntes ao longo do trecho.

Com tudo isso, a representacao de uma linha de transmissao pode ser feita através
de um esquematico como uma linha de dois fios ou coaxial. O comprimento da linha

infinitesimal corresponde a Az, considerando que R, L, G e C sao modelados por metro.
R - Resisténcia em série dos condutores [£2/m];
L - Indutancia em série dos condutores [H/m];
G - Condutancia em paralelo [S/m];
C' - Capacitancia em paralelo [F'/m)].

Desta forma, pode-se dizer que a indutancia em série modela a existéncia de
condutores, a capacitancia em paralelo existe devido a proximidade entre os condutores, a
resisténcia pela condutividade finita e a condutancia pelas perdas dielétricas no material

isolante.

2.2.1.1 Energia

Outra especificacao para obtengao dos parametros de uma LT é considerar a energia

armazenada. Desta forma, tém-se as equagoes demonstradas a seguir, de modo que W, é a
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energia armazenada pelo campo elétrico e W,,, pelo campo magnético (POZAR, 2005).

1 _ _

W@zz&/EDWU:i/EEWU (2.53)
1 [T % H [T LT*

W%:Z&/HEdw:Z/HHdv (2.54)

2.2.1.2 Cabo Coaxial

A modelagem dos parametros de um cabo coaxial é feita com base na Figura 4,

uma vez que a solugao é realizada em coordenadas cilindricas.

A fim de obter os parametros para um cabo coaxial, leva-se em consideragao o
modo TEM. Aplicando a condi¢ao de contorno nas equagoes de Maxwell, chega-se as
(POZAR, 2005).

= Vop o _
F=——"¢"7 2.
oTn(b/a)° (2:59)
_ Lo
H = —27:[;6_” (2.56)

Figura 4 — Geometria de um cabo coaxial. (a) Geometria radial. (b) Geometria longitudinal.

(a) (b)

Fonte: Autoral.

Considerando a teoria de um campo elétrico, em que os condutores sao projetados

para armazenar energia em seus campos magnéticos, de modo que vy, = Ld—gf, sendo que,

ao passar uma corrente através de um indutor, a tensao nele é diretamente proporcional a
taxa de variagao da corrente, observa-se entao a equagao (2.57), (ALEXANDER; SADIKU,
2000).

_LIL[

W, 1

(2.57)
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Substituindo a equacao 2.54 em 2.57, tem-se a equagao 2.58.

ﬁ / A ds (2.58)

Considerando o modo TEM, tem-se

B 1 2 rb P -
L—(2—7T)2/() / Lydpdo (2.59)

sendo
L= % In(b/a) [H/m)]. (2.60)

Considerando que o capacitor é um elemento passivo projetado para armazenar

energia em seu campo elétrico, tem-se que i, = C ‘){;’;, desta forma a energia armazenada é

representada por

eAs

W 1

(2.61)

Substituindo a equagao (2.53) em (2.61), considerando os parametros de propagagao
TEM, obtém-se a equagao (2.62). Resolvendo a integral de superficie, obtém-se a equagao
(2.64).

’
€

€= /SEE*ds (2.62)
6/ 2 b p
[ — / / 2 dpd 2.63
{In(b/a)}* Jo Ja p? pde (2.63)
ome
C= (b)) [F'/m)] (2.64)
Considerando a equagao (2.65) e aplicando a teoria de circuitos em que P, = %‘7'2,
obtém-se as equagoes (2.66) e (2.67),
R, _
P.= 2 oo, HH*dl (2.65)
= lfTQ HH*dl (2.66)
o C14C>
R, /1 1
R= G5 (5 - 3> Q/m] (2.67)
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de modo que R seja demonstrado na equagao (2.68), em que o é a condutividade do

condutor e ds a profundidade caracteristica da penetragao, deduzida na equagao (2.69).

1
— 2.
R= (2.68)
5y =\ (2.69)
WiLo

A equagao (2.70) é a representacao da poténcia média dissipada por unidade de

comprimento em um dielétrico com perdas, sendo que P; = G|+°|2, desta forma, isolando e
substituindo alcanca-se as equagoes descritas abaixo.
P = % / EE*ds (2.70)
sendo B
we [ ==
G= 2 [ BEds 2.71
|‘/;)|2 Js ( )
we' Vop . Vop
G= / e ) | ————=€e"" | ds 2.72
v L Guoa ™) Guia) 272
o2mwe
G = [S/m] . (2.73)

In(b/a)
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3 Teécnica Numeérica

3.1 Método dos Elementos Finitos

O método dos Elementos Finitos (MEF) é apresentado como sendo uma técnica
numérica para determinar solugoes aproximadas de equagoOes diferenciais. Surgiu em
meados do século XX devido ao avanco da tecnologia e do desenvolvimento dos primeiros

computadores.

Antes do surgimento deste método, a andlise da condi¢ao de contorno eram efetuadas
devido a resolugao direta dos sistemas, utilizando o fenomeno das derivadas, aplicando as
técnicas das séries de Fourier. Em virtude do avanco da tecnologia, tornou-se mais dificil
continuar utilizando os métodos antigos, devido a complexibilidade das equagoes utilizadas.
Deste modo, o engenheiro e matematico Boris Grigorievich Galerkin aprimorou as técnicas
antigas e criou o denominado método de Galerkin, usualmente conhecido como método
dos elementos finitos (LIZARZA, 2000).

Por consequéncia, esse método consiste em uma forma de discretizar as estruturas
fisicas, utilizando uma sequéncia de passos definida, obtendo com uma maior facilidade
os resultados das equacoes diferenciais. As expressoes sao obtidas em forma de integrais,

geradas pela discretizagdo da funcao e utilizando os principios variacionais (ALVES, 2007).

3.1.1 Procedimento do Método

De uma forma geral, o MEF envolve dividir em componentes menores o problema,
por meio do processo de discretizar. Ele faz a situagao real de um espaco discreto, onde
o limite infinitesimal tende ao continuo. A visualizacao computacional segue de modo a
fazer a implementacao dos calculos via este método, permitindo uma anélise visual do
comportamento através dos cdlculos numéricos (RIBEIRO, 2004), (LOTTI et al., 2006).

O conceito basico do método consiste em subdividir, primeiramente, o dominio
do problema em subdominios, parcelas de dimensoes finitas, de forma que o conjunto
total dessas dimensoes seja igual ao original. Seguidamente, adota-se um comportamento
aproximado para cada subdominio de forma isolada, local, com o destino as incégnitas do
problema. Via de regra, esse comportamento é considerado meramente simples. O perfil
principal deste procedimento consiste entao em utilizar a aproximacao local no subdominio

(parcela do dominio original).

Para a obtencao de respostas melhores, aumenta-se o nimero de subdominios,

conservando o mesmo comportamento local. Esses subdominios sao caracterizados por
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serem elementos finitos e definidos por ter em sua forma geométrica dada em funcao da
aproximacao adotada e pelos tipos de problemas a serem resolvidos. Qualquer elemento
determinado gera pontos nodais, ou nés, que fazem conexao com os elementos vizinhos
(FERNANDES; SILVA; DIACENCO, 2015).

Figura 5 — Pontos nodais gerais e subdominios de nés, tridimensional e bidimensional.

N

Pontos Nodais Elementos Finitos

Contorno Original

Fonte:(SOUZA, 2003), adaptada pelo autor.

Para os nés comuns a diferentes elementos, o valor da varidvel do problema per-
manece o mesmo, indiferente do elemento que esta sendo considerado. Com base neste
conceito, faz-se a analogia da malha dos elementos finitos. A escolha da malha fica a
critério do programador, pode ser linear, triangular, quadratica, dentre outros tipos, e as
matrizes caracteristicas correspondentes a cada elemento podem ser agrupadas de forma a
se tornarem um sistema global de equagoes (SZABO; BABUASKA, 1991).

3.1.2 Elementos Finitos Unidimensional

A base da definicao matematica e o desenvolvimento do método de Galerkin vao ser
aplicados considerando uma linha de transmissao de comprimento que varia de —U < x < 0.

A Figura 6 demonstra essa linha de transmissao em seu formato.
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Figura 6 — Modelo de uma linha de transmissao em formato unidimensional.

Fonte: Autoral.

Seja um problema unidimensional, tem-se a equagao diferencial

0%V 9
— — 7V =0, 3.1

922 (3.1)
em que a condicao de contorno é aplicada. Leva-se em consideragao o problema de Dirichlet
em sua forma homogeénea, assumem-se valores de intervalo [—U, 0], pertencente ao conjunto
dos nimeros reais, limitado e continuo. O operador linear é representado por SV = g, de

modo que ¢ g = 0, assim

02

Analogamente, pode-se escrever que

considerando que seja uma expressao para V' (x) e que utilize os parametros vistos acima,

variante ao longo do intervalo [1,n], com um erro admissivel €, descrito pela equagao (3.4).

E=3V-—g=3 {i ganwm(x)} _ (3.4)

n=1

Considerando a teoria de Galerkin em que w,, = ¢,,, pode-se descrever a equacao

(3.4) na forma
N
€= Z 9s90n¢m(m) -9 (35)
n=1

pois 0 método assume que as funcoes sejam iguais. A condicao deste envolve que Av = g
s¢ Amn = (L ¢n, wm) exerce a definicao de produto interno, dito pela Figura 7, levando a

um sistema de equacgoes lineares.
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Figura 7 — Definicao de produto interno para o método de Galerkin.

Fonte: Autoral.

Admitindo que este método possa ser discretizado em n partes, pode-se supor um
nimero minimo de 4 nés a fim de mostrar todos os casos possiveis aplicaveis. A Figura 8
mostra uma linha de transmissao discretizada, considerando o intervalo de [1, N] nés que
variam de [—U, 0] ao longo do eixo x, de modo que L, é a distancia entre 1 e x5, L3 entre

T9 € x3 € Ly entre x3 e x4, assim sucessivamente.

Figura 8 — Anélise da linha de transmissao discretizada pelo método dos elementos finitos.

(.?( - > <€ - > < - 3 ?o . QQ—Q= :
H 2 3 4 ! H i
AN
J&l X2 X3 X4 J!51\1—1 Xy

Fonte: Autoral.

Como dito anteriormente, o método dos elementos finitos trabalha com a discretiza-
¢ao de um plano ou superficie independentemente da quantidade de dimensoes nela contida.
A fim de mostrar como acontece essa discretizagao, opta-se por discretizar o problema em

4 nés correspondentes, analisando uma forma genérica para essa discretizacao.

0 a2ﬂpn 2
A = /_U{ 5z wn}s@mda: (3.6)

A equagao (3.6) é representada através do somatorio de integrais, de modo que a

variacao aconteca por j = 2,3...N, onde N é o nimero de nés utilizados, de acordo com

N 2 0%, zj
Apn = Z {/ 3;; Omdr — ~* /gﬁj_1 gpngpmdfﬁ}. (3.7)

j=2 (¥ji-1

Tem-se, entao, as equagoes (3.8) e (3.9), mostrando as condigdes genéricas para ¢,
e (om, uma vez que —U corresponde ao maior comprimento da linha ao longo de z e A, a
uma parcela da linha, demonstrado na Figura 9.
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Figura 9 — Utilizagao do MEF ao longo de x.

4

—U — 0
o e ® @ e o o >
X1 X3 X3 Xq Xy
Fonte: Autoral.
T —x
1- A T =] <A
on = u (3.8)
0, caso  contrario
T —x
Spm fry U (3.9)
0 caso contrario

)

As equagoes (3.8) e (3.9) podem ser representadas de uma forma mais genérica

pela equacao (3.10), uma vez que v = n ou m.

T — Ty-1
A y Ty—1 g x g Ty
U
— Ty41 — T
po(T) = = 2w <e<aun (3.10)
U
0, caso contrario

A matriz A representa a discretizacdo de cada ponto até a quantidade maxima de
nos utilizados. Para a menor forma genérica, utiliza-se N = 4, que resulta em uma matriz

de quatro linhas por quatro colunas.

|
I

(3.11)

em que M = N para a formulacao de Galerkin, onde N é o niimero de linhas e M ¢é o de
colunas.
3.1.2.1 Anaélise de cada Elemento da Matriz

Para o primeiro elemento da matriz, tem-se que m =1 e n = 1, assim, ¢, = @,

correspondente ao parametro A;;. A Figura 10 demonstra o comportamento deste caso.
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Figura 10 — Elemento da linha 1 e coluna 1, Ay;.
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X1 X2 X3 X4 XN-1 XN

Fonte: Autoral.

Pode-se verificar a existéncia do integrando apenas no intervalo pertencente entre
[1, T2]. As equagoes que descrevem esse processo serao equacionadas abaixo, utilizando a

equacdo (3.7), uma vez que esta é a forma bésica genérica para todos os elementos.

z2 2 T2
Ay = / Wilgoldw—f/ prp1de. (3.12)

x

Dando sequéncia aos passos do método, analisam-se as equagoes (3.8) e (3.9). Se
a funcdo for decrescente, referente ao caso em questao, pode-se descrever que a fungao

modular cresce, uma vez que seu sinal fica positivo. Assim,

X9 82

1 8(1/‘2

r — T

A,

2

T — T 2 z2 Tr—I
=g e [
Com a substituigao das equagoes citadas acima referente ao caso 1, chega-se a

equagao (3.14). A equagao (3.13) foi resolvida pelo método da substituigao, com z; = —U
exy=—-U+A,.

2 2
LD 71— 2)° —l = +7A”] (3.14)

Ay 3
Considerando-se n = 2 e m = 1 (caso 2), em que @, # @, sendo o elemento Ajs,
descreve-se os parametros pertencente a equagao (3.15). A anélise do processo ocorre com

base na Figura (11).

T2 (‘)2 . T2
A = / aiz prdxr — 72/ poprdr =
T xr X1

T2 _JI—IEQ _.’L’—Zﬂl 2 _CL’—I‘Q
/{[l ’Au Hl ’Au ] 7[1 ‘

Ay

(3.15)

}dq:

r — I
1 —
-1
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Figura 11 — Elemento da linha 1 e coluna 2, Ajs.
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Fonte: Autoral.

A equagao (3.15) é aplicavel aos parametros das equages que pertencem a @, ¢ @,
uma vez que simplificada e equacionada por partes retorna a equacao (3.16), considerando

0s mesmos parametros para x; e s e o intervalo onde as retas se cruzam, mostrado na

Figura 11.

(3.16)

Ao continuar analisando os proximos termos da linha 1, uma vez que ¢, # ¢, €
que suas retas nao interceptam, o resultado sera zero, comprovando o método de Galerkin,
que determina que na ocorréncia da nao interceptacao das retas, os elementos serao zero.

As Figuras (12) e 13 mostram esse comportamento e a equagao 3.17 deixa genérica essa
acao:

A13 — A14 - 0 (317)

Figura 12 — Elemento da linha 1 e coluna 3, A;.

r? C‘,)o o e ()—Q‘
7 Pm ; | | XXX - Pm
L7, | i z ®
: i : g — - ¥n
Yo e o
a 7, i a a
E *i/ Pn g i g
—0 HHHHH De ® & OxX0
X1 X2 X3 X4 XN-1 XN

Fonte: Autoral.
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Figura 13 — Elemento da linha 1 e coluna 4, Aq4.
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Fonte: Autoral.

A anélise da linha dois é andloga ao processo da linha um, de modo que o elemento
Ay = Aj,. Para comprovar este processo destaca-se a Figura 14 e as equagoes (3.18) e
(3.19) que comprovam esse comportamento. Leva-se em consideracao que neste caso as
retas que se interceptam pertencem ao intervalo [z, x2] € que 0s parametros sao os mesmos

citados acima.

Figura 14 — Elemento da linha 2 e coluna 1, As;.

Qe e 00 Q
i i XX X- Pm
—— - Pn
% O
m:50 L O—x—x—x—xo
X4 Xy—1 Xy
Fonte: Autoral.
T2 82 T2
Ay =/ ff; podr — 72/ pripady =
x2 " Tx— T Tml— T Tr—x r—x (3.18)
L |Emm P_(,.Q B QP_.,.q]l_.,.Q }
/xl {[ A, A, 117 A, A, "
1 A
Ay = | — — 3.19
n =5 - 55 (3.19)

Para o elemento Ay acontece o mesmo processo referente ao elemento A;;, onde
©n = Pm. O comportamento deste é mostrado na Figura 15 e suas equagoes sao deduzidas
abaixo, considerando um intervalo que varia entre [z, 23], fazendo com que acontega a
separacao das integrais aos seus respectivos intervalos, em que x1 = —U , x5 = —U + A,
exs =—U+2A,.
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Figura 15 — Elemento da linha 2 e coluna 2, Ass.

Oe o e0—0
'i i i XXX- P
Pm : i

Fonte: Autoral.

8%02
o2

X2
Agy = /
Tl

T2 T3 82' T3
padr — ~* / Papadr + / 0;022 odx — ? / Popadx (3.20)
1 X2 £ X2

9 2 2 2 QAU
App=——+ z {(Au+x2_$3)3_(A"+x2_x1)3}:_ [A_—i_ 73 1 (321)

A, 3A,

O caso Ass é andlogo ao caso As;. Deste modo pode-se dizer que a sua equacao
geral é igual a equagao vista anteriormente. Este comportamento pode ser comprovado
pela Figura 16 e pela dedugao da equagao (3.22) que resulta na equagao (3.16) (para uma
malha uniforme), considerando que o intervalo varie entre [xq, 23] e que os parametros
sejam 1o = —U + A, e 13 = —U + 2A,,.

Figura 16 — Elemento da linha 2 e coluna 3, Ag;.

I 9o o
: + i : : -
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"I‘ Do o o C)ﬂ—w :
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X1 X2 X3 Xy XN—1 XN
Fonte: Autoral.
3 82¢3 o [*3
Aoz = / 57 Podx — 7 / p3padr =
T2 €T z2 (3.22)
T — To

T3 T — T3
/m {[1_’ A,

-5 -

2 _ZL‘—[L’g
|- [ -5

]}dx

Ay
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Aos demais elementos da linha que nao foram especificados segue a equacao (3.17),
onde a andlise pode ser feita através da Figura 17, comprovando que nao acontece a

interceptagao das retas pertencentes a ¢, € @,.

Figura 17 — Elemento da linha 2 e coluna 4, Aoy.
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Fonte: Autoral.

Considerando agora o caso 3, tem-se as mesmas condi¢oes citadas acima. Para o
elemento Aj; segue o processo de que as retas ¢, e ¢, nao se interceptam, de modo que

seu resultado seja andlogo a equagao (3.17), comprovado através da Figura 18.

Figura 18 — Elemento da linha 3 e coluna 1, As;.
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Fonte: Autoral.

Para o elemento A3, segue o mesmo processo de resolugao do que o Asz. A equacgao
(3.23) demostra sua forma genérica, onde o resultado é dito pela equagao (3.19), mencionado

acima. Pode-se perceber esse processo analisando a Figura 19, onde o intervalo ¢é dito entre

[LUQ, ls]

3
A = [
z3 €T — To

]__
LA s

02, , [
3? padr — 72/ papsda =
X T2

|- 52 - -

€r — T2

Ay

€r — I3

Ay

]}daz

Il
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Figura 19 — Elemento da linha 3 e coluna 2, As,.
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Fonte: Autoral.

Ainda sobre o caso 3, descreve-se o elemento Asz, uma vez que seu resultado é
analogo ao obtido através da integral de Asy. Segue a Figura 20 que mostra esse processo
e a equagao (3.24), que resulta na equacdo (3.21), considerando que x5 = —U + A,,
x3=—-U+2A, exy = —U+34,, de modo que o intervalo seja de [z, z4] € que acontega

a separacgao das integrais.

Figura 20 — Elemento da linha 3 e coluna 3, Ass.

° Qe e e0 o
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Fonte: Autoral.
3 023 2 [T 1 0%y 2 [*3
Azz = / 5 padr — / Pspsdr +/ 5 padr — / Pspsdr (3.24)
T2 ox T2 T3 ox 2

No elemento Aszy é visto a analogia entre os elementos A5 e Asg, por exemplo.
Deste modo a equagao (3.25) mostra como acontece esse comportamento e sua resposta
é representada pela equagdo (3.16). A Figura 21 demostra como funciona esse elemento,

considerando o intervalo pertencente a [x3, z4].

T4 82 T4
Asy = / - p3dr — “/2/ Papzdr =
x x3

s O0x?
_l’—ZL‘g 2 _ZL‘—[L'4
i [ Ll

T4 T — Ty
1-|
AR5

(3.25)

Tr — T3

Ay

I[-

]}dx
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Figura 21 — Elemento da linha 3 e coluna 4, Asy.
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Fonte: Autoral.

Referente ao caso 4, os elementos Ay e Ay seguem o mesmo caso do elemento Ajs.

As Figuras 22 e 23 mostram o comportamento analogo, em que as retas nao se interceptam.

Figura 22 — Elemento da linha 4 e coluna 1, Ay;.
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Fonte: Autoral.
Figura 23 — Elemento da linha 4 e coluna 2, Ays.
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Fonte: Autoral.
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Ja para o elemento A3 o processo é semelhante ao elemento Ass, uma vez que a
resposta acontece através da equagao (3.16) e a equagao base é descrita como 3.26. Os

limites de integragdo podem ser comprovados na Figura 24, que variam entre [x3, x4].

Figura 24 — Elemento da linha 4 e coluna 3, Ays.
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T4 82¢3 ) T4
Ay = / 92 padz — / p3padr =
€3 T 3 (3.26)
T — T4

24 xr — I3 T — Ty 9 T — X3
i P b R e
Por fim, é feita analise ao elemento A4 e comprovado que seu comportamento é

semelhante ao primeiro termo da matriz, A;;, onde o resultado é o mesmo da equacao

(3.14). A Figura 25 e a equagao (3.27) comprova essa analise, considerando um intervalo
pertencente a [x3, x4].

Ay

Figura 25 — Elemento da linha 4 e coluna 4, Ayy.
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3.1.2.2 Analise do Resultado da Matriz

A fim de compreender melhor o método de Galerkin, pode-se descrever quatro
casos basicos descritos abaixo, de modo que m é o elemento pertencente a linha e n o

elemento pertencente a coluna, sendo h =1 ou NN.

Caso 1: m =n = h;

1 A,
Apn=—|— 3.28
= 5 (3.2
Caso 2: m =n # h;
2 272/,
A = — | = 4 2 D 2
- 2 (320
Caso 3: j/m—n|=1
1 PA,
Apn=|—— 3.30
- (3.30)
Caso 4: j/m —n| > 1

Em meio aos casos citados acima, percebe-se que o método dos elementos finitos
possui uma generalidade para qualquer tipo de discretizacao. Abaixo segue uma tabela que
representa a matriz considerando N = 4, caso minimo para demostrar o comportamento
do método, ja que os que possuem os mesmos casos tém resultado iguais, caracterizando

assim uma generalidade e comprovando a aplicacao de cada caso visto acima.

Tabela 1 — Resultado utilizando cada caso para uma matriz 4x4.

Coluna 1 | Coluna 2 | Coluna 3 | Coluna 4
Linha 1 C’asolAH Caso3A12 Ca504A13 C’aso4A14
Linha 2 C’aso3A21 CasoQAA22 C’aso31423 C’aso4A24
Linha 3 Caso4A31 Ga503A32 CusoQAgg CasoSA34
Linha 4 Caso4A41 Caso4A42 Ca303A43 CasolA44

Fonte: Autoral.

3.1.2.3 Aplicacdo da Condicao de Contorno na Matriz

Analisando o sistema de equacoes vistas anteriormente e aplicando a condigao de

contorno, de modo que a matriz seja de dimensoes conhecidas, adquire-se o sistema de
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equagoes referente a equagao (3.32), considerando que n = 1,...; N.

N
n=1

Para melhor observar essa aplicacao de contorno, varia-se o valor de m até a
quantidade de nés desejado. Para este caso, considera-se N = 4 nos, aplicabilidade da

condicao de contorno apenas no inicio da L'T' e uma terminacao em aberto.

Para m = 1:

A1 + Araps + Aigos + Araps = 0 (3.33)

Analisando essa equacao, aplicando que ¢ =V, (condigao de contorno) e conside-
rando a equacao (3.31), referente ao caso 4, vista pelo teorema de Galerkin, define-se a

equagcao (3.34), caracterizada pela aplicacao de contorno no inicio da linha de transmisséo.

AnVy + Araps =0 (3.34)

Para m = 2:

A1 + Asgapr + Assios + Asgps =0 (3.35)

Andlogo ao processo para m = 1, tem-se a utilizagao da equagao (3.31), definindo
que o 1ltimo elemento da equagao (3.35) é igual a zero. Segue abaixo a expressao matematica

simplificada apds tal analogia utilizando a condigao de contorno em que p; = V.

Ao Vy + Asops + Agzpz = 0 (3.36)

Para m = 3:

As11 + Asaipr + Assps + Asaps = 0 (3.37)

Seguindo a mesma linha de raciocinio, considerando a equagao (3.31), obtém-se a

equagao (3.38), caso relacionado da linha 3.

Azapa + Azzps + Azapa =0 (3.38)

Para m = 4:

A1 + Agopo + Auzps + Agaps = 0 (3.39)
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Reescrevendo a expressao da linha 4 aplicada na equagao (3.31), tem-se a equagao
(3.40).

Ayzps + Agaps =0 (3.40)

A partir disso, define-se um sistema resultante, considerando a nao aplicacao da

condicao de contorno no final da linha de transmissao e suponto que ¢; =V, assim
Ayp=F (3.41)

sendo A, uma matriz de dimensoes 3x3, ¢ e F vetores de dimensoes 3 x 1, descritos como

B Ay Asg O
Ap=| A3y Asz Asa |, (3.42)
0 Ay Ay

Y2
=1 ¥s (3.43)
P4

—AxnV,
F = 0 . (3.44)
0

A utilizagao da condicao de contorno aplicada é caracterizada pela diminui¢ao da
ordem da matriz, se o contorno for aplicado em apenas um né6 da linha, como o caso em
questao, a matriz diminui uma dimensao, demostrando na equagao 3.45, onde a matriz

original (sem contorno) era de ordem 4 X 4.

Agy Asz 0 P2 —A21Vg
Agy Asz Asy Y3 | = 0 (3-45)
0 A3 Ay 2% 0

A fim de isolar o vetor ¢, utiliza-se a divisao de matrizes, obtendo

-1
P2 Agp Aoz 0 —AaVj
w3 | = | Ass Asz Agg 0 (3-46)
P4 0 A Ay 0

permitindo determinar os potenciais nos pontos s, r3 e x4 da linha.
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4 Ferramenta Computacional

4.1 Incidéncia e Reflexao de Ondas

Como visto nas sessoes anteriores, a tensao e a corrente sao resultados obtidos da

sobreposigao de duas ondas (incidente e refletida) em sentidos opostos.

De forma que (4.1) tem-se que a componente incidente é representada por

i Voe ™
enquanto que
Yy
Vr(z) = —o° (4.2)

(7 +e7)
é a refletida.

As equagoes (4.1) e (4.2) representam duas ondas progressivas que se deslocam ao

longo da linha, uma vez que a condicao de contorno inicial é V, = 10V.

Nas Figuras 26 e 27 sao ilustrados os comportamentos da onda incidente e refletida
em um cabo coaxial RG5H8, com frequencia de 1 GHz, comprimento de 12 metros e

terminacao em aberto.

Figura 26 — Onda incidente no cabo coaxial RG5S.
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Fonte: Autoral.
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Figura 27 — Onda refletida no cabo coaxial RG58.
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Fonte: Autoral.

4.2 Resultados Analiticos e Numéricos

4.2.1 Dados dos Cabos Coaxiais

Considerando cabos coaxiais, com caracteristicas fisicas apresentadas na tabela 2 e
Figura 28, seguem as tabelas referente aos resultados obtidos no software Matlab ®), dos
cabos RG213, RGC5H8 e RG58, respectivamente, para frequéncias de 500 MHz (Tabela 3)
e 1 GHz (Tabela 4), sendo U = 1 metro.

Figura 28 — Modelo de um cabo coaxial real.

capa dielétrico

blindagem condutor

Fonte: Adaptada da Internet.
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Tabela 2 — Especificagoes dos cabos coaxial

Dimensoes [mm] Condutor [S/m] Dielétrico
Cabo Coaxial  a b Material o Material Er tgd
RG5H8 0,96 3,50 Cobre  5,813X107 Polietileno 2,35 0,0004
RG213 2,24 8,14 Cobre  5,813X107 Polietileno 2,35 0,0004
RGC58 1,05 9,20 Cobre  5,813X107 Polietileno 2.35 0,0004

Fonte: Autoral.

Tabela 3 — Parametros dos cabos coaxial, considerando 500 MHz.

Parametros
Cabo Coaxial R [Q/m] L [H/m] C [F/m] G [S/m)]
RG58 2,4722  2,5976x10°7 1,0066210° ' 1,2649210 1
RG213 1,0559  2,5807x1077 1,0132z1071° 1,2732210~*
RGC5H8 2,1233  3,1997x1077  8,17152107't  1,0269210~4

Fonte: Autoral.

Tabela 4 — Parametros dos cabos coaxial, considerando 1 GHz.

Parametros
Cabo Coaxial R [Q/m] L [H/m] C [F/m] G [S/m)]
RGH8 3,4963  2,5976x1077 1,006621071° 2 529821074
RG213 14933 2,5807210~7 1,01322107'0 2, 5464210~
RGC58 3,0027  3,1997x1077 8,17152107 2 053721074

Fonte: Autoral.

4,2.2 Constante de Propagacao - Cabos Coaxiais

A constante de atenuacao é a parte real da constante de propagacao. Ja a parte
imagindria é a constante de fase. As Figuras (29) e (30) mostram o comportamento para

os trés tipos de cabos coaxiais estudados no documento extraidos do software Matlab ®.
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Figura 29 — Constante de atenuacao para os trés tipos de cabos coaxiais.
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Figura 30 — Constante de fase para os trés tipos de cabos coaxiais..
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Fonte: Autoral.

4.2.3 Andlise de Tensao em Cabos Coaxiais

Utilizando o software Matlab ® as deducoes envolvidas nas se¢oes anteriores para
a propagacao de uma linha de transmissao terminada em circuito aberto, em comparagao
com o método dos elementos finitos, obtém-se as Figuras 31, 32 e 33, considerando 500 MHz
e Figuras 34, 35 e 36, considerando 1 GHz, para os cabos coaxiais RG213, RGC58 e RG5S,
respectivamente, considerando um comprimento de U = 1 metro e A, ~ 0,00125 metro.

Assim, calcula-se o niimero de nds e, consequentemente, a dimensdo N das matrizes, dada
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por
N=1+1U (4.3)

com
_ L ) )
\ (4 4)

= Analitico
o MEF

| | | | | |
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Comprimento (m)

Fonte: Autoral.

Figura 32 — Parametros do cabo coaxial RGC58 para U = 1 metro, considerando 500 MHz.
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Figura 33 — Parametros do cabo coaxial RGH8 para U = 1 metro, considerando 500 MHz.
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Figura 34 — Parametros do cabo coaxial RG213 para U = 1 metro, considerando 1 GHz.
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Figura 35 — Parametros do cabo coaxial RGC58 para U = 1 metro, considerando 1 GHz.
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Figura 36 — Parametros do cabo coaxial RG58 para U = 1 metro, considerando 1 GHz.
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4.2.4 Andlise da Tensao: Cabo Coaxial RG58

O parametro U representa o comprimento do cabo coaxial utilizado, este que pode
ser variado de acordo com cada tipo de aplicagao. Para o caso em questao foram testados
alguns tipos de variagoes, a fim de mostrar o comportamento da tensao, considerando
5,10, 15 e 30 metros do cabo RG58, para 500 MHz e 1 GHz.
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FEm comparagao com o modelo genérico testado acima, em que U = 1 metro, em

observagao ao grafico, pode-se perceber que acontece a atenuacao ao longo da LT.

Figura 37 — Parametros do cabo coaxial RG58 para U = 5 metros, considerando 500 MHz.
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Figura 38 — Parametros do cabo coaxial RGH8 para U = 10 metros, considerando 500 MHz.
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Figura 39 — Parametros do cabo coaxial RG58 para U = 15 metros, considerando 500 MHz.
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Figura 40 — Parametros do cabo coaxial RG58 para U = 30 metros, considerando 500 MHz.

15 T T T T I
== Analitico
o MEF

Tensao (V)

-1 5 | | | | |
-30 -25 -20 -15 -10 -5 0
Comprimento (m)

Fonte: Autoral.



66 Capitulo 4. Ferramenta Computacional

Figura 41 — Parametros do cabo coaxial RG58 para U = 5 metros, considerando 1 GHz.

= Analitico
o MEF

15

10

Tensao (V)
o

-5 -4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
Comprimento (m)

Fonte: Autoral.

Figura 42 — Parametros do cabo coaxial RG58 para U = 10 metros, considerando 1 GHz.
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Figura 43 — Parametros do cabo coaxial RG58 para U = 15 metros, considerando 1 GHz.
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Figura 44 — Parametros do cabo coaxial RG58 para U = 30 metros, considerando 1 GHz.
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5 Discussoes

Neste capitulo sera apresentada uma breve discussao sobre os problemas e solucoes
desenvolvidas ao decorrer deste trabalho de conclusao de curso, com a finalidade de

esclarecer alguns conceitos ao leitor.

5.0.1 Modelo Equivalente da LT

Considerando o modelo de linha equivalente mostrada na Figura 2, percebe-se que
a variagao dos parametros influencia significativamente o aumento do comprimento da LT,
uma vez que cada ponto discretizado possui um circuito e que a equivaléncia é formanda

por uma cascata de valores que se atualizam, apresentados pelas Figuras 45 e 46.

Figura 45 — Demonstracao de uma linha de transmissao ponto a ponto.
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Fonte: Autoral.

Figura 46 — Linha de transmissao genérica para variaveis valores de U.
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Fonte: Autoral.

Para calcular os parametros ponto a ponto de uma linha de transmissao genérica,
referente a Figura 46, faz necessario o uso do método das matrizes de transmissao ABCD
(ALEXANDER; SADIKU, 2000), com a finalidade de facilitar a andlise dos circuitos

conectados em cascatas, mostrado na Figura 47.
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Figura 47 — Método ABCD aplicado em uma LT.
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O modelo para calcular o método é caracterizado pela equacao 5.1,

V. A, B V]
Il=|t t. (5.1)
1, C, D 1
Considerando um circuito composto por n blocos, entao fazendo
V,
H,=| ‘|, (5.2)
Iy
V.
H;=| "’ (5.3)
I
e
= A;
K,=|"" J] j=1,23.n (5.4)
Cj J
tem-se
H,=K,H, (5.5)
sendo "
K.,=J K, (5.6)

J=1

Perante isto, pode-se demonstrar as equacoes deduzidas acima na Figura 48,
caracterizando uma equivaléncia do método das matrizes de transmissao ABCD para uma

linha de transmissao genérica.
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Figura 48 — Equivaléncia do método ABCD aplicado em uma LT.
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Em um ponto especifico na enésima porta (equivalente), um plano terminal é

definido juntamente com as tensoes e correntes equivalentes para o incidente (V;*, ;") e
refletido (V;7, I;7). Assim,

V=Vt Vo (5.7)

L=1"—1I. (5.8)

(2 (2

5.0.1.1 Caso Especial para Linhas de Transmissdo de Comprimento \,/4

A impedancia de entrada em uma linha de transmissao é determinada a partir da
equacao (5.9) e envolve uma cotangente com argumento que depende do comprimento da
linha U ¢ a constante de propagagao. Deste modo, a cotangente vai para um miultiplo de
7/2 quando o comprimento da linha for um multiplo impar inteiro n\,/4, fazendo com
que a cotangente seja zero, resultando em um curto-circuito. Desta forma, impossibilita a

aplicagao da condig¢ao de contorno na entrada da LT (POZAR, 2005), pois ¢ = 0V.

Zent = _jZO COt‘(ﬁU) (59)

5.1 Validacao

A fim de verificar o comportamento da atenuagao de um cabo coaxial RG58 ao longo
da LT, utiliza-se o software Tzline (SCHROEDER, 1985) e compara seu resultado com os
parametros gerados pelo software Matlab ®), comprovando que a atenuacao aumenta com

o aumento do comprimento da LT.
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Figura 49 — Atenuacgao de um cabo coaxial RG58 ao longo da linha, para 1GHz de frequeén-
cia.
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Figura 50 — Atenuagao de um cabo coaxial RG58 ao longo da linha, para 500MHz de

frequéncia.
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5.2 Viabilidade Operacional

A fim de realizar uma analise sobre a quantidade de tempo que o cédigo genérico
executa o programa em relagao ao erro resultante, trabalha-se com as Figuras 51, 52, 53
e b4 para uma frequéncia de 500 MHz e Figuras 55, 56, 57 e 58 para uma frequéncia de
1 GHz. Os comprimentos analisados foram 1, 5, 10 e 15 metros, com A,, =~ 0,0050 m,
A, =~ 0,0025 m, A,, =~ 0,00166 m, A,, ~ 0,00125 m e A,, =~ 0,0010 m,
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respectivamente. Desta forma, aplicando-se os diferentes valores de intervalo e comprimentos
nas equagoes (4.3) e (4.4), podem-se definir os seguintes numeros de nés: Ny, No, N3, N, e
N5. Essa andlise foi realizada para um cabo coaxial modelo RG58.

Figura 51 — Parametros do cabo RG5H8 para 500 MHz, considerando comprimento de 1

metro. (a) Caracteristica do erro em relacao ao comprimento. (b) Tempo em
relacao a discretizagao.
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Figura 52 — Parametros do cabo RG58 para 500 MHz, considerando comprimento de 5

metros. (a) Caracteristica do erro em relagdo ao comprimento. (b) Tempo em
relacao a discretizagao.
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Figura 53 — Parametros do cabo RG58 para 500 MHz, considerando comprimento de 10

metros. (a) Caracteristica do erro em relagao ao comprimento. (b) Tempo em
relacao a discretizacao.
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Figura 54 — Parametros do cabo RG5H8 para 500 MHz, considerando comprimento de 15

metros. (a) Caracteristica do erro em relagao ao comprimento. (b) Tempo em
relacao a discretizacao.
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(0]

Figura 55 — Parametros do cabo RG5H8 para 1 GHz, considerando comprimento de 1 metro

(a) Caracteristica do erro em relagao ao comprimento. (b) Tempo em relagao
a discretizacao.
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Figura 56 — Parametros do cabo RG58 para 1 GHz, considerando comprimento de 5 metros

(a) Caracteristica do erro em relagao ao comprimento. (b) Tempo em relacao
a discretizacao.
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Figura 57 — Parametros do cabo RG58 para 1 (GHz, considerando comprimento de 10

metros. (a) Caracteristica do erro em relagao ao comprimento. (b) Tempo em
relacao a discretizacao.
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Figura 58 — Parametros do cabo RG58 para 1 GHz, considerando comprimento de 15

metros. (a) Caracteristica do erro em relagdo ao comprimento. (b) Tempo em
relacao a discretizacao.
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Perante a execucao desses graficos, avalia-se a viabilidade de cada um, referindo-se
ao potencial utilizado, uma vez que nem sempre o mais rapido pode ser o mais viavel e
nem o menor erro a melhor aplicagao. Desta forma, traz-se diferentes comparacoes para
que o usuario consiga escolher a solucao mais adequada em seu caso de utilizagao, pois

o objetivo do trabalho é definir e conceituar a viabilidade, tanto técnica, estratégica ou
economica.
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6 Consideracoes Finais

Este trabalho abordou a execucao de um estudo de linhas de transmissao, embarca-
das ao fundamento de uma onda TEM com aplicabilidade em cabos coaxiais e bifilar. Para
isso, realizaram-se estudos de outros projetos desenvolvidos até entao, com a finalidade de

obter ideias e parametros de modelagem similares.

Com estas informagoes em maos, tendo como base o trabalho desenvolvido por
(POZAR, 2005), iniciaram-se os estudos do equacionamento do circuito que descreve uma
linha de transmissao, visando aprimorar o conhecimento para aplicabilidade dos parametros
em cabos coaxiais e bifilar. Este estudo teve um resultado excelente, ja que foi possivel
verificar a queda de tensao em um ponto qualquer da linha de transmissao, de posse em
que o segmento da simplificagado matematica que modela o comportamento independe do

tipo de terminacao da LT, com ou sem perdas.

Apos a revisao bibliografica e as modelagens matematicas de uma linha de trans-
missao, aconteceu o estudo sobre técnicas numéricas possiveis para a simplificagao das
equacoes diferenciais geradas na andlise do equacionamento genérico da LT. Sendo assim,
a técnica em destaque foi o Método dos Elementos Finitos, que trabalha discretizando em

fracoes menores a solucao desta equacao, uma vez que facilita os cédlculos.

A anélise das linhas de transmissao teve como principal ferramenta de uso o software
Matlab ®), para elaboracao de c6digos que tornam genéricos os calculos dos parametros R,
L, G e C, com finalidade de obter a queda de tensao, discretizando ponto a ponto. Desta
maneira foi capaz de descobrir a queda de tensao ao longo de qualquer comprimento da
LT.

Neste documento foi, apresentada uma breve discussao sobre os problemas e solucoes
ocorridos ao longo do estudo. Desta forma, foi realizada uma viabilidade que avalia o
tempo computacional em relacao a discretizagao e o erro que a proposta pode tolerar para
comprimentos variados. Além disso, foi feita a validacao, que verificou a atenuagao do
cabo coaxial ao longo da LT, utilizando o Software Txline e comprovando o aumento da

atenuacao ao longo do comprimento da LT.

Perante o processo deste trabalho, pode-se perceber que os resultados do método
utilizado foi compativel com o analitico e atendeu as expectativas esperadas, comprovando
que o modelo do circuito deduzido é valido para o aumento do comprimento na LT,
considerando frequéncias elevadas. Deste modo, pode-se comprovar os resultados analiticos

com os tedricos.

Conclui-se, com a certeza de que o estudo foi proveitoso, pois novos conhecimentos
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foram constituidos e espera-se poder contribuir para futuras discussoes sobre esse tema
tao especial, que é uma ferramenta computacional para analise de linhas de transmissao
utilizando o método dos elementos finitos. Pode-se dizer que o olhar aos textos publicados

nunca mais sera o0 mesmo que outrora.
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