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RESUMO

A simulagcd@o numérica € amplamente utilizada na drea da dinamica dos fluidos, pois
através do emprego de métodos numéricos pode-se analisar o comportamento de dife-
rentes tipos de escoamentos de fluidos. Neste trabalho realizou-se a simulagdo numérica
de um escoamento incompressivel utilizando as equagdes de Navier-Stokes aplicadas
para o escoamento de um fluido no interior de uma cavidade quadrada e também para
um ressalto hidrdulico. Para resolver essas equagdes usou-se o método de diferencas
finitas, sendo necessdrio uma discretizacdo em relacdo ao tempo e ao espaco. Para
ambos os casos, a cavidade quadrada e o ressalto hidrdulico, foram utilizados malhas
estruturadas com elementos quadrangulares na discretizacdo do dominio espacial. Para
tratar o acoplamento da velocidade e a pressao presentes nas equagdes de Navier-Stokes
foram aplicados dois métodos: o método da projecdo-passo fracionado e o método da
penalidade, facilitando assim a resolug@o dessas equacdes. Através de um codigo escrito
em linguagem C ++ foram realizadas simula¢des de escoamentos bidimensionais para o
nimero de Reynolds 100, 400 e 1000 para o caso da cavidade quadrada e Reynolds 100 e
400 para o caso do ressalto hidraulico. Os resultados numéricos obtidos para o caso da ca-
vidade quadrada com o método da projecao-passo fracionado foram satisfatérios quando
comparados com os resultados da referéncia utilizada, diferente do método da penalidade
que se mostrou menos eficaz. Para o caso do ressalto hidrdulico decidiu-se utilizar o
método da proje¢do, pois este se mostrou eficiente no caso anterior. Foram analisados os
campos de velocidade, no qual pode notar-se algumas caracteristicas que aparecem no

escoamento como vortices no canto inferior a medida que aumenta o niimero de Reynolds.

Palavras-chave: Fluidos; Método de diferencas finitas; Equagdes de Navier-Stokes; Si-

mulacdo numérica.



ABSTRACT

The numeric simulation is used widely in the fluid dynamics area, because through the
use of numeric methods the behavior of different types of fluid flows can be analyzed.
In this work the numeric simulation of an incompressible flow was accomplished using
Navier-Stokes equations applied for the fluid flow inside square cavity and also to a hy-
draulic jump. To solve these equations, we decided to apply the finite difference method,
with a time-space discretization. In both cases, the square cavity and hydraulic jump,
we used structured meshes with quadrangular elements in the discretization of the spatial
domain. To couple the velocity and pressure in Navier-Stokes equations two methods
were applied: the fractional-step projection method and the penalty method, facilitating
the resolution of these equations. Through the code written in C++ language simulations
of two-dimensional flow were accomplished for the Reynolds number 100, 400 and 1000
for the square cavity and Reynods 100 and 400 for the hydraulic jump. The numeric
results obtained with the fractional-step projection method were satisfactory when com-
pared with the results of the reference, different from the Penalty method that was less
effective. For the case of the hydraulic jump decided to use the Projection method, be-
cause it was efficient in the previous case. The velocity fields were analyzed, in which
some characteristics can be see, as vortexes in the lower corner, when the Reynolds num-

ber increases.

Keywords: Fluids; Finite Difference Method; Navier-Stokes Equations; Numerical Sim-

ulation.
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1 INTRODUCAO

A terra € constituida em sua maior parte por d4gua, presente nos oceanos, mares,
rios, lagos e geleiras. Também € formada pelo solo e pela atmosfera, que por sua vez é
composta pelos gases como, oxigénio, gas carbonico, nitrogénio, entre outros. Os gases e
a dgua, assim como outros liquidos sdo os fluidos que estdo presentes em todas as partes
da natureza e s@o essenciais para a existéncia humana, sem estes ndo seria possivel existir
vida na terra.

O homem sempre observou a natureza e os seus fendmenos, como o movimento
das dguas nos oceanos, cachoeiras, o voo dos pdssaros, as tempestades, as marés e 0s
movimentos das massas de ar, e de forma intuitiva tentavam entender como esses aconte-
ciam.

Esses fenomenos, assim como outros, despertaram no homem a necessidade e o
interesse em procurar formas de estudar o comportamento, a formagao e o processo deles.
Ao longo dos tempos varios estudiosos se concentraram em estudar e elaborar equagdes
para representar o movimento dos fluidos. A medida que foram avangando com seus
estudos também foram desenvolvendo inimeras equagdes para modelar o fluxo de fluidos
presentes na natureza.

Atualmente existem vdrias equagdes para analisar o comportamento de escoamen-
tos de fluidos em um meio. Uma das mais comuns e utilizadas em trabalhos que neces-
sitam descrever comportamento de escoamentos de fluidos sdao as equagdes de Navier-
Stokes. Elas foram desenvolvidas por Louis Marie Henri Navier (1785-1836) engenheiro
francés e pelo matemadtico inglés George Gabriel Stokes (1819-1903).

As equacgdes de Navier-Stokes (ENS) sdo equacdes diferencias parciais (EDP) nao
lineares que possibilitam determinar campos de velocidade e pressdo em um escoamento
de fluido (CENGEL; CIMBALA, 2007). Essas equacdes sdo complexas, mas utilizadas
até hoje em areas que exigem solucdes de problemas que envolvam fluxos de fluidos.

Desde sua descoberta, as equacOes de Navier-Stokes provocaram uma verdadeira
transformacdo em diversos setores da engenharia mecanica, automobilistica, naval, en-
tre outros, possibilitando grandes avancgos para os projetos dessas dreas. Essas equagdes
servem para modelar o clima, correntes oceanicas, fluxo ao redor de aerofélios de auto-
moveis e de avides, propagacdo de fumaga em incéndio e em chaminés industriais, como
também para outros fendmenos (SOUZA, 2013, p.1).

Alguns termos que compdem essas equagdes transformam-nas em nao lineares, o
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que acaba dificultando sua resolu¢do analitica, mas abrindo caminho para uma resolu¢ao
numérica. Assim, um dos primeiros procedimentos realizado por alguns pesquisadores
¢ fazer algumas simplifica¢des, como por exemplo, considerar o fluido incompressivel,
para tornar vidvel a obten¢do de uma solugdo para determinado problema.

ApOs realizar as simplificacdes necessdrias, o proximo passo € determinar qual
o melhor método numérico a ser utilizado. O método numérico consiste em substituir
as derivadas existentes nas equacgdes diferenciais por expressoes algébricas, facilitando
a resolucdo das equacgdes de Navier-Stokes numericamente. Porém € necessario ante-
riormente discretizar o dominio em pontos, assim, podem-se manipular essas equagdes
computacionalmente, relacionando valores nos pontos discretos do dominio.

Diversos métodos numéricos sdo utilizados para a resolu¢do dessas EDP’s, entre
eles volumes finitos, elementos finitos, diferengas finitas, entre outros (FIGUEIREDO,
2010, p.51). Todos esses métodos tem suas vantagens e desvantagens, e os resultados que
esses apresentam dependem em muito do tipo do caso escolhido para aplica-los.

O método dos volumes finitos (MVF) consiste em dividir o dominio em volumes
de controle e as equagdes de conservacgdo sao aplicadas a cada um deles, onde as integrais
de volume e superficie sdo aproximadas por férmulas de quadratura. Em seu trabalho
Silva Junior (2012) utiliza o0 método dos volumes finitos para obter solucdes numéricas
aproximadas para equagdes de conservagdo lineares e ndo lineares e as equagdes de con-
vecgdo e difusdo em uma dimenséo espacial.

Outro método comum e bastante utilizado é o método dos elementos finitos
(MEF). A ideia central do MEF ¢ discretizar o dominio, representando-o, ainda que de
forma aproximada, por uma reunido de um ntmero finito de elementos (GIACCHINI,
2012, p.2). A partir desse processo € possivel obter uma solucdo aproximada através de
uma fun¢do definida no subdominio que resulta pela acdo de discretizar o dominio.

O método de diferencas finitas (MDF) € utilizado neste trabalho. Esse € um dos
métodos mais antigos para a solu¢do de uma EDP no qual as aproximacdes das deriva-
das sdo obtidas através das expansdes em série de Taylor ou aproximacao polinomial.
Naozuka (2016) emprega o método de diferencas finitas para discretizar as equagdes de
Navier-Stokes e de transporte com a finalidade de resolver numericamente um problema
referente a dispersao de poluentes na atmosfera.

Neste trabalho é simulado o escoamento de um fluido incompressivel, laminar e
bidimensional em uma cavidade quadrada e em um ressalto hidraulico. A simulacado des-

ses problemas se tornam um grande desafio, porque demandam conhecimentos de diver-
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sas dreas como programacao, modelagem matematica, métodos numéricos, propriedades

fisicas, andlise do escoamento, sendo necessdrio um estudo aprofundado desses temas.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

O principal objetivo deste trabalho € resolver numericamente as equacdes de

Navier-Stokes para o caso de um escoamento incompressivel e laminar em uma cavidade

quadrada e em um ressalto hidraulico.

1.1.2 Objetivos Especificos

Revisar conceitos fundamentais da mecanica dos fluidos;

Estudar o método de diferencas finitas;

Simular um escoamento incompressivel e laminar numa cavidade quadrada;

Simular um escoamento incompressivel e laminar em um ressalto hidraulico;

e Comparar as solucdes numéricas deste trabalho com outra referéncia disponivel na

literatura.

1.2 Justificativa

A mecanica dos fluidos estd relacionada com diversos fenOmenos que ocorrem na
natureza e estd presente em muitas dreas como na engenharia, na medicina, industrias,
etc. Por esses motivos os pesquisadores estdo cada vez mais interessados em conhecer
detalhadamente essa drea, o que fez despertar nosso interesse, e para tal resolveu-se es-
tudar um dos cldssicos problemas do escoamento de um fluido incompressivel em uma

cavidade quadrada e também em um ressalto hidraulico.
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1.3 Organizacao do Trabalho

Este trabalho encontra-se organizado da seguinte forma: O capitulo 2 apresenta
o referencial tedrico, com definicdes sobre fluidos e suas principais propriedades como
densidade, viscosidade, tipos de escoamentos, assim como algumas varidveis de interesse
Também consta no mesmo capitulo as equacdes governantes, como a equacao da conti-
nuidade e de Navier-Stokes juntamente com sua adimensionalizagdo.

Os métodos numéricos necessdrios para resolver as equacdes de Navier-Stokes,
como o método de diferencas finitas e 0 método de Euler sdo apresentados no capitulo 3,
onde sao realizadas as discretizagdes das equagdes governantes em relacao ao espaco € o
tempo. Neste capitulo estio incluidos o método da projecao-passo fracionado e o método
da penalidade, ambos usados para tratar o acoplamento da velocidade e pressao presentes
nas equagOes de Navier-Stokes.

O capitulo 4 trata do estudo de casos no qual descrevem-se as formulagdes e a
geometria dos casos utilizados para simular as ENS para um escoamento incompressivel,
como o da cavidade quadrada e do ressalto hidrdulico, assim como as condi¢des de con-
torno. Os resultados numéricos para a cavidade quadrada e também do ressalto hidraulico
para a velocidade sdo apresentados nesse mesmo capitulo, no qual sdo discutidos, anali-
sados e comparados com os resultados da referéncia utilizada.

No capitulo 5 apresentam-se as consideragdes finais deste trabalho.
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2 REFERENCIAL TEORICO

A ciéncia que estuda o comportamento dos fluidos em repouso ou em movimento
é a mecanica dos fluidos. E uma das ciéncias mais importantes e que mais contribui para
o beneficio da humanidade, pois, seus conceitos e propriedades sdo fundamentais para
diversas dreas.

Algumas civilizagdes antigas ja estudavam e exploravam essa ciéncia para melhor
utilizar seus recursos hidricos e assim evitar o desperdicio de d4gua, garantindo sua sobre-
vivéncia. Desde entdo as civilizagdes seguintes comecaram a se interessar por essa area,
pois com o desenvolvimento e crescimento da populacdo eles necessitariam criar mais
canais e sistemas hidricos.

Com o passar dos tempos foram surgindo vérios estudiosos que contribuiram
muito com suas teorias para a mecanica dos fluidos, um desses foi Arquimedes (285-212
a.c) matematico grego que formulou os principios da hidrostética e flutuagdo. Gragas a
esses conhecimentos adquiridos sobre fluidos houve um grande avango tecnolégico pro-
piciando o desenvolvimento de vdrias dreas, como a engenharia civil, mecanica, naval,
etc.

Hoje podemos usufruir de todos esses conhecimentos e utilizd-los para nos pro-
porcionar melhores condicdes de vida. Inimeras dreas aplicam esses conhecimentos para
criar, desenvolver e aperfeicoar seus projetos. Na biomecanica sao utilizados para fabricar
aparelhos como méquinas de respirar, 6rgaos artificiais como coracdes, figados e também
estudar a circulacdo dos fluidos como sangue e o oxigénio nos seres vivos. Nas industrias
automobilisticas sdo usados para melhorar o desempenho dos carros como a aerodina-
mica. Cengel e Cimbala (2007) afirmam que pode se observar numerosas aplicagdes da
mecanica de fluidos nos componentes associados ao transporte de combustivel, do tan-
que de cilindros, da direcdo hidrdulica, do sistema de lubrificagdo até o sistema de freio
hidréulico.

Na engenharia civil s@o utilizados nos projetos de edificios, pontes, viadutos, para
garantir estruturas mais resistentes a forca dos ventos e outros agentes naturais. No es-
porte sdo usados nos projetos de bicicletas, capacetes, bolas, uniformes, tudo para ajudar
os atletas a obterem um rendimento maior e conseguirem resultados melhores nas com-
peticoes.

Enfim, esses sdo apenas alguns exemplos de como estdo sendo aplicados os co-

nhecimentos da mecanica dos fluidos nos dias atuais. Pode-se perceber que vivemos em
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um mundo imerso aos fluidos, eles estdo presentes em todas as partes, em forma liquida
e gasosa e sao essenciais para a vida humana. Por isso, € necessario ter uma ampla com-
preensdo dos conceitos da mecanica dos fluidos, ela € a base fundamental para encontrar

meios de solucionar problemas que possam surgir sobre fluidos em diversas édreas.

2.1 Definicoes e Variaveis de Interesse

A partir desta secao algumas defini¢cdes e varidveis de interesse necessdrias para
o desenvolvimento deste trabalho serdo apresentadas. A compreensdo das defini¢des a

seguir € fundamental, pois, sdo a base da mecanica de fluidos.

2.1.1 Fluidos

Fluidos sdo todas as substincias que se encontram no estado liquido ou gasoso,
sendo que os liquidos ndo tém uma forma propria e assumem o formato do recipiente,
apresentando uma superficie livre, isso acontece porque suas moléculas apresentam forcas
de coesdao muito intensas fazendo com que o volume permaneca constante. J4 os gases
nao formam superficie livre e ocupam todo o recipiente, pois, suas moléculas sdo bastante
espacadas e suas forcas de coesdo sdo muito pequenas fazendo com que essas fiquem
espacadas apresentando um movimento aleatorio.

Uma das principais caracteristicas do fluido é que quando submetidos a tensdes
tangenciais ou de cisalhamento, esses se deformam continuamente. Para Bistafa (2010)
¢ importante destacar que para um meio material ser considerado um fluido, esse nao
pode resistir a pequenas tensdes tangencias. Existem meios materiais, como o mel, que
quando exposto a temperaturas elevadas se comportam como fluido e quando submeti-
dos a temperaturas baixas resistem a tensoes de cisalhamento se comportando como um
sélido.

Tensdo € a razdo entre a forca pela drea no qual atua. Existem duas tensdes impor-

tantes, a Tensdo normal e a Tensdo tangencial.

e Tensao normal (o) também conhecida como pressao é definida como componente

normal que atua sobre a superficie por unidade de area.

|3

2.1)
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e Tensao tangencial ou de cisalhamento (7) é a componente tangencial da for¢a que

atua na superficie por unidade de area.

1[
— 2.2
= (2.2)

2.1.2 Propriedades dos Fluidos

Meio Continuo

Toda matéria é constituida de 4tomos, dependendo do estado em que a matéria se
encontra os 4tomos apresentam espacos menores ou maiores entre si. Por isso, muitas
vezes € mais pratico considerarmos o fluido como uma matéria homogénea e continua,
porque assim € possivel analisar suas propriedades.

Cengel e Cimbala (2007) citam que a idealizacdo do meio continuo permite tratar
as propriedades como funcdes de pontos e considerar que essas propriedades variam no
espaco sem saltos de descontinuidade. Assim, as propriedades dos fluidos como densi-

dade, volume, pressao entre outras passam a ser continuas em relagdo a posi¢ao e o tempo.

Densidade ou Massa especifica (p)
A densidade ¢ definida pela razdo entre a massa e o volume do fluido e depende

da temperatura e da pressao.

p=y 2.3)

Nos liquidos a variacdo da densidade com a pressdo é muito pequena, por isso,
pode-se considera-la incompressivel. A densidade dos liquidos € mais suscetivel com a
temperatura.

Os gases ja apresentam um comportamento diferente dos liquidos em relagdo
a pressdo e a temperatura. No gds quando ocorre um aumento da pressao seu volume
diminui, ou seja, sua densidade aumenta. Ja quando ocorre um aumento da temperatura

sua densidade diminui porque o volume aumenta.

Volume especifico (v)
O volume especifico é definido como o volume pela unidade de massa, este € o
inverso da densidade.

2.4)

|~
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Peso especifico (y)

O peso especifico é o peso do fluido por unidade de volume.

G
= — 2.5
r=y 2.5)
Mas como G = m - g, a equagdo anterior fica assim:
Y=p-g (2.6)

Viscosidade

A viscosidade nos fluidos é causada por uma coesdo entre as moléculas no caso
dos liquidos e nos gases pelos impactos constantes que ocorrem entre elas. Cengel e Cim-
bala (2007, p.9) destacam que "ndo existe fluido com viscosidade nula e, assim todo o
escoamento dos fluidos envolve efeitos viscosos de algum grau".

A viscosidade € a capacidade de resisténcia do fluido a forga tangencial, ou seja,

¢ a propriedade que determina maior ou menor dificuldade do fluido escoar.

Viscosidade Dinamica (1)
A viscosidade dindmica também conhecida como viscosidade absoluta € deter-

minada pela razdo entre a Tens@o de cisalhamento pela Taxa de cisalhamento (dV /dy).

T= ud—v 2.7)
dy

A viscosidade dindmica possui um valor diferente para cada fluido e varia para
um mesmo fluido, principalmente em relacdo a temperatura. Nos liquidos a viscosidade
diminui com o aumento da temperatura, enquanto nos gases a viscosidade aumenta com
0 aumento da temperatura.

Fluidos em que a tensdo de cisalhamento € proporcional a taxa de cisalhamento
ou gradiente de velocidade sao denominados fluidos newtonianos. Sao exemplos de
fluidos newtonianos o ar, a dgua, a gasolina, dleos, etc. Fluidos para o qual a tensdo de
cisalhamento ndo € proporcional a taxa de cisalhamento sdo denominados fluidos nao

newtonianos. Sao exemplos desse tipo de fluido o gel, mel e tintas.
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Viscosidade Cinematica (v)
A viscosidade cinematica é definida pelo quociente entre a viscosidade dindmica
e a densidade especifica do fluido.

(2.8)

c
I
SRR

Compressibilidade dos Fluidos

Quando ocorrem variacdes de pressdo ou temperatura acontece uma mudanca no
volume do fluido. Um fluido contrai quando sofre um aumento de pressdo e se expande
quando a pressdo diminui. Uma das propriedades que determina a compressibilidade do
fluido é o médulo de compressibilidade ou médulo de elasticidade indicado pelo k, e

¢ definida pela expressao seguinte:

JoP JoP
K=-—v— =

5 p% (2.9)

Cengel e Cimbala (2007) citam que para um valor grande de x € necessario ocorrer
uma grande mudanga de pressao para causar uma pequena variagdo no volume e, portanto,
o fluido com x muito grande € essencialmente incompressivel, como o caso dos liquidos,

por isso que esses sdo considerados incompressiveis.

2.1.3 Tipos de Escoamentos

Podem-se classificar os escoamentos dos fluidos de acordo com as suas caracte-

risticas em relagdo ao tempo, direcao, velocidade e densidade.

e Escoamento interno - sao denominados de escoamento interno quando os fluidos
escoam no interior de um meio material. Por exemplo, um fluido escoando num
interior de um cano, tubo ou tubulacdes. Empresas petroliferas costumam usar
sistemas de tubulagcdes para transportar gds natural, 6leo e gasolina até seus

reservatorios.

e Escoamento externo - sdo considerados os escoamentos de fluidos que escoam

sem ser limitado por um meio material. Assy (2004) cita como exemplo as a¢cdes
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dos ventos sobre prédios, pilares, postes, cabos aéreos, etc.

Escoamento incompressivel - nesse tipo de escoamento o volume ndo varia
quando ocorre uma mudanca na pressdo, permanecendo a densidade constante. Os
liquidos apresentam densidade constante, portanto sdo considerados incompressi-

veis.

Escoamento compressivel - nesse escoamento o volume varia quando ocorre uma
mudanga na pressdo, alterando a densidade. Os gases sdo geralmente classificados
como compressiveis porque qualquer variacdo na pressdo, por pequena que seja,

pode provocar uma mudanga consideravel na densidade.

Escoamento laminar - é caracterizado por apresentar um movimento ordenado,
niveis altos de viscosidade e velocidade baixa e constante. Nesse tipo de esco-
amento as camadas do fluido se deslocam paralelamente umas sobre as outras
suavemente. Um exemplo pratico e facil de entender para esse tipo de escoamento
€ descrito por Fox (2010): se uma pessoa abrir uma torneira para uma vazao muito

pequena a dgua escoard para fora suavemente apresentando um escoamento laminar.

Escoamento turbulento - esse escoamento tem caracteristicas totalmente dife-
rentes do escoamento laminar. Apresentam movimentos desordenados, cadticos,
baixos niveis de viscosidade e variacdoes de velocidades fazendo com que suas
particulas se misturem rapidamente enquanto irdo escoando no fluido. Munson,
Young e Okiishi (2004, p. 415) afirmam que "sem turbuléncia seria virtualmente
impossivel termos a vida como conhecemos". Em algumas situagdes o escoamento
turbulento € necessdrio. Por exemplo, Fox (2010) comenta que a turbuléncia é
muito importante no escoamento do sangue, através dos vasos sanguineos, porque
gragcas a0 movimento aleatdrio € possivel ocorrer o contato de todas as células de

sangue com as paredes dos vasos para haver trocas de oxigénio e outros nutrientes.

Escoamento permanente ou estacionario - nesse escoamento as propriedades
do fluido como densidade, volume, pressdo, velocidade, entre outras se mantém
inalterdveis em cada regido do fluido com o passar do tempo. As propriedades

do fluido podem variar de regido para regido, mas ndo podem ocorrer variagoes
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com o tempo em cada regido. Brunetti (2008) apresenta um exemplo pratico do
escoamento da dgua na tubulacdo de um tanque. Nesse tanque a quantidade de
dgua que entra é igual a quantidade de dgua que sai e o nivel dele é mantido
constante porque estd sendo abastecido continuamente por uma torneira. Nessas
condig¢des as propriedades do fluido como densidade, velocidade, pressdo serdo as

mesmas em cada ponto em qualquer instante de tempo.

e Escoamento nao permanente - as propriedades do fluido variam com o passar
do tempo nesse escoamento. Se no exemplo anterior a quantidade de 4dgua que
entra ndo for a mesma quantidade de dgua que sai, as propriedades do fluido serdao

diferentes em cada ponto com o passar do tempo.

e Escoamento uni, bi e tridimensional - o escoamento de um fluido pode ser con-
siderado estar ocorrendo em uma, duas ou trés dimensdes dependendo das caracte-

risticas do meio em que o fluido estd escoando.

2.2 Equacao da Conservacao da Massa

A massa nio pode ser criada e nem destruida durante um processo, sua carac-
teristica € de se manter inalterada conservando sua propriedade. Isso € garantido pelo
principio de conservacao da massa que afirma o seguinte: taxa de variacdo total de massa
dentro do volume de controle durante um intervalo de tempo € igual a massa total en-
trando no volume de controle menos a massa total saindo do volume de controle durante

um intervalo de tempo.
d . ;
E/pdV:;m—Zs:m (2.10)
Considerando um volume de controle fixo com forma arbitraria que possui uma

superficie A e um vetor unitdrio na dire¢do da normal exterior a A, a equacao da conser-

vacao da massa € expressa como:

i/ pdV+/ p(V-i)dA=0 (2.11)
dt Jve sC

onde o primeiro termo da equagdo representa a taxa de variacdo de massa no tempo no

interior do volume de controle (vc) e o segundo termo € a vazao total de massa através da
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superficie de controle (sc) no volume de controle, sendo o vetor velocidade.

Mas, como esta sendo considerado um volume de controle fixo, esse ndo se mo-
vimenta com o passar do tempo, a derivada no tempo do primeiro termo da equacdo
pode ser colocada para dentro da integral, pois, o dominio de integragdo ndo muda com o
tempo (CENGEL; CIMBALA, 2007). Ja a densidade pode depender da posi¢do dentro do
volume de controle, entdo a derivada no tempo pode ser expressa como derivada parcial.

Assim, a equacdo (2.11) fica:

/ a—pdv+ pV -idA =0 (2.12)
ve ot sC

O teorema da divergéncia nos permite transformar uma integral de 4rea sobre a
superficie que define o volume em uma integral de volume do divergente do vetor (CEN-
GEL; CIMBALA, 2007). Assim, aplicando o teorema do divergente na equacdo (2.12)

obtém-se a seguinte equagao:

Py [ 7. (pV)aVv =0 (2.13)
ve dt ve
ap = -
/ %P1 (pV)|av =0 (2.14)
ve | ot

A equacgdo entre os colchetes representa a forma diferencial da equacao da conser-

vacdo da massa conhecida também como equagdo da continuidade:

—

P 4 5-(pV) =0 (2.15)

Também € possivel representar a equagdo (2.15) utilizando a derivada material
D/Dt:
—Z 4 (V-V)p=0 (2.16)

V-V=0 (2.17)

Expressando esta em coordenadas cartesianas temos:

du dv dw

$+a—y+a—z_o (2.18)
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considerando um dominio tridimensional.

2.3 Equacao da Quantidade de Movimento

A equacdo da quantidade de movimento € uma ferramenta essencial utilizada em
diversas dreas que precisam analisar e determinar como certos tipos de forcas se compor-
tam e interagem em corpos, objetos e superficies. Brunetti (2008) destaca a importincia
dessa equacdo na drea da engenharia onde € necessdrio em muitos problemas determinar
as forcas que agem em estruturas sélidas, fixas ou em movimento, devido a fluidos que se
movem em contato com elas. Essa equacio permite realizar esse tipo de andlise.

A equacdo da quantidade de movimento € formulada a partir da segunda lei de
Newton que afirma que a soma de todas as forcas externas que agem em um sistema ou
volume € igual a taxa da variagdo temporal da quantidade do momento no sistema ou

volume.

Y F :/VC%(pV/)dv+ g (pV)V -iidA (2.19)
Essa é a equacdo da quantidade de movimento que se aplica a volumes de controle

fixo ou se movendo a velocidade constante.
A forma diferencial da equagdo da quantidade de movimento € a equac¢ao de Cau-

chy que pode ser aplicada para qualquer tipo de fluido.

—(pV)+V-(pVV) = pg+V -0 (2.20)

W - 3

p E+(V‘V)V =p§+V-G,'j (2.21)
bv . -
Pﬁng"f‘v-(iij (2.22)

Onde o 0;; € o tensor de tensdo utilizado para determinar as tensoes de superficie

em um fluido.

Oij= | Oy Oy Oy (2.23)

Oz Ozy Oz



28

Conforme Cengel e Cimbala (2007) quando um fluido estd em movimento existe
a pressdo que age para dentro e normal a superficie do fluido e também podem existir
tensdes viscosas. Entdo vamos expressar o tensor de tensdo em relacdo a pressao e as

tensOes viscosas.

Oyxx Oxy Oy —P 0 0 Toe Ty T
0ij = Oyx Oyy Oyy = 0 —P 0 + Tyx Ty Ty (224)
Oy Oy Oy O o0 -P T Ty Tz

Substituindo a equacio (2.24) na equacdo (2.22) obtém-se a seguinte equacao:

v . o o
pﬁng—VPJrVrij (2.25)

2.3.1 Equacao de Navier-Stokes

Para obter a equacdo de Navier-Stokes vamos considerar, a partir de agora, um
fluido newtoniano. Um fluido newtoniano € caracterizado por apresentar o tensor de ten-
sdo diretamente proporcional ao tensor da taxa de deformacdo. Se ainda considerarmos o
fluido incompressivel, o tensor de tensdo viscosa para um fluido newtoniano incompres-

sivel é expresso pela seguinte equacao:

2 @ @ + @ @ + a_w
Hox H dy OJx H dz dx
dv du av dv  dw
Ti=]| H (a—Fa—y) z'ua_y u 3_Z+a_y (2.26)
a_w —+ @ a_w + @ 2 a_w
HloxTaz) Moy 7oz arr
Expressando a equagdo (2.25) em coordenadas cartesianas e substituindo a equa-

¢do (2.26) nessa, tem-se:

Du_ 9P P (0 (e
Por = " ox P& ARG 'u8y dx dy uaz dx 0z '

Du 0P 2u 9ddu dadv J*u 9w J%u

pﬁz—x—kpgx—{—u {W+$$+aa_y+3_ﬂ+aa_z+3_zz] (2.28)
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Du du Jv 8w) ’u 9%y d%u

— —£+ + 2 —t oot |ttt (2.29)
Por = " ox TPETHIGE ok dy 0dz oxz  dy?  0d7Z? '

O termo entre parénteses € a equagao da continuidade para o escoamento incom-
pressivel por isso € igual a zero. Os trés ultimos termos nada mais sdo do que o Laplaciano

(V?). Assim a equagdo (2.29) fica:

Du JdP
— = \2 2.30
p Dt ax + pgx + ‘LL u ( )
Essa é a equacdo para a componente x . Para obter as equacdes para as componen-

tes y e z faz-se o mesmo procedimento anterior, resultando em:

Dv JoP

i +pgy+uV3v (2.31)
Dw oP

PO = 5. P&t wV>w (2.32)

Juntando as equacdes (2.30), (2.31) e (2.32) tem-se a equacao de Navier-Stokes

para o escoamento incompressivel na forma vetorial:

=

DV = —
poy =-VP+PE+ uvv (2.33)

A equacgdo (2.33) estd escrita na forma ndo conservativa. Em geral, as equacdes
escritas na forma conservativa apresentam melhores propriedades numéricas (FORTUNA,

2000). Dessa forma a equacgao (2.33) pode ser escrita como:
W oo e
PS5 +pV-: (vv) — VP4 pg+uvi (2.34)

Essa € uma equacdo diferencial parcial que junto com a equagdo da continuidade
servem para calcular o campo de pressao e velocidade de um fluido newtoniano incom-
pressivel. E uma das mais importantes equacdes da mecanica dos fluidos que descrevem
o movimento dos fluidos em relacdo ao momento (quantidade do movimento) e a acele-

racao.
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2.4 Adimensionalizacao das Equacoes

A adimensionalizacdo é um recurso muito usado na mecanica dos fluidos para
transformar os termos das equagdes que apresentam diferentes grandezas em termos adi-
mensionais. Essa transformacg@o consiste em utilizar varidveis adimensionais que sao
substituidas nas equacgdes e depois de efetuadas algumas operagdes matematicas resultam
as equacdes adimensionalizadas.

A grande vantagem em utilizar os niimeros adimensionais é a economia de tempo
€ recursos que este proporciona.

Observe que a equagdo (2.34) envolve grandezas como velocidade, densidade,
pressdo, viscosidade e gravidade. Para simplifica-la vamos utilizar as seguintes varidveis

adimensionais:

P t - - gL
P I S
L Vs

onde Vj e L sdo valores de referéncia de velocidade e comprimento.

Multiplicando a equacdo (2.34) por 1/p, obtém-se:

—

oV - /.. VP -
a—‘; +V. (vv) =g— r +oV2V (2.35)

Substituindo as varidveis adimensionais na equacao (2.35) tem-se:

V2 (Vv V2o, /.- Vi VPVE L Vo eos
Yo [(2V )y Lo, (V*V*) _gr 0 0 4 320 (g2 2.36
L(8I*>+L £ - vV (2.36)

Multiplicando a equagdo (2.36) por L/ VO2 e eliminando os asteriscos, tem-se a

equagdo (2.34) na forma adimensionalizada.
EAN (VV) —§-VP+ V2 2.37
5 T g tRe (2.37)

Neste trabalho adotaram-se alguns procedimentos como considerar um fluido
incompressivel, adimensionalizar as ENS e desconsiderar a gravidade. Entao,

desconsiderando-se o vetor da gravidade na equacdo (2.37) obtém-se a equagdo (2.38):
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AN v/ (vv) — _VP+ V2V 238
ot + + Re ( )

No altimo termo da equacdo anterior surge o numero de Reynolds (Re). O nimero
de Reynolds foi descoberto pelo fisico Osborne Reynolds em 1880, que observou em seus
experimentos que o escoamento de um fluido dependia da relacdo entre as forcas inerciais

e as forcas viscosas.
pV()L

U

Esse numero adimensional € o principal parametro utilizado para caracterizar se o

Re (2.39)

fluxo estd sob regime laminar, transiente ou turbulento (SOUZA, 2013, p.8). Dependendo
do meio o qual o escoamento acontece o nimero de Reynolds muda. Por exemplo, para
escoamentos no interior de tubos tém-se os seguintes valores (BRUNETTI, 2008):

Re < 2000, o regime é considerado laminar.

2000 < Re < 2400, o regime € considerado transitorio.

Re > 2400, o regime € considerado como turbulento.

No regime laminar as forcas viscosas sao mais fortes que as forcas inerciais fa-
zendo com que o fluido apresente um escoamento em camadas laminares. Ja no regime
turbulento, as forcas inerciais se tornam predominantes influenciando no escoamento de
um fluido for¢ando-o a apresentar movimentos cadticos (PASKIN, 2016). O regime tran-
siente ou transitorio € um regime intermedidrio que caracteriza a transi¢do do regime

laminar para o turbulento.
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3 MODELAGEM COMPUTACIONAL

Este capitulo apresenta o Método de Diferencas Finitas, deduzido através de ex-
pansdes em Série de Taylor, para posterior discretizagdo das equacdes governantes no
espaco e o Método de Euler para a progressao no tempo. Esses métodos sao necessarios
para obter a solu¢do numérica das equagdes diferenciais parciais contidas neste trabalho.
As aproximagdes por diferengas finitas serdo aplicadas para um dominio discretizado de

malha uniforme e estruturada.

3.1 Método de Diferencas Finitas

O Método de Diferencgas Finitas € um dos muitos métodos utilizado na Dinamica
dos Fluidos Computacional (DFC) para resolucdo de problemas que envolvem equacdes
diferenciais ordindrias ou parciais. Esse método numérico baseia-se na aproximacgdo de
derivadas por diferencas finitas.

Para obter a solucao numérica de um problema em uma regiao continua, utilizando
técnicas numéricas, € necessario escolher alguns pontos discretos contidos nessa regiao
e calcular a solucdo do problema. Esse processo recebe o nome de discretizagdo e o
conjunto de pontos discretos € denominado de malha (FORTUNA, 2000).

Depois de realizar a discretizacao na regido do problema, € necessdrio também
discretizar as equagOes diferenciais para tornar vidvel tratamento numérico dessas equa-
coes. Fortuna (2000) deixa claro que antes de resolver as equacgdes diferenciais de forma
numérica, precisam-se encontrar, para os termos que aparecem nas equagoes, as respecti-
vas expressoes escritas em fungdes dos pontos da malha, ou seja, substituir as derivadas
contidas na equacao diferencial por aproximacgdes de diferencgas finitas. Ao final obtemos
uma equacdo algébrica chamada de equagdo de diferencas finitas (EDF).

A EDF € escrita para cada ponto da regido discretizada onde € preciso calcular a
solugdo do problema. E importante destacar que a solugio do problema ndo é exata, e sim
aproximada, devido a erros causados pelo processo de discretizagdo das equagdes, de ar-
redondamento nos calculos computacionais e nas aproximacdes numéricas das condigdes
auxiliares.

Existem diversas formas de ser obter as aproximacgdes de diferencas finitas. As
mais conhecidas e utilizadas sdo as expansdes em série de Taylor e interpolacdo numérica.

Neste trabalho damos preferéncia ao uso das expansdes em série de Taylor.
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3.2 Expansoes em Série de Taylor

O teorema de Taylor expressa o seguinte enunciado (LEITHOLD, 1994):
Seja f uma funcdo tal que f e suas n primeiras derivadas sdo continuas no

intervalo fechado |a,b], pode-se escrever, para todo ponto x € [a,b] que:

df

(Ax)> df
dx dx?

(Ax)* df
2! dx dx3

10 = fx0) + (A L

+-+Ry (3.1

X0 X0 X0

em que Ax = x — xq e o termo Ry é o resto, definido como:

(Ax)Y @V f
Ry = 7
N! dxN

6 € [a,b]
:

onde N ¢ considerado sempre maior que a maior ordem das derivadas.
Considere a Figura 3.1 que mostra uma malha unidimensional com alguns pontos

uniformemente espacados entre si por uma distancia Ax.

Figura 3.1: Malha unidimensional.

Az

@ o ®
i3 Ti1 €T Tit1 HTRE)

W

Fonte: Adaptado de (FORTUNA, 2000).

Usando a expansao em série de Taylor é possivel determinar a derivada primeira

de f em x =x; . Expandindo f(x; 4+ Ax) em série de Taylor em torno do ponto x;, tem-se:

% Ax)? 92 Ax)® 93
f(xi+Ax):f(xi)+(Ax)a—§ i+(2!) axJ; ,-+(3!) 8;; i+"'+RN (3.2)
Isolando a primeira derivada, obtém-se:
U _ flatA)—f(x) | (&) f| (A)° °f| 33)
x|, Ax 20 9x*|, 3! 9x3; '

A expressao (3.3) indica que a primeira derivada € igual ao quociente:

f (xi+Ax) — f(x;)
Ax
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mais os termos restantes da série de Taylor até o resto Ry:

(Ax)* 3 f
31 9x3

(Ax) 0*f
21 9x?

ELT = [—

— .. ] (3.4)
i i
O erro local de truncamento (ELT) aparece porque € utilizado um nimero finito
de termos da série de Taylor. Como ndo podemos tratar os infinitos termos dessa série na
aproximacdo numérica para a derivada de f, a série foi truncada a partir da derivada de
segunda ordem. O conjunto dos termos do (ELT) geralmente é representado por O(Ax)
("ordem Ax").
Para melhor organizar a notagio escrevemos f; para f(x;) e fi+1 para f(x; + Ax).

Entdo, com isso a expressdo (3.3) fica:

of | _ fisr1— i

x|, Ax

+0(AY) (3.5)

a expressdo (3.5) é denominada aproximacdo de diferenca progressiva, pois, utiliza um
ponto a frente de x;, que € o ponto x;, .

Analogamente, a expansio em série de Taylor de f(x; — Ax) em torno do ponto x;

(€D

af

fxi—Ax) = f(x;) — (Ax) I '+0(Ax)2 (3.6)
Isolando a derivada primeira, obtém-se:
9N _fimfict | o(an (3.7)
ox|; Ax

a expressdo (3.7) é denominada aproximagdo de diferenca atrasada porque utiliza o
ponto x;_1, ponto esse que € situado atrds do ponto x;.

A derivada primeira de f com O(Ax)? pode ser obtida utilizando as seguintes

expressoes:
0 Ax)? 9?
Pl A%) = £ )+ (a) 2| + 9T 4 oy (3.8)
0 Ax)? 92
Floi— &%) = 1) — () 22| + 0T 4 oy (3.9)
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Subtraindo-se as expressoes (3.8) e (3.9) obtém-se:

0
fxi 4+ Ax) — f(xi — Ax) = 2(Ax) aﬁ + O(Ax)? (3.10)
Isolando a primeira derivada, tem-se:
a_f fH—l fi-1 (Ax>2 (3.11)
ox|. 2Ax

1

por utilizar um ponto a frente € um ponto atrds de x; a expressdo (3.11) € denominada
aproximacio de diferenca central.

As derivadas de ordem superior a um podem ser obtidas do mesmo modo como
foram construidas as derivadas primeiras. Por exemplo, para determinar uma derivada de

segunda ordem de diferencga central, basta somar as expressoes (3.8) e (3.9):

92
o )+ =) =24 )+ (0 SF| 000t a2
A expressao (3.12) pode ser reescrita como:
2 L _9Ff L f
) f o fl+1 2fl +fl71 —|—O(Ax)2 (3_13)

0| (Ax)?
Utilizando outras formas de combinacdes em série de Taylor podem-se deduzir
outras féormulas de diferencas. De forma resumida pode-se mostrar na Tabela 3.1 a 3.3

algumas aproximacdes de ordem O(Ax)? (SANTOS, 1999).

Tabela 3.1: Representacdes de diferencas centradas de O(Ax)?

fica | ficr | fi | fir1 | fix2
2(&)% -1/ 0| 1
(M)Z% 1| =2 1
2(Ax)3% -1 2 0| =211
(Ax)4g 1 | -4 6 | 4] 1

Fonte: (SANTOS, 1999)
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Tabela 3.2: Representacdes de diferencas regressivas de O(Ax)?

fies | fica | fimz | fima | fic1 | fi
Jdf
(Ax)zﬁ 1| 4 | =52
ox?
3 f
39S _ _
2(Ax)° =5 3 14| 24 | —18] 5
o*f
A _ _
(Ax) pp 2 11 24 | 26 14| 3

Fonte: (SANTOS, 1999)

Tabela 3.3: Representagdes de diferencas progressivas de O(Ax)?

fi | Jixr | fivz | fir3 | fira | Jixs
2(&)% 3] 4 | -1
(M)Z% 2 | =5 | 4 | -1
2(Ax)3g37]; —5] 18 | =24 | 14 | -3
(Ax)4% 3| —14] 26 | =24 11 | -2

Fonte: (SANTOS, 1999)

Da mesma forma pode-se deduzir EDF para fun¢des que envolvem mais de uma
varidvel. A Figura 3.2 mostra uma malha bidimensional estruturada, qualquer ponto
(xi,yi) € representado na malha por (i, j), e os pontos vizinhos sdo representados por
(i£l1,j+1).

Utilizando as expansdes em série de Taylor podemos obter para f = f(x,y) uma

aproximacio de O(Ax)? para ‘3—£ ‘ ~, expressa do seguinte modo:
iJ

af

of| _ firi—fimr
dx

2
e+ o(ay) (3.14)

i,

2
Derivadas mistas do tipo ot podem ser determinadas expandindo
0xdy

f (xi+Ax,y; + Ax) em torno do ponto (xi,y;):
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Figura 3.2: Malha bidimensional.

y

1=n39 0> @
fo o o o 0
o & ":,,3 Y o)

Ay
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Fonte: Adaptado de (FORTUNA, 2000).

i &) = f) + (0 2|+ (o) | 4 (492 0
f(xz+Ax7yl+Ax) _f(xlvyl)+ (AX) ox 1,]+(Ay) 8)} ij 2! ox? ij
(A)(ay) f | (Ay)? 9°f
2 20 dxdy|;; 2! 9y? i,j+RN

onde o ultimo termo Ry é o resto.
Mas, uma forma direta € construir as aproximacoes de diferencas finitas separada-

mente para cada dimensao, para isso considere:

9’°f 9 (df
3%y~ 9y (E) (3.15)

resolvendo primeiro o termo entre parénteses por diferengas centrais de segunda ordem

9 (U _ 9 (frifini 2
2 ()2 (umtius) L oag a0

obtemos:

Utilizando o operador a% aos pontos (i+ 1, j), tem-se a seguinte equagao:

9 (firrj—fim1, 1 [df
8y( 2Ax +0(A) ~ 2Ax \ dy

_9f
dy

) +0(Ax)? 317

i+1,j i—1,j

Aproximando as derivadas que aparecem entre parénteses por diferencas centrais de se-
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gunda ordem:

’f 1 <fi+1.,j+1—fi+1,j—1_fi—l,j+1—fi—1,j—1

2 2
oxdy  2Ax 2Ay oAy ) +0[(A)%,(Ay)°]  (3.18)

Simplificando a expressao (3.18), tem-se a EDF para uma derivada mista:

0’ f
dxdy

_ it = Sty = fiot = fien
4(Ax)(Ay)

+0[(Ax)?, (Ay)?] (3.19)

L,j
As dedugdes aqui apresentadas sdo para funcdes escalares, mas de forma seme-
lhante podem ser aplicadas para funcdes vetoriais.
Para o ambito deste trabalho as aproximacdes aqui apresentadas sdo suficientes,
para maiores detalhes sobre o método ou busca por aproximacdes de maior ordem, dis-

cretizag¢do para malhas ndo uniformes ou maiores conhecimentos podem ser encontrados

no livro de (FORTUNA, 2000) e o trabalho de (SANTOS, 1999).

3.3 Método de Euler

Os fendmenos fisicos podem ser classificados como estaciondrios ou transientes
(FORTUNA, 2000). No caso dos estacionarios a solu¢do de um problema nio depende
do tempo, ja os fendmenos transientes a solucio € dependente do tempo.

O método de Euler ¢ um método explicito utilizado para calcular solugdes de pro-
blemas em intervalos sucessivos de tempo a partir dos valores iniciais das grandezas em
1o.

Considere uma equagdo geral da forma:

du

= =F (3.20)

com condi¢do inicial:
u(¥,10) = Uinit

Observando a equagao (3.20) e sua condicdo inicial, nota-se que essa apresenta
varidveis independentes X e ¢ , no caso de um problema bidimensional no espago temos
X = (x,y). Para obter uma solu¢do numérica precisa-se discretizar a equagio (3.20) em

relac@o as coordenadas espaciais e temporal.
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Discretizando primeiro a equagdo (3.20) nas coordenadas espaciais, tem-se:

du|

= =F|. 21
3, =l 321

Pode-se notar que o lado esquerdo da equacgao representa as derivadas em relagao
ao tempo, precisa-se entdo discretizar a equacdo (3.21) na coordenada temporal. A dis-
cretizagao no tempo possibilita obter relagdes entre valores da u em instantes sucessivos
de tempo.

Discretizando a equacdo (3.21) no nivel de tempo n, temos:

n
du "

Iy = Flij
ot i

(3.22)

De forma geral, o valor de u na posi¢do (i, j) e no instante de tempo 7y + nAr é

representado por u|? j ou somente uy j- Para relacionar os valores de uj”;l com os de u} j
) ) Yo I

vamos aproximar a derivada temporal por diferencas progressivas de primeira ordem:

0 n u’fH._l — u:’ .
a_btt _ M v o +Oo(A) (3.23)
i,j

Substituindo a equacao (3.23) na equagdo (3.22), obtém-se:

Mn—f—l .

ij " Yij o m
A F[; ;+0[(Ar), (A%)"] (3.24)

A expressao (3.24) pode ser escrita da forma:

W7 =+ (M) FI7 (3.25)

O lado direito da equagdo anterior s6 depende de valores de # conhecidos no nivel

n. Portanto, a equagio (3.25), representa 0 método de Euler explicito.

Substituindo o valor n = 0 na equacdo (3.25) tem-se:
uly=ud;+ (M) FI, (3.26)

que é uma férmula explicita para u ll j»Jaque os valores podem ser determinados em fungdo

dos valores conhecidos de u? j - Lembre-se que u? j sdo valores da condigdo inicial, para
r=1y.

Escrevendo a expresséo (3.26) para cada ponto do dominio espacial (i, j) em que
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se desejam os valores de u no nivel de tempo n = 0, obtém-se um conjunto de equacdes

independentes que permitem facilmente calcular os valores de u} ;- Apos o cdlculo de u} j
entraremos no nivel de tempon =1,2,3,... e repetir o mesmo procedimento para calcular

2 3 4 n
i Wi o Wijo - Ui g

O método de Euler é um método explicito, de facil implementacdo, pois depende

os valores para u sucessivamente para todos os pontos do dominio.

somente de valores j calculados, porém os métodos implicitos possuem regides de estabi-
lidade, em geral, muito maiores que a dos métodos explicitos permitindo maiores passos
de integracdo. O método de Euler melhorado e Runge-Kutta sdo exemplos de métodos

implicitos muito usados em problemas da DFC.

3.4 Método da Projecao-passo fracionado

Uma das dificuldades para resolver numericamente as equacoes de Navier-Stokes
e continuidade € a condi¢do de incompressibilidade, cujo o campo de velocidades deve
ter divergéncia nula. Logo, a pressdo passa a ser uma varidvel ndo relacionada a qual-
quer equagao constitutiva, como consequéncia existe um acoplamento desconhecido entre
pressao e velocidade que impede que as duas varidveis possam ser aproximadas indepen-
dentemente. Para desacoplar pressdo e velocidade surgem diversos métodos, entre eles,
os métodos de projecdo.

O método do passo fracionado é um método utilizado para resolver as equagdes
de Navier-Stokes e da continuidade para um escoamento incompressivel. Ele consiste
em obter o avanco no tempo através da decomposi¢cdo de cada passo do tempo em uma
sequéncia de dois ou mais passos desacoplando pressdo e velocidade (ANTUNES, 2008).

Um dos primeiros a desenvolver esse método para as equacdes de Navier-Stokes
foi Chorin (1968) com o propdsito de superar as dificuldades numéricas que as equagdes
de Navier-Stokes apresentavam devido ao acoplamento da velocidade e pressdo. A partir
de entdo o método se tornou comum devido sua eficiéncia computacional, por causa da
possibilidade de subdividir um problema complexo em outros problemas mais simples e
de mais facil implementa¢do computacional (CAMPOS, 2005, p.45).

O método de passo fracionado consiste em separar as equagdes de Navier-Stokes
discretizadas em relacdo ao tempo em uma equagdo convectiva-difusiva conhecida como

equacdo de Burger e em uma equacdo de Poisson.
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Considere a equacdo de Navier-Stokes adimensionalizada e discretizada no tempo:

‘711+1 _ ‘711 . o oLl 1 .
— = —vptl_v(yv)" 4 ﬁ(VZV") (3.27)

Uma varidvel intermedidria (\7*) ¢ criada ao dividir a equacdo (3.27) em duas:

‘7* - ‘711 = == 1 =
= VVV)"+ —V2y" 3.28
Ar (VV)'+ Re (3.28)
VnJrl _ ‘7* .
— = —yprt! (3.29)

Aplicando o operador divergente (6) na equacdo (3.29) e considerando o
V.Vt = 0 obtém-se a equagao de Poisson (3.30).
12 -

(V-V)PH! = LV (3.30)

A equacdo de Burguer (3.28) desconsidera o termo da pressdo nas equacdes do
momento, e por meio dela € possivel obter, num primeiro passo, um campo de velocidade
intermedidrio ou aproximado (RENGEL; MARTINS; SPHAIER, 1999). O campo de
velocidade intermedidrio € utilizado para obter o campo de pressao através da equagao de
Poisson, e esta possibilita encontrar o campo de velocidade final.

A ordem da resolucao deste método, basicamente se resume nas seguintes etapas:

e Calcular a velocidade intermedidria V*;
e Resolver a equacdo de Poisson para calcular o campo de pressao;

e Corrigir as velocidades e a pressao.

Ou seja, resolver as equacOes apresentadas anteriormente na seguinte sequéncia:

(3.28), (3.30) e (3.29) para cada passo de tempo.

3.5 Método da Penalidade

O uso do método da penalidade ajuda a resolver as equagdes de Navier-Stokes
para um escoamento incompressivel. Esse método possibilita desacoplar a pressao e a
velocidade contidas nessas equagdes. Buk Junior (2007) explica em seu trabalho que o
mecanismo que permite esse desacoplamento € a relaxacdo da condi¢do de incompressi-

bilidade no sentido que um problema incompressivel é aproximado através de uma for-
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mulagdo levemente compressivel.
A formulacdo penalizada € obtida estabelecendo uma relag@o entre a pressao e os

campos de velocidades, tal que:
P=-1(V-V) (331)

onde A é o pardmetro de penalizagdo e pode ser expresso como A = cu. Geralmente ¢
representa uma constante que esta relacionado com o tamanho de palavra do computador
utilizado podendo variar de acordo com o caso estudado (simulado), por isso ndo podemos
definir um valor preciso para este.

A medida que A tende ao infinito o divergente do campo de velocidades deve
tender a zero para que a pressdo permanega finita. O parAmetro A deve ser suficientemente
grande para que a compressibilidade introduzida seja minima, mas nio grande demais
para que cause complicacdes numéricas (PASKIN, 2016, p.8).

Substituindo a equacao (3.31) na equagdo (2.38) obtém-se:

88_‘: ==V (W) + =V (V) + Rievsz (3.32)
Ao final desse procedimento a pressdo € eliminada restando apenas a velocidade

na equacdo, ou seja, resolve-se a equacao somente em relacao aos campos de velocidades.
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4 ESTUDO DE CASOS

Neste capitulo apresentam-se os casos onde o escoamento de um fluido incom-
pressivel newtoniano € simulado utilizando um algoritmo escrito e desenvolvido em lin-
guagem C através do ambiente de desenvolvimento integrado e livre Dev C++. Sdo imple-
mentados os casos de um escoamento em uma cavidade quadrada com tampa mével e um
escoamento passando por um ressalto hidraulico. Esses problemas sdo amplamente utili-
zados nas simula¢des numéricas das equacdes de Navier-Stokes e servem como objetos
iniciais para estudos na drea da dinamica de fluidos (RENGEL; MARTINS; SPHAIER,
1999).

4.1 Cavidade Quadrada

Por apresentar uma geometria simples o problema da cavidade quadrada € utili-
zado em indmeros trabalhos para implementar, testar, analisar métodos, avaliar o com-
portamento da pressdo e velocidade em escoamentos e analisar condi¢des de contorno.
Mas, apesar da cavidade quadrada apresentar caracteristicas geométricas simples, o es-
coamento de um fluido em seu interior apresenta movimentos considerados complexos,
como recirculagdes.

O problema desse caso é determinado considerando inicialmente um fluido em
repouso, no qual sai dessa condi¢do pelo movimento da parte superior mével (tampa)
da cavidade com velocidade constante e maxima u = 1. Devido a tensdes viscosas, o
movimento da tampa "puxa" o fluido que estd adjacente a ela, originando o escoamento
(FORTUNA, 2000, p. 306). Nas paredes laterais e a inferior as velocidades u e v sdo
iguais a zero. A geometria bidimensional do problema e as condi¢des de contorno sio
mostradas na Figura 4.1. Para reduzir o trabalho computacional na simulagdo numérica,
esse problema é amplamente estudado em um plano bidimensional. O trabalho de Ghia,
Ghia e Shin (1982) utilizado para comparacdo dos resultados obtidos também traz esse
escoamento em um plano bidimensional.

Existem diversos tipos de condi¢des de contorno e a escolha adequada € um fator
determinante para obter a solu¢do mais proxima possivel da solu¢do exata do problema.
As condi¢des de contorno utilizadas nesse caso sdo as de Dirichlet, onde a solucdo da
variavel € descrita na fronteira (ZILL; CULLEN, 2008).

No presente trabalho, para simular o escoamento em uma cavidade quadrada
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Figura 4.1: Geometria e condi¢des de contorno da cavidade quadrada.
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utilizou-se o método de diferencas finitas agregado com o método da penalidade e 0 mé-
todo da projecao-passo fracionado, considerando o nimero de Reynolds igual a 100, 400
e 1.000 e uma malha uniforme e quadrangular 81 x 81. Para o método da projecao-passo
fracionado e o método da penalidade usaram-se aproximagdes progressivas para os termos
transientes e aproximacgdes centrais para os termos convectivos e difusivos.

Os resultados numéricos das velocidades foram comparados com os resultados
apresentados no trabalho de Ghia, Ghia e Shin (1982), no qual os nimeros de Reynolds
variam de 100 até 10.000, simulado também para um escoamento em uma cavidade qua-
drada, mas usando uma malha uniforme 129 x 129. A seguir sdo apresentados os resulta-

dos numeéricos obtidos no desenvolvimento do trabalho.

4.2 Resultados numéricos da cavidade quadrada

Na Figura 4.2 sdo apresentados os perfis de velocidade para u em x = 0,5L (a)
e vemy=0,5L (b) para Reynolds 100. As solu¢des numéricas foram obtidas através
do método da penalidade e o da projecdo, os mesmos sdo comparados com resultados
numéricos obtidos por Ghia, Ghia e Shin (1982), cuja a referéncia ¢ amplamente utilizada

como fim de comparac@o. Observando os graficos nota-se que o método da projecdo esta
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mais préximo dos resultados de Ghia do que o método da penalidade, porém € necessario
destacar que a malha utilizada 81 x 81 é menor que a de Ghia 129 x 129.

Para o nimero de Reynolds 100 os efeitos dos termos difusivos e advectivos ainda
ndo sdo tao significativos devido ao baixo valor de Reynolds. Esses termos comeg¢am
a ser expressivos a medida que o nimero de Reynolds aumenta e o comportamento do
escoamento no interior da cavidade sofre algumas modificacdes em relacio a velocidade
e pressao.

Na Figura 4.3 foram avaliados os perfis de velocidade para u em x = 0,5L (a) e v
em y = 0,5L (b) para Reynolds 400. A malha e os métodos utilizados foram os mesmos
de Reynolds 100. A solucdo numérica com o método da proje¢do se mostrou em concor-
dancia com a de Ghia, diferente da solugio do método da penalidade. A medida que o
nimero de Reynolds aumentou o método da penalidade se mostrou instavel, ndo gerando
resultados satisfatérios. Uma das causas possiveis para este método estd se mostrando
pouco preciso pode ser o refinamento da malha que estd inferior do que o necessério e
como a pressao estd escrita em termos das velocidades no método da penalidade, a me-
dida que aumenta o niimero de Reynolds os termos difusivos e advectivos se tornam cada
vez mais importantes, determinando decisivamente os campos de velocidade.

A Figura 4.4 mostra os perfis de velocidade no centro da cavidade para u e v em
x=0,5Ley=0,5L para Reynolds 1.000. Pode-se notar boa concordancia dos resultados
do método da proje¢do com o da referéncia, ao contrdrio dos resultados obtidos para
o método da penalidade que apresenta valores distantes quando comparado com o da
referéncia. Para Reynolds 1.000 os efeitos difusivos e advectivos sdo predominante € o
escoamento no interior da cavidade apresenta fortes recirculagdes como pode-se observar
na Figura 4.5 que mostra o comportamento do campo das velocidades u (a) e v (b) do
método da projecao.

Observando o campo das velocidades u e v do método da projecao na Figura 4.5
podemos notar que em relacdo a componente u a velocidade € mdxima na parte superior
u =1 e continua decrescendo a medida que flui para o interior apresentando uma velo-
cidade minima no centro do vortice na parte inferior da cavidade. Para a componente v
a velocidade minima estd localizada no vértice da parte direita e a velocidade maxima
no vortice da parte lateral e nas outras partes da cavidade a velocidade se mantém quase
constante. E necessario destacar que a Figura 4.5 mostra o mapa colorido das velocidades
u e v, ndo as linhas de corrente do escoamento.

Como para uma malha 81 x 81 o método da penalidade ndo se aproximou dos
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Figura 4.2: Perfil das velocidades u e v para Re = 100.
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Figura 4.3: Perfil das velocidades u e v para Re = 400.
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Figura 4.4: Perfil das velocidades u e v para Re = 1.000.
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Figura 4.5: Campo das velocidades u (a) e v (b) para Re = 1.000 pelo método da
projecao.
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Figura 4.6: Perfil das velocidades u para Re = 100 (a), 400 (b) e 1.000 (c) com diferentes
malhas para o método da penalidade.
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resultados da referéncia de Ghia, decidiu-se utilizar uma malha 201 x 201, mais refinada
para obter uma aproximacdo melhor para Reynolds 100, 400 e 1.000. Na Figura 4.6
os graficos mostram que no método da penalidade a solucao fica mais precisa quando se
refina a malha. Portanto, para obter resultados melhores a malha deveria ser mais refinada,
porém o nosso poder computacional € limitado.

Para todas as simulacdes foram adotados At = 107 e o critério de parada consi-

dera a variagio relativa de um passo para o outro menor que 1078,

4.3 Ressalto Hidraulico

O ressalto hidraulico € um fendmeno caracterizado pela transi¢do descontinua de
um escoamento, ou seja, uma alteragao brusca no escoamento em regime rapido para um
escoamento em regime lento (MEES, 2008). Geralmente sao usados em obras hidraulicas
como em barragens e hidrelétricas como um meio para dissipar energia evitando erosdes
que podem causar danos a essas estruturas.

Existem varios tipos de ressalto hidraulico, sendo que estes sdo classificados de
acordo com o nimero de Froude. O nimero de Froude € um niimero adimensional que
estabelece uma relacao entre as forcas inerciais e gravitacionais. Como o foco deste tra-
balho ndo € especificamente o niimero de Froude para maiores detalhes pode-se consultar
o trabalho de Mees (2008) e Souza (2011).

O escoamento no ressalto hidraulico é um problema muito utilizado como objeto
de estudo por alguns autores como Rengel, Martins e Sphaier (1999), Gartling (1990), Ar-
maly et al. (1983) entre outros, por apresentar uma geometria simples e de facil imposi¢ao
das condic¢des de contorno. A simulagdo desse escoamento permite avaliar os movimen-
tos recirculares que acontecem na parede superior e inferior e também possibilita analisar
regides de separacdo e unificacdo da camada limite do escoamento.

A Figura 4.7 mostra a representacdo geométrica do caso, com suas dimensdes
e condi¢des de contorno explicitadas. Nesta figura consta o comprimento do ressalto
hidraulico L = 15, a altura a jusante H = 1 e a altura a montante onde o fluido entra
h =0,5. As condi¢des de contorno utilizadas para este caso sdo as de Neumann e Diri-
chlet. Como descrito anteriormente as condi¢des de contorno de Dirichlet especificam o
valor da funcdo na fronteira, j4 as condi¢des de contorno de Neumann definem a derivada
normal a fun¢do do dominio, ou seja, € um fluxo (FORTUNA, 2000), (ZILL; CULLEN,
2008).
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O campo de velocidade de entrada no ressalto hidrulico apresenta um fluxo para-
lelo com uma componente horizontal parabélica definida por u = 12(—2y? 43y — 1) para
0,5 <y < 1, garantindo uma velocidade maxima de entrada igual a u,, = 1,5 . Paraa
componente v inicialmente a velocidade € zero.

O escoamento no ressalto hidraulico foi simulado para Reynolds 100 e 400, uti-
lizando método de diferengas finitas e o método da projecdo, pois este apresentou re-
sultados melhores do que o método da penalidade no caso anterior (cavidade quadrada).
Para os termos transientes usaram-se diferencas progresssivas, para os termos convectivos
em relacdo a x usou-se diferencas regressivas e para os demais termos foram utilizadas
diferencas centrais.

Por ndo encontrar nenhuma referéncia que utilizasse os mesmos critérios de and-
lise sobre os perfis de velocidades horizontal e vertical em relagdo ao centro do ressalto

hidraulico, serd apresentado os resultados obtidos sem compara-los com nenhuma refe-

réncia.
Figura 4.7: Geometria e condi¢des de contorno do ressalto hidraulico.
y T
L L L L L Lt L L L L LLLLLLL L L LSSl Ll LLLLLLLL _\_
4
—> v=0 u=0 v=0 O
— =-0
u—12(-2y% +3y—1) o
h=0,5 o

L=15
Fonte: Adaptado de (RENGEL; MARTINS; SPHAIER, 1999).

4.4 Resultados numéricos do ressalto hidraulico

Para o caso do ressalto hidrdulico foi utilizado uma malha uniforme retangular
376 x 41, contendo ao todo 15.416 nés. A variagio do tempo foi considerada Ar = 107°
para Reynolds 100 e 400.

A Figura 4.8 mostra o perfil das velocidades u e v para Reynolds 100 em x = L/2
e y = H/2. O fluido na regido de entrada do ressalto hidraulico para a componente u tem

perfil parabdlico, esse perfil, para Reynolds 100, também € mantido depois do escoamento
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desenvolvido dentro do ressalto hidraulico, como nota-se em x = L/2 pela Figura 4.8(a).
Para a componente v o perfil da velocidade apresenta variacdes acentuadas no inicio,
e a partir de x = 5 comeca a ficar constante no restante do escoamento, observado na
Figura 4.8(b).

A Figura 4.9 mostra em detalhes o campo das velocidades u e v para Reynolds
100. E possivel notar na Figura 4.9(a) que a velocidade u é méxima no centro da regido de
entrada do fluido, decrescendo a medida que se afasta desse centro em direcdo as paredes
superior e inferior. A velocidade v possui variagdes significativas de valores proximo da
entrada do fluido como pode-se perceber na Figura 4.9(b). Nesta figura também pode-se
constatar a formag¢do de um vortice localizado no canto inferior esquerdo.

Para o caso simulado utilizando Reynolds 400 os resultados obtidos sdo um pouco
diferente dos resultados do caso anterior. A Figura 4.10 apresenta o perfil das velocidades
uemx=1L/2evemy=H/2 para Reynolds 400 e a Figura 4.9 mostra a distribui¢do das
velocidades u e v em todo o ressalto hidraulico. Com o aumento do nimero de Reynolds o
comportamento de u comega a deixar de ser parabdlico e vortices mais acentuados surgem
no canto inferior esquerdo. No caso do ressalto hidraulico temos um problema em que
0 escoamento € estritamente convectivo por apresentar uma geometria em que o termo

difusivo ndo causa efeitos dominantes sobre o fluido.
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Figura 4.8: Perfil das velocidades u (a) e v (b) para Re = 100 através do método da
projecao.
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Figura 4.9: Campo das velocidades u (a) e v (b) para Re = 100 pelo método da projecao.
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Figura 4.10: Perfil das velocidades u (a) e v (b) para Re = 400 através do método da
projecao.
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Figura 4.11: Campo das velocidades u (a) e v (b) para Re = 400 pelo método da projecdo.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Simular as equacdes de Navier-Stokes utilizando o método de diferencas finitas foi
o principal objetivo deste trabalho desde o inicio. Quando se trabalha com essas equagdes,
uma das principais dificuldades enfrentadas é o acoplamento da pressdo e velocidade.
Como forma de tentar superar este obstaculo foram utilizados dois métodos, o método da
projecdo e o método da penalidade. O método da projecdo consiste em dividir a equacao
de Navier-Stokes em duas partes, ficando com uma equacao para a velocidade (equagdo de
Burger) e outra para a pressao (equacao de Poisson). O método da penalidade possibilita
colocar o termo da pressdo em fun¢do da velocidade, assim obtemos uma nova equagao
em que todos os termos sdo dados em relacao a velocidade.

Os dois métodos foram implementados, ajustados e testados da melhor forma pos-
sivel para obter um resultado satisfatorio. Ao comecar simular o escoamento na cavidade
quadrada com o método da penalidade os resultados gerados nao se apresentaram tao sa-
tisfatérios quando comparado com os resultados da referéncia (Ghia). Com a intengao de
melhorar os resultados deste método precisou-se refinar a malha, aumentando o nimero
de nds o que ocasionou em mais tempo de execu¢do do programa.

Acredita-se que para obter resultados melhores com este método precisaria refinar
a malha ainda mais, ou seja, aumentar expressivamente o nimero de nés. Ao analisar os
perfis de velocidade obtidos com esse método nota-se que ainda nao estao de acordo com
os apresentados na literatura. Ao simular o mesmo caso utilizando o método da projecao,
com uma malha menos refinada os resultados obtidos estavam em concordancia com o da
referéncia utilizada.

Como o método da projecdo se mostrou mais eficaz que o método da penalidade,
decidiu-se utilizé-lo para simular o escoamento no interior do ressalto hidraulico, o se-
gundo caso estudado neste trabalho. Os resultados numéricos para este caso confirmaram
o que foi analisado em alguns trabalhos, como a presenca de vortices no interior do res-
salto hidraulico e velocidade apresentando comportamento parabdlico quando utilizado
numero de Reynolds 100.

Nos casos simulados com o método da projecdo, os resultados obtidos foram sa-
tisfatérios, o que possibilitou avaliar detalhadamente através deste o escoamento no in-
terior da cavidade quadrada e do ressalto hidrdulico. As caracteristicas apresentadas do
escoamento no interior da cavidade quadrada sdo tipicamente difusivas, ao contrario do

escoamento do ressalto hidraulico no qual a velocidade mesmo depois de desenvolvida
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ndo apresenta muitas alteracdes e o escoamento € mais convectivo.

Cabe como tarefa futura realizar novas simulacdes com o método da penalidade
para os dois casos com malhas mais refinadas, ajustar e testar o mais preciso possivel os
valores dos pardmetros utilizados como o Af e o valor da constante ¢ para se aproximar
mais do resultado desejado. Pois, os resultados apresentados com este método ndo estao
muito longe dos valores da referéncia, nos fazendo acreditar que esse método merece ser

analisado mais detalhadamente.
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