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RESUMO

As conicas sdo curvas estudadas desde a antiguidade, por vdrios mateméticos, dentre os
quais o mais proeminente foi Apolonio de Perga. Na obra Tratado das Se¢des Cdnicas,
sua definicdo de elipse, quando traduzida a linguagem matematica atual, resulta na
equacio y> = px — (§)x2. A partir dessa equagdo especifica, nos questionamos sobre
de que maneira se relacionam algebricamente as diferentes grandezas na elipse. Para
responder a essa pergunta, tragamos como objetivos: investigar maneiras de representar
essas curvas, buscar relacdes entre parametros e grandezas, expressar algebricamente
as relacOes encontradas, analisar as propriedades e comportamentos dessas relacdes e
utilizar o software de geometria dinamica GeoGebra para representd-las graficamente.
Listamos 14 elementos da elipse, descritos a partir de trés diferentes representagdes:
equagdo canOnica, paramétrica e polar. Foi construido e disponibilizado no repositorio
on-line do GeoGebra um applet contendo a elipse na forma candnica, seus elementos e

uma das relagdes encontradas, como exemplificacdo. Ao todo, 11 relacdes da corda focal

minima foram encontradas e analisadas.

Palavras-chave: Conicas. Elipse. Relagdes. Fungdes. Latus rectum.



ABSTRACT

Conics are curves studied since ancient times by several mathematicians, the most promi-
nent of whom was Apollonius of Perga. In the work Treatise on Conic Sections, his

definition of an ellipse, when translated into current mathematical language, results in

the equation y* = px — (5) x2. From this specific equation, we asked ourselves how the
different quantities in the ellipse are algebraically related. To answer this question, we
set out the following objectives: investigate ways of representing these curves, look for
relationships between parameters and quantities, algebraically express the relationships
found, analyze the properties and behavior of these relationships and use the dynamic
geometry software GeoGebra to represent them graphically. We list 14 elements of the
ellipse, described using three different representations: canonical, parametric and polar
forms. An applet containing the ellipse in canonical form, its elements and, as an exam-
ple, one of the relationships found, was built and made available in the GeoGebra online

repository. In total, 11 relations of the latus rectum were found and analyzed.

Keywords: Conics. Ellipse. Relations. Functions. Latus rectum.
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1 INTRODUCAO

As curvas cOnicas comecaram a ser estudadas ainda na antiguidade. Uma das
versdes sobre o seu surgimento diz que, por volta de 340 a.C. Menaecmus (prontuncia:

Menécmo) encontrou essas curvas ao tentar resolver o problema da duplicagdo do cubo.

O problema da duplicagdo do cubo consistia em, a partir de um cubo de aresta
unitaria, construir um segmento de reta de comprimento x tal que x> = 2. Na
solugc@o que obteve, Menaecmus fez uso de duas curvas criadas por ele: uma
pardbola e uma hipérbole. Uma terceira curva dessa familia, a elipse, apare-
ceu como subproduto de sua invengdo. Se hoje essas curvas sdo chamadas
de seccdes coOnicas, deve-se ao grande matemadtico grego, pois ele as imagi-
nou seccionando trés superficies conicas por meio de um plano perpendicular
a geratriz da superficie conica (SILVA, 2018, p. 14-15).

Ao longo da histéria, grandes matemdticos contribuiram para o estudo e a matura-
cdo do conceito de conicas, como Tales de Mileto, Pitdgoras, Euclides de Alexandria, Ar-
quimedes, Pappus de Alexandria. No entanto, o primeiro estudo detalhado e sistemdtico
das conicas foi desenvolvido por Apolonio de Perga, que enunciou varias propriedades
dessas curvas. Suas contribui¢des influenciaram permanentemente o estudo da geometria
e da matematica (SILVA, 2018).

Seu trabalho mais importante, Tratado das Secdes Conicas (Treatise on conic sec-
tions, em inglés), traz defini¢des e demonstracOes puramente geométricas de se¢des pla-
nas em um cone de revolu¢do (EUCLIDES, 2009). Em sua obra, o enunciado que define
uma elipse, quando traduzido a linguagem matematica atual, descreve uma curva de equa-
cao

Fre ()9
a

que tangencia o eixo y no vértice esquerdo, tem eixo focal sobre o eixo x, onde a € o
comprimento do segmento focal e p é o comprimento da corda focal minima. A partir
dessa equacgdo, surgiu o questionamento desta pesquisa: de que maneira se relacionam
algebricamente as diferentes grandezas na elipse?

Tendo isso em vista, o presente trabalho tem como objetivo buscar relacionar alge-
bricamente as grandezas geométricas da elipse. Para tanto, busca-se investigar diferentes
maneiras de representar uma mesma curva; expressar as relacoes algébricas entre gran-
dezas e parametros; estabelecer as caracteristicas, propriedades e particularidades das
relagcdes encontradas; bem como representd-las com auxilio de software de geometria

dindmica.



O presente trabalho tem relevancia por investigar relacdes geométricas e algébri-
cas pouco exploradas na literatura. Nesse sentido, foi escolhido o software GeoGebra,
pois € de acesso livre, dispde de vdrias ferramentas e recursos e possibilita explorar, con-
comitantemente, aspectos geométricos e algébricos das curvas. Através do enderecgo ele-
tronico www.geogebra.org pode-se acessar uma plataforma on-line que permite a usué-
rios ao redor do mundo fazer o upload de suas construgdes (applets) ou ainda utilizd-la
como repositério pessoal. Todos esses recursos oferecidos pelo GeoGebra tem potencial
de auxiliar tanto no ensino-aprendizagem como na pesquisa académica em Matemadtica.
Ademais, a escolha também se deu por interesse pessoal e conhecimento empirico do
software, pois desde o inicio da graduacio, o GeoGebra e a manipulacao a partir da ge-
ometria dindmica sempre instigaram minha curiosidade e acredito que essa espiral de
aprendizagem (Valente, 2005) me alcou a novos patamares de crescimento profissional e

pessoal.
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2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 Conicas

Segundo Silva (2018), podemos definir as curvas conicas (elipse, hipérbole e pa-
rabola) de trés maneiras, listadas abaixo.

Pela geometria plana (Figura 1):
e Elipse: lugar geométrico dos pontos P do plano cuja soma das distancias até dois
pontos Fj e F;, respectivamente d; e d», € constante.

e Hipérbole: lugar geométrico dos pontos do plano cuja diferencga, em valor absoluto,

das distancias até dois pontos F; e F> € constante.

e Pardbola: lugar geométrico dos pontos do plano cuja distancia até um ponto F é

igual a distancia até uma reta r.

Figura 1 — Lugar geométrico das cOnicas

Fonte: do autor (2023).

Pela geometria espacial (Figura 2):

e Elipse: plano corta somente um dos ramos do cone e ndo € paralelo a geratriz (forma
uma figura finita).

e Hipérbole: plano corta os dois ramos do cone; as partes de “baixo” e de “cima”
(forma uma figura infinita).

e Paribola: plano corta somente um dos ramos do cone e € paralelo a geratriz (forma

uma figura infinita).
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Figura 2 — Secdes conicas

y

&

Circulo Parédbola Elipse Hipérbole

Fonte: Pense Vestibular (2019).

Pela geometria analitica, as cOnicas sdo dadas como solugdes da seguinte equacao

polinomial de segundo grau a duas varidveis:

Ax2+Bxy+Cy2—|—Dx—i—Ey—|—F:0. (D

A equacdo (1) serd completa quando todos os coeficientes A, B, C, D, E e F forem reais
e ndo nulos. Também podemos, a partir da anélise das relacdes entre alguns desses coefi-
cientes, determinar se a equagao resulta em uma pardbola, em uma hipérbole ou em uma

elipse:

e se B> —4AC = 0, entdo a equagio (1) descreve uma paribola;
e se B> —4AC > 0, entio a equagio (1) descreve uma hipérbole;

e se B> —4AC < 0, entdo a equagio (1) descreve uma elipse.

Siqueira e Silva (2017), Barros (2018) e Monteiro (2014) ressaltam o trabalho dos
matematicos belgas Germinal Pierre Dandelin (1794-1847) e Adolphe Quetelet (1796-
1874), e do matemético irlandés Pierce Morton (1803-1859), que demonstraram ser pos-
sivel, a partir de um cone e um plano que o secciona, inserir uma ou duas esferas de tal
forma que estas tangenciam ambos. As intersecdes do plano com o cone formam as se-

coes conicas, conforme pode ser observado na Figura 3, com destaque da elipse na Figura
4.
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Figura 3 — Se¢des conicas e as Esferas de Dandelin
Hiperbole

s

A

Parabola

.
=
.
-
-

Fonte: Barros (2018).
Figura 4 — Elipse e as Esferas de Dandelin

Fonte: do autor (2023).
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2.2 Elipse

Sejam F; e F;, pontos distintos, a € ¢ nimeros reais positivos, com a > c, tais que
2¢ =d(F),F,) seja a distincia entre Fj e F>. O lugar geométrico E dos pontos P tais que
d(P,F]) +d(P,F2) =2a

chama-se elipse.

Ainda, podemos destacar alguns elementos da elipse (Figura 5), como segue:

e 0s pontos F; e F, sdo os focos;

e o segmento F1F, € o segmento focal,

e o ponto O € o centro da elipse e também ponto médio do segmento focal;

e a medida 2c¢ € a distancia focal;

e areta F|F> chama-se reta focal;

e 0s pontos A e A sdo 0s vértices principais, intersecoes da elipse com a reta focal;

e 0 segmento cujas extremidades sdo os vértices principais mede 2a e € chamado de
eixo maior ou eixo principal,

e 0s pontos B e B; sdo os vértices secunddrios, interse¢des da elipse com a reta que
passa por O e € perpendicular a reta focal;

e 0 segmento cujas extremidades sd0 os vértices secundarios mede 2b = 2v/a? —c% e

€ chamado de eixo menor ou eixo secunddrio;

e a excentricidade e, ou razdo de alongamento, € a razdo entre a distancia focal e a

. A . . . . a2 —_p2
soma das distancias de um ponto da elipse aos focos, ou seja, e = © = “Tb;

e qualquer segmento cujas extremidades pertencem a E chama-se corda;

e as retas diretrizes dy e d, da elipse sdo duas retas perpendiculares a reta focal cuja

oA ‘1 L. .. g2
distancia ao ponto médio do segmento focal € igual a razdo - = ¢.

Figura 5 — Elementos da elipse

Fonte: do autor (2023).
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A distancia focal da elipse pode ser expressa por d(Fy,F,) = 2c. Tomando o
ponto O como sendo a origem, temos que as coordenadas dos focos sdo Fj(—c,0) e
F>(c,0). Seja P(x,y) um ponto genérico pertencente a elipse. Entdo, é correto afirmar

que d(P,Fy) +d(P,F,) = 2a. Isso pode ser reescrito como

V20402 (k=2 + (+0? = 2

(x+c)2+y2 = 2a—/(x—c)2+y2. (2)

Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade (2), temos

2

!

(x—i—c)2+y2 = 44*—4a (x—c)2+y2—|—(x—c)2+y
P H2ex+c+y? = 4d® —day/(x— )2+ 2 +x2 —2ex+ P +y?

dex = 4a® —4day/ (x—c)?+y?

cx = a*—a (x—c)2+y?
—a®Hex = —ay/(x—c)2+)?
ay/(x—c)2+y?2 = a*—cx 3)

Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade (3), temos

Alx—c)?+y = a*—2dcx+Px°
(P =2ex+*+y?) = a*—2dcx+ X
a’x* = 2d%cx+a* P + azy2 = a*—2d°cx+ X
PR+ 2P +d = a4
a*x =+ azy2 = a*—d*?’. @

2

Na igualdade (4), colocando x> em evidéncia no lado esquerdo e a® em evidéncia

no lado direito, temos
(@A) +a>y = dd® =) ®)

Por defini¢do, a > ¢ > 0, logo a’ > c?e, consequentemente, a® —¢* > 0. Consi-

derando b? = a? — ¢? e substituindo em (5), obtemos

2B +a>y? = d2P). (6)
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Dividindo ambos os lados da igualdade (6) por a*b?> > 0, temos a equagdo cand-

nica ou reduzida da elipse, dada por

[\S)
e

+ = 1 (7)

le =

Se tomarmos o centro da elipse como um ponto genérico C(xg, yo) ndo coincidente
com a origem, as coordenadas dos focos serdo Fi(xo — ¢, yo) € F2(xo+ ¢, yo). Desse modo,

a equagao acima pode ser reescrita como

(x —X0)2 + (v —yo)2

— o = L ®)

Partindo da elipse com centro no ponto O(0,0) e eixo principal coincidindo com
Ox, vamos tragcar uma circunferéncia com centro em O e raio igual a metade do compri-
mento do eixo principal, ou seja, raio a. Tomando um ponto P(x,y) pertencente a elipse,
tracamos uma reta ¢ paralela ao eixo secundario e que passa por P. Chamaremos de A a
interse¢do de t com a circunferéncia e A’ a interse¢@o de 7 com a reta focal (Figura 6). No
tridngulo retingulo OAA’ formado, podemos determinar a abscissa do ponto P utilizando

relagdes trigonométricas. Seja 6 o angulo A’OA. Entio:

Figura 6 — Parametro 6

Fonte: adaptado de Barros (2018).

/

OA
cosO = OA = O0A'=0A cosB
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Mas OA = a e, denotando OA’ = x, obtemos:

X = a-cos0.

Para encontrar a ordenada de P podemos substituir o valor de x encontrado na

equacao candnica da elipse (7):

(a-cosB)? yz_1 a*- cos’0 )/2_1
a? R a? R
2 2
COSZG-I—Z—z:l = 2}—2:1—00329:>
)’2_ 2 2 _ 42 2
ﬁ—sene = y"=b"-sen“0 =

y = b-senf.

Desse modo, qualquer ponto P(x,y) pertencente a elipse pode ser representado
a partir do parimetro 6(0 < 6 < 27) pelas equagdes x = acos6 e y = bsen6. Temos,

portanto, a forma paramétrica da elipse, dada por

x=acos0
com 0< 0 <2m.
y=bsen0

Tomando o centro da elipse como um ponto genérico C(xg,yp), a equacdo para-

métrica sera da forma

x=xp+acos0
com 0< 0 <2x. 9)
y=Yyo+bsen0

Considerando-se o sistema de coordenadas polares (r,0), temos a equacdo da

elipse com centro na origem,

ab

}":
Va2sen20 + b2 cos20

(10)

e, com origem em seus focos,

a(l —e?) _a(l-é%)

e S (11)
’ 1+ecosO

 l—ecos B’
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2.3 Analise da Bibliografia

Foram realizadas buscas em bibliotecas digitais (Portal de Periédicos CAPES,
Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacdes, Google Académico) utilizando di-
ferentes combinacdes das palavras “relagdes”, “grandezas”, “geométricas”, “fungdes”,
“cOnicas”, “elipse”. Com o objetivo de relacionar algebricamente grandezas geométricas
na elipse, buscou-se por trabalhos que definissem diferentes elementos da curva, tanto
relacdes numéricas como entes geométricos, e que pudessem ser representados com a uti-
lizacdo do GeoGebra. Analisando titulos, resumos e palavras-chave, foram escolhidos 11
trabalhos nessa primeira etapa da pesquisa. Optamos por trabalhos que abordassem, de
alguma forma, ou estudos acerca de cOnicas, ou relacdes entre grandezas geométricas, ou
como expressar uma grandeza em fun¢do de outra.

Garcia (2013) foca seu trabalho na exploracdo das definicdes de coOnicas: para
a pardbola, via secdo em cone e via foco e diretriz; para a elipse e para a hipérbole,
via se¢do em cone, via foco e diretriz e via distancia a focos. Ao longo das defini¢des, o
autor destaca vdrias relagdes e propriedades secundérias, também abordando a construg¢ao
geométrica durante esse processo. Constrdi e explora as conicas a partir de trés elementos:
o foco F, a diretriz d e um nimero real e, o que nomeia de tripla (F,d,e). Vale destacar
uma manipulac¢do feita a partir da constru¢do geométrica (Figura 7) dos pontos da elipse:
com auxilio de recurso digital e objetivando ilustrar o comportamento da curva, o autor
construiu uma figura com elipses de distancia foco-diretriz fixa e excentricidade varidvel
(lado esquerdo), e outra figura com elipses de excentricidade fixa e distancia foco-diretriz

variavel (lado direito).

Figura 7 — Elipses com varia¢@o de distancia foco-diretriz e excentricidade

Fonte: Garcia (2013).

Lenz (2014) defende uma abordagem diferente ao ensinar conicas no Ensino Mé-
dio. Ao invés de partir da definicdo, encontrando uma equacio, e, finalmente a curva,

sugere que se faga o trajeto na dire¢do oposta. Propde introduzir o conteido com a cons-
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trucdo das curvas a partir de suas propriedades geométricas, utilizando régua ndo gradu-
ada, esquadro e compasso. A autora argumenta que o processo de construir uma figura
através do desenho geométrico enseja nos estudantes o desenvolvimento de habilidades de
investigagdo, planejamento e raciocinio, tendo potencial de promover um melhor aprendi-
zado. ApOs trazer algumas defini¢des prévias (sistema ortogonal, coordenadas, distancia
entre pontos € de um ponto a uma reta), define cada uma das curvas e apresenta algumas
formas de constru¢cdo geométrica. Em seguida, apresenta a Proposta Didética e um breve
relato de experiéncia de uma aplica¢do em sala de aula.

Souza (2014) aborda as curvas conicas retomando o teorema de Apoldnio bem
como o Teorema de Dandelin. A partir da demonstragdo do ultimo, sdo identificadas
propriedades geométricas das conicas. O autor descreve como construir cada uma das
conicas utilizando 14pis, corddo, régua e esquadro. Também, demonstra como encontrar
a equacao da reta tangente a conica em coordenadas cartesianas. Nao menos importante,
o autor menciona e explora algumas aplicacdes de cada uma das conicas. Por exemplo, a
parabola na fabricacao de fardis automotivos, a elipse utilizada nas lanternas dos consul-
torios de dentistas e também o uso de sua propriedade de reflexao actstica em auditdrios e
galerias, e a hipérbole, utilizada em telescopios de reflexio (dois espelhos: um parabdlico
e um hiperbdlico).

Arenhardt (2016) justifica seu trabalho afirmando que o estudo de conicas € um
assunto muito pouco abordado no Ensino Médio. Traz as defini¢des, contexto histdrico,
classificagdes das conicas, translagdo e rotagdo, e como identificar o angulo de rotagao
a partir da equacdo. Com o intuito de que tanto professores quanto alunos interessados
possam utilizar o estudo como fonte de referéncia, também apresenta formas de classificar
as cOnicas utilizando a Algebra Linear, com auxilio do software GeoGebra.

Lago (2017) resgata a histéria das conicas e as diferentes maneiras como elas
foram definidas: de Euclides passando por Apoldnio até a etimologia moderna. Apds
generalizar a equacgdo de cada cOnica, utiliza o software GeoGebra para visualizar o com-
portamento da curva quando um ou mais parametros sao fixados e outros estio variando.
Finaliza trazendo algumas aplica¢des de cOnicas na engenharia, fisica e astronomia.

Severiano (2017) aborda o contexto histérico do surgimento das conicas, dedugao
da equacdo geral e suas caracterizagdes. Propde um Plano de Aula para cada conica,
consistindo da deducdo da férmula: a partir da secdo do cone por um plano; a partir do
lugar geométrico; e finalizando a sequéncia de ensino com os alunos utilizando o software

GeoGebra para construir as curvas.
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Siqueira e Silva (2017) articulam diferentes pontos de vista utilizados para o es-
tudo das conicas: como lugar geométrico e como corte entre plano e cone. Além de
analisarem alguns documentos oficiais sobre o ensino de cOnicas, também utilizam os
Registros de Representagdo Semidtica como aporte tedrico. Argumentam que o ponto
de vista das cOnicas como corte entre plano e cone surge a partir das definicdes dadas
por Apolonio. Ja o ponto de vista de lugar geométrico, segundo os autores, emprega
a propriedade focal (distancia entre os pontos) e teria origem nas definicdes de Platdo.
Posteriormente, apresentam o ponto de vista da excentricidade (e). Afirmam que a partir
desta abordagem € possivel um estudo unificado das cOnicas, pois agora as trés curvas
sdo definidas conforme o valor da excentricidade. Para promover tal estudo, tomam como
principal eixo articulador o Teorema de Dandelin, que parte do corte de um cone e encon-
tra uma representagdo geométrica para a excentricidade (propriedade focal).

Muniz Junior (2018) traz o Teorema de Dandelin, as defini¢des das conicas, seus
tratamentos analitico e geométrico e também traca suas retas tangentes. Explora as pro-
priedades refletoras de cada uma das curvas, e dedica um capitulo do trabalho para falar
sobre aplicacOes e fendOmenos naturais que envolvem as cOnicas. Faz uma andlise de algu-
mas obras utilizadas para o ensino de conicas na Educacdo Béasica, argumentando que ao
analisar o livro didético € possivel ter uma ideia de como se déd a abordagem do contetido
nas escolas, pois esses materiais ainda sdo a principal referéncia dos professores na hora
de planejar suas aulas.

Barros (2018) traz o Teorema de Dandelin ao introduzir o estudo das coOnicas e,
entdo, a partir da equacdo geral diferencia as curvas. Elenca todos os seus possiveis
conjuntos solucao, incluindo a circunferéncia como uma das conicas a serem estudadas.
Aborda cada uma das quatro curvas de maneira mais minuciosa, definindo-as, listando
seus elementos, retas tangentes, constru¢des geométricas, posicdes relativas entre curva e
reta, bem como suas equacdes cartesianas e polares. Também emprega uma abordagem
matricial para rotagdo do sistema cartesiano e utiliza de autovalores e autovetores para
identificar uma conica.

Silva et al. (2020) descrevem duas grandezas na elipse: raio (R) e angulo ca-
racteristico (o). Para isso, plotam dois pontos P e P’ (denominados pontos origind-
rios) de tal modo que a distincia de cada um destes até os vértices principais (A e A')
e até o vértice secunddrio oposto sejam constantes (Figura 8). A essa distancia é dado
o nome de raio R da elipse, e o angulo caracteristico o serd o angulo formado entre

um vértice principal, um ponto origindrio e um vértice secundario. Desse modo, temos



P'A=PB =PA =PA=PB=PA.

Figura 8 — Ilustra¢do de R, & e os pontos origindrios da elipse (P e P')

Fonte: Silva et al. (2020).
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Baseando-se nessas grandezas, 0s autores conseguem expressar outras relagées na

elipse, como:

e arazdo entre os eixos da elipse em funcdo do angulo caracteristico:

a sen o

b 1—cosa’

e seno do angulo caracteristico em fun¢do de a e b:

e cosseno do angulo caracteristico em funcio de a e b:

a2_b2.
2+ b

cosQ =
e aem funcdode Re o:
a=R-senq;
e bem funcdode Re a:

b=R-(1—cosa);

e cem funcdode Re a:

c=R-+/2-cosa(l — cosa) =2bR- cos;

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

7)
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e a excentricidade em funcio de «:
2-cos a\ >
e=y/———— ou e=q/1—(tan(=)]). (18)
1+ coso 2

Os autores também descrevem dois modos de averiguar se os pontos origindrios sdo in-

ternos, externos ou pertencentes a elipse:

e sea>60°=a<bV3eos pontos sdo internos;
e se ot < 60°=a>bV3eos pontos sdo externos;
e se @ = 60° = a = b\/3 e os pontos pertencem a elipse.

ou

o see< ER 0s pontos sao internos;

® sece > T6, 0s pontos sao externos;
V6 o
* see=—,0s pontos pertencem a elipse.

Sousa (2020) deduz a equag@o geral das coOnicas partindo da excentricidade e,
em func¢do desta, diferenciando as trés curvas: elipse, hipérbole e pardbola. Dai, segue
para a dedugdo da equacdo polar, tanto pela excentricidade como pela substituicao direta
das coordenadas cartesianas pelas polares. Interessante destacar que a autora encontra

uma equagdo da elipse para o caso especifico em que um dos focos € a origem e cujos

parametros sdo a excentricidade e a diretriz x = —d, a saber,
de? 2
(x‘<1—e2>) ¥
e2d? * Ad:
(I—e?)? (I—e?)

A partir de manipulacdes algébricas dessa equacdo, podemos reescrevé-la como

(1= e?) —de’? +y*(1 - %)

(de?) =

ou ainda,

(x+d)%e* = 2x(x+d) +y]e’ +x2 +y°

(de)? 1.
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3 REPRESENTACOES DA ELIPSE ROTACIONADA E COM CENTRO DESLO-

CADO
3.1 Equacao Candnica

Sejam a,b € R*_, C(xp,yp) um ponto no plano cartesiano xOy e o um angulo tal
que 0 < a < 7. A equagio candnica da elipse com centro em C e rotagio & no sentido

anti-horario € dada por

2 2

[(x —xo) cos () + (y — yo) sen ()] N [(x —x0) sen (o) — (y — yo) cos ()]
a? b?

=1. (19)

Figura 9 — Elipse com centro em C(6,4),a=5,b=3,25¢ o = 10°

Fonte: do autor (2023).

A partir da equacdo (19), podem ser descritos os seguintes elementos (Figura 9):

e 2c ¢ a distancia focal, com ¢ > 0 tal que

a—b? sea>b

b2 —a? sea<b;
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e 0s eixos ortogonais xX'Cy’, rotagdes de xOy por o e com translagio para C, tais que

reta X' : (x—xp)sena= (y—yg)cosa;

retay : (x—xp)cosa=—(y—yo)senc;

e 0s pontos Fi e F>, focos da elipse, de coordenadas

P (xo—c-cosa,yo—c-senoc) sea>b
1:

(x0+c~senoc,y0—c-cosoc) sea<b;

- (xo+c- cosa,yo+c- sena) sea>b
2:

(xo —c-sena,yo+c- cosa) sea<b;

e 0s vértices Aj,Ar € X/,
A= (X()—a' cosa,yp—a- senOC);
Ay =(xp+a-cosa,yp+a-sen);
e 0s vértices By,B, € y/,
By = (xo+b-sena,yo—b- cosar);

By = (xo—b-sena,yo+b- cosa);

e as cordas focais minimas PjsPip e P,4P>p, perpendiculares ao eixo focal e com

pontos médios em Fj e F;, respectivamente, tais que

» (xo—c-cosa+r-seno,y)—c-senq —r-cosq) sea>b
1A =

(xo+c-sena—t-cost,yg—c-cosO—1-senc) sea<b;
b (xo—c-coso—r-sena,yg—c-senq +r- cosc) sea>b
\B

(xo+c~senoc+t-cosa,yo—c~cosa—|—t~sen(x) sea<b;
p (xo+c~cos(x+r-sena,y0+c-sena—r~cosa) sea>b
2A:

(xo—c-sena—t-cosa,yo+c-cosoc—t-sena) sea<b;
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P (x0+c-cosoc—r-sena,y0+c-sena+r-cosa) sea>b
B =
(xo—c-sena—+1-cosct,yg+c-coso+1-sena) sea<b;

onde:

- sea > b, entdo r = F P;p, s = F, P e pelo triangulo F P gF; (Figura 10, lado

esquerdo) valem as igualdades

2a = r-+s

20
2 = r+(2c)?, 20

com solucdo

- sea < b,entdo t = F1 P|p, w = F> P p e pelo tridngulo F| P;pF, (Figura 10, lado

direito) valem as igualdades

2b = t+
Y @1

com solucdo

t=b- e w:b+c—;

Pp

¢

b s EE R

Q
>
Q

Fonte: do autor (2023).



25

e adistancia d do ponto C a reta diretriz, com d > 0 tal que

2
e sea>b
d=1{ ¢ 22)
bZ
— sea<b;
c

e 0s pontos D; e D,, interse¢des das retas diretrizes com o eixo focal, tais que

D (xo—d-cosa,yp—d-sen) sea>b
l:

(xo+d-sena,yp—d- cosx) sea<b

D (xo+d - cosat,yg+d - sencr) sea>b
2:

(xo—d-sena,yp+d- cos) sea<b

e as retas diretrizes d; e dp, perpendiculares ao eixo focal e passando por D e D»,

respectivamente, tais que

(x—xp)cosot+d = —(y—yo)sena sea>b
reta dj :

(x—xp)seno = (y—yp)cosx +d sea<b;

(x—xp)cosot —d = —(y—yp)sena sea>b
reta dp :

(x—xp)seno = (y—yg)cosa —d sea<b;

e adreadaelipse ¢ A = mab ;

e 0 comprimento (perimetro) da elipse ¢ L = m[3(a+b) — \/(3a+b)(a+3b)];
e 0 angulo caracteristico Y tal que

2ab
= arcsen | ———= |5
4 a*+b?

e oraio R tal que

sea>b
sen
R = 5
sea <b;
seny

e 0s pontos origindrios Pig e Pyg tais que



(xo+ (R—b)senct,yg— (R—b)cos )

Pir=
x0+ (R—a)cosa,yo+ (R—a)sena)
P (xo— (R—b)senat,yo+ (R—b)cost)
2R =
xo— (R—a)cosa,yo— (R—a)sena)
ou ainda

(xo+ VR?—a?- sena,yo— VR> —a?- cos @)

Pir=
(X0+‘/R2_b2' COSa,yO+\/R2_b2' senOC)
» (xo—\/Rz—az-sena,y0+vR2—a2-cosa)
2R =

(xo —VRZ—=b?- cosat,yo — VR —b?- senar)

3.2 Equacao Paramétrica

sea>b

sea<b;

sea>b
sea<b

sea>b
sea <b;

sea>b
sea<b.
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Sejam a,b € RY, C(x9,y0) um ponto no plano cartesiano xOy e o um angulo tal

que 0 < & < 7. A equagio paramétrica da elipse com centro em C e rotagdo & no sentido

anti-horario € dada por

x=x9+acosBcosa—bsenbsenq

com 0 <0 <2m.

y=1yo+acosOsena -+ bsenBcos

(23)

A partir da equacdo (23) podem ser descritos os seguintes elementos (Figura 9):

e 2c ¢ a distancia focal, com ¢ > 0 tal que

a- cosOp sea>b

b- cos O sea<b

onde



27

- Or é um angulo tal que

()
arcsen [ — sea>b
a

F p—
a
arcsen (5) sea<b;

e 0s eixos ortogonais x'Cy’, rotagdes de xOy por @ e com translagdo para C, tais que

x=x9+0cosx

reta x com O € R
y=yo+0sena
e
x=xo+0cos(ot+2
reta y : 0 ( i) com 0 € R;
y=yo+0sen(a+%)
e 0s pontos Fy e F>, focos da elipse, de coordenadas
- (xo—a- cosOp cosa,yg —a- cos O sen ) sea>b
1:
(xo+b-cosGFsen(x,yo—b-cosGFcosa) sea <b;
P (xo+a-cosepcos(x,yo—l—a-cosGFsena) sea>b
2:
(X()—b-COSGFSCIIOC,yo-I-b-COSOFCOSOC) sea<b;

e 0s vértices A1,Ap € X/,
Al = (xo—a-cosa,yg—a- senc);
Ay = (xo+a-cosat,yo+a-sena);
e os vértices B1,B, €Y/,
By = (xo+b-sena,yo—b-cosar);

By, = (xo—b- seno,yo+b- cos(x);

e as cordas focais minimas P4 Pp € P,4P>p, perpendiculares ao eixo focal e com

pontos médios em Fj e F;, respectivamente, tais que



Py = (xo—c-
(xo—l—c-
Pip= (o —e:
(x0+c~
Py = (xo—i-c-
(X()—C-
Pp = (xo+c~
Xp—C-

2
cosoc-l—%-senoc,yo—c-

2
senqQ — % - cos o, yp —C

b2

cosa— = -senQ,yp—cC-

a

2
senq + % - cos o, yp —C-

2
cosa-l-%-senoc,yo-l-c-

2
senqQ — % - cos o, yo +C-

b2

cosa — —--send,yp+c-

b2
seno — - -
2
a
coso — -
b2
sena—l—;-
a2
cosa+7-
bZ
seno — -
2
a
coso — -
b2
sena—k;-

2 2
sen o + %+ cos o, yo + ¢ cosa + G

COoS OC)

sena)

cos )

sen OC)

cos )

sena)

COS OC)

sen OC)

e adistancia d do ponto C a reta diretriz, com d > 0 tal que

d—=

2

a
C

b2
C

sea>b

sea<b;

sea>b
sea<b;

sea>b

sea <b;

sea>b
sea<b;

sea>b

sea<b;

e 0s pontos D e D, intersecdes das retas diretrizes com o eixo focal, tais que

Dy =

D, =

(xo—d-cosa,yo—d-

(xo+d-sena,yp—d-

(xo+d-cosa,yp+d-

(xo—d-sena,yp+d-

e as retas diretrizes d; e d;, perpendiculares

respectivamente, tais que

- sea>b:

reta dj :

reta dp :

x=xp—d-
y=yo—d-
x=xo+d-
y=yo+d-

cosa+ 0 -

seno + 0 -

coso+ 0 -

seno + 0 -

sen )

cos ()

senq)

cos )

sea>b
sea<b

sea>b

sea<b
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ao eixo focal e passando por D; e D,

com 0 € R;

com 0 e R;



-sea<b:

x=xp+d-senax+0-cosa
reta dj : com 0 € R;

y=yo—d-cosa+0-seno

x=xo—d-senaxt+0-cosc
reta dp : com 0 €R;
y=yo+d-cosa+6-sena

a area da elipse € A = mab ;

o comprimento (perfmetro) da elipse é L = n[3(a+b) — /(3a+b)(a+3b)];
o angulo caracteristico Y tal que
— arcsen [ -292_).
r= a?+b*)’

o raio R tal que

sea>b
seny
R = b
sea<b;
seny
0s pontos origindrios Pjg € P>y tais que
p (xo+ (R—b)senct,yg— (R—b)cos ) sea>b
IR =
xo+ (R—a)cosa,yo+ (R—a)sena) sea <b;
p (xo— (R—Db)senat,yg+ (R—b)cos ) sea>b
2R =
xo— (R—a)cosat,yo— (R—a)sena) sea<b
ou ainda
p (xo+ VR?>—a?- senat,yg— VR?> —a?- cos ) sea>b
IR =
(xo+VR2—b%-cosa,yy+ VR:—b2- senar) sea<b;
» (xo— VR?>—d?- senat,yg+ VR?> —a? - cos ) sea>b
2R =

(xo — VR?2 —D%- cosa,yy)— VR>—b?- senar) sea<b.
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3.3 Equacao Polar
Sejam a,b € R, C(rg, 6p) um ponto no plano polar Or6 e o um angulo tal que

0 < a < Z. A equagio polar da elipse de pontos P(ry, 6,), com centro em C e rotagdo o

no sentido anti-hordrio € dada por

Fn = \/rg +r2 —2rgracos (T + 6p — 6,)
ro- senBy+rp- sen 6, (24)
ro- cos By +rg- cos 6,

0, = arctan [

onde (ry, 6,) representa a elipse com centro na origem O e rotagdo o dada pela equagdo

ab
 /a®sen?(6, — &) + b2 cos2(6, — 1)

(25)

Tq

As dedugdes foram obtidas utilizando-se principalmente a lei dos senos (Eq. 26)
e a lei dos cossenos (Eq. 27). Dado um tridngulo de lados a, b e ¢ e 4ngulos A, B e C,

temos as seguintes relacdes:

b
a g - = ¢ _ (26)
senA senB senC
?=a*+b>—2ab-cosC . 27

Com o objetivo de encontrar uma elipse E, de pontos P centrada em C e com
rotagdo @, tomamos como referéncia a elipse E, de pontos P’ centrada na origem (Eq.
25). Assim, temos o raio r, e o angulo 6, da elipse E,, o raio r, € o angulo 6, da elipse

E,, além do raio rg e o angulo 6y do ponto C, conforme Figura 11.

Figura 11 — Transla¢do do eixo polar

Fonte: do autor (2024).
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Tomando o tridngulo OCP com os lados rg, r, € r, temos os dngulos B = 7w +
6o— 6,4, By =6,—6ye B3 =06,— 6, (Figuras 11 e 12). Com o uso da lei dos cossenos é
obtido r, e a partir de tan(6,) é obtido 6, da Eq. (24) (Silva, 2016).

Figura 12 — Triangulo referencial da translacio polar

B

fa

Fonte: do autor (2024).

Considerando a lei dos senos, temos ainda as relacdes

T Ya ro

sen f3 B sen 3, - sen 33

das quais € possivel obter outras duas expressoes para 6,,

Ty sen(n+90—6a)]

I'n

6, = 6y + arcsen {

ou

I'n

. T+6y—0,
6, = 6, — arcsen l”o sen( + 5 )}

A partir da equacdo (24) podem ser descritos os seguintes elementos (Figura 9):

e 2c € a distancia focal, com ¢ > 0 tal que

a—b? sea>b

b2—a?> sea<b;

e 0s eixos ortogonais 6] e 6, rotagdes de & =0 e 6 = % por a e com translagio para
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C, tais que

sen (6) — &)
reta 0] : r:ro'sen(oc-l-n'—e)

sen(6)+ % — )

reta @, : r=ryp- 2
2 0 sen(ot+5—0)

As retas foram obtidas a partir da Eq. (26) no triangulo de vértices O (origem),
C (centro) e P (um ponto genérico da reta) considerando os lados r e rg, angulos
C=60-aeP=a+n—0paradjouC=0+%—aeP=a+Z—0 para )
os pontos F| = (rp1,0F1) e F» = (rp2, 0p2), focos da elipse, de coordenadas

. 6, —
(\/rtz)+cz—2roc'COS(Go—Ot),arcsen {C sen (6 (x)} +90>

(

rrF1
sea>b
F]: (ﬂ+a 6)
c-sen(Z —
\ sea<b;
( ) T+o—8
( r%_i_cz_zroc-cos(7c+a—00),60—arcsm{c Sen(r:; 0)])
sea>b
F,= (E+9 %)
c-sen(Z -
(\/r(Z)_|_c2—2roc~COS(g‘f’eO_O‘)’arcsen{ szz : }‘FQO)
\ Sea<b7

considerando o tridngulo OCF; de lados ¢, rr; e rg, angulos 0=06p — 6y e ¢ =
6o — a se a > b ou angulos O=6y—06p eC= %—Hx—@o se a < b; o triangulo
OCF, de lados c, rry € ry, angulos 0= 6y — Oy e C=rm+o-— 6y se a> b ou
angulos O = 0pr — Gy e C = Z+6p—oasea<b;

os vértices A| = (ra1, 641), Aa = (ra2,042) € 6],

a-sen(6)— o)

A] — < ’,.(2), +a2 _ 21’()61' COS(Q() — (x)’ arcsen |:

+90);

a- sen(7r+0c—90)]>7

TA2

ra1

A, = ( rg+a2—2r0a~ cos (4 a — 6p), 6y — arcsen {

considerando o tridngulo OCA| de lados a, r41 € ry, angulos 0=6,—6peC=6)—

a; o tridngulo OCA; de lados a, r42 € ro, angulos 0= 6)— 04 e C=n+a-— 6o;
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e os vértices B; = (rp1,0p1), Bo = (rp2, 082) € 64,

I'B1
b-sen(Z+6y)— o
(2 0 >:|+90 )
re2

Bl:(\/rg+b2_2r0b'COS(%"‘O‘—QO),@()—arcsen{ sen( + 0)1>’
By = (\/rg+b2_2rob- cos (54 6p— o), arcsen[ )

considerando o triangulo OCB; de lados b, rg; e rg, angulos 0= 6y — 6B € ¢ =
§+ o — 6y; o tridngulo OCB; de lados b, rp, e ry, angulos O=0g—6eC=
% +6)—«

e as cordas focais minimas PjsPip € P,4P>p, perpendiculares ao eixo focal e com

pontos médios em Fj e F;, respectivamente, tais que

;

- )

sea>b

arcsen |:

(Vi + 0= 5= 210 5 cos (001 - ),

b* —c?)sen (6p; —
arcsen[( c’)sen (O a))}+9F1) sea<b,
brpia

\

. n 2 . A
considerando o triangulo OF; P4 de lados a — C— , TF1 € rp1a, angulos O = Op14 —
O e £} = Gpl—j—ocsea>bouladosb b,rplerplA,anguIOSO Opia — OF1

eFl=0p —asea<b;

)
(\/rj%ﬁ—(a—é) 2rF1(a—_)COS(O‘ Or1—%),
9F1—aI'CSen|:(a c”)sen (& — 61 ]) sea>b
arpip
Pigp=
(\/r%l+(b_%:)2_2rF1(b—é)cos(n—FOC—OFl),
b — 6
9F1—arCSen|:< c?)sen (7 + o — Fl)q) sea<b,
\ brpip

. n 2 . A
considerando o tridngulo OF P;p de lados a — ‘— , 'F1 € rp1p, angulos O = O —

Opipe Fy = o — 6F1—756a>b0uladosb b,rplerplg,angulosO Or1 —Op1B
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eFl=n+a—0p sea<b;

)

(\/r%2+(a—%f)2—2rF2(a—%)COS(%+O‘_9F2)’

2 2 T
—c)sen(Z4+a—0
6F2—arcsen[(a c)sen (3 Fz))]) sea>b
arpaa

Py =

(Vi 0= 5722l )cos (02— 0,

2 2 _
arcsen[(b c”)sen (6r2 0‘))]+9F2> sea<b,
\ brpoa

. n 2 . A

considerando o tridngulo OF;P>4 de lados a — <, rry € rpaa, dngulos O = Ops —
~ 2 R A

Opoa e F2 =5+ 0 —6py sea>boulados b— 5, rpa € rpoa, Angulos O = Opog — OF2

eFh=0p—asea<b;

;

O )
2_ 2 1
—c”)sen (7 +60p2 —
arcsen [(a ¢)sen (5 +6r2 )q +9F2) sea>b
arpap
Pp =
(\/r%2+<b_%)2_2rF2(b—%)cos(ﬂJra—GFz),
b2 — 2 o—06
9F2—3.1"CSCH[( ¢)sen(m+ F2)>}) sea<b,
\ brpop

. A 2 . A
considerando o triangulo OF, P, de lados a — %, rFa € rpag, angulos O = Opyp —
A 2 ~ A
Opp e Fp = Oy + ’—25 — o sea>boulados b— %, rFa € rpap, angulos O = Oy — Opop
eF,=n+a—0psea<b;

a distancia d do ponto C a reta diretriz, com d > 0 tal que

2
a
— sea>b
c
d= )
b
— sea <b;
c

os pontos Dy = (rp1,6p1) e D> = (rpo, Op2), intersecdes das retas diretrizes com o

eixo focal, tais que
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( 2
-sen(6y — a
( r6+%—2r0§-cos(@o—a),arcsen [a sen (6 )}—FOO)
¢ Crpi

b
( r%—f—[z—;—b”ob?z-COS(%—F(X—QO)’QO_arcsen|:

. A 2 R A
considerando o tridngulo OCD; de lados ry, “7 e rpi, angulos O = Op; — 6y e

C':Go—asea>bouladosr0,%Zerpl,ﬁngulosézeo—emeé:§+a—90
sea <b.
2
. T+ o— 6,
( rg+%—2r0ﬁ-cos(n+a—00),60—arcsen[a sen (7 + 0)])
¢ ¢ Ccrpo
sea>b
D, =

b*-sen(%+6)— )

Crpp

<\/r(2)—|— IC’_;‘ —2r0b?2 -cos (54 60— a), arcsen [

+ 90)

considerando o tridngulo OCD, de lados ry, % e rpa, angulos O = 6y — Oy e
C=nm+a—06psea>boulados ro, b—cz e rpo, ngulos O = Opy — Gy e C = T+6p—«
sea < b;

as retas diretrizes d| e d», perpendiculares ao eixo focal e passando por Dy e D;,

respectivamente, tais que

sea>b

sen(T+a—6p)
sen (60 — a)

r=rpi- sea <b,

considerando o triangulo OD{P (sendo P um ponto genérico da reta) de lados r e
rp1, angulos D = T+a—6p 613:9+§—Ocsea>bouljl =T+o0—06pe

P=0—asea<b;

sen (% + o0 — 6py)

b
sen(0+7 —a) sea>

r=rpy-

reta dp :
sen (T +a— 6py)

sen (60 — )

r=rpa- sea < b,

considerando o triangulo OD, P (sendo P um ponto genérico da reta) de lados r e

rDz,éngulosljzz§+a—GDgeﬁ:6+§—ocsea>boul§2:7r+06—6me
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P=0—asea<b;

adreadaelipse ¢ A = mab ;

o comprimento (perfmetro) da elipse é L = n[3(a+b) — /(3a+b)(a+3b)];
o angulo caracteristico v tal que
= arcsen 2ab 1.
r= at+b*)’

o raio R tal que

a
sea>b
seny
R =
sea<b;
seny

os pontos origindrios Pjg e Pp tais que

(
(\/R2+r12.j,2—2Rr32c0s (§+06—932),
Rsen(F +oa—6
Op> — arcsen { G BZ))}) sea>b
TPIR
Pig=
(\/RZ—I—I’EU —2Rrp1cos (w4 o — 641),
R T+a—06
GAl—arCSCn[ sen (% + AI»]) sea<b,
\ TPIR

considerando o tridngulo OB, Pg de lados rpy, R € rpir, angulos O = 65 — Opi&
e B, = % + ot — Op2 se a > b; o triangulo OA|Pig de lados r41, R € rpig, angulos

OA:9A1—9P1R6AAl:TL'+OC—9A1 se a < b;

(
<\/R2 + r%;] — 2Rrpj cos (% + 01 — a),
Rsen(Z 40 —
arcsen{ (2 Bl »1 +631) sea>b
T'P2R
Pr =
\/R2 + 7‘%2 — 2Rra» cos (9,42 — OC),
R 04 —
arcsen { sen (642 ))} + 0A2) sea<b,
\ YpP2R

considerando o tridngulo OB P>g de lados rp1, R e rpygr, angulos O = 6pyg — Op1
e B = % + 01 — « se a > b; o triangulo OA,P>g de lados 74, R e rpog, angulos

O:9P2R—9A26A2:9A2—Oﬂsea<b.
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4 RELACOES ALGEBRICAS DA CORDA FOCAL MINIMA NA ELIPSE

Ao estabelecer relacdes entre os elementos da elipse, encontraremos fungdes tais
que um desses elementos serd a varidvel dependente e o outro, a independente. Foi es-
colhida a corda focal minima ¢y como varidvel dependente para esta primeira parte da
andlise. O motivo para tal escolha remete a definicdo de elipse dada por Apoldnio e
mencionada na introdu¢do do presente trabalho. A equacdo resultante, que continha um
parametro p representando exatamente o comprimento da corda focal minima, ensejou os
questionamentos que culminaram na realizac@o desta pesquisa.

A partir das solugdes dos sistemas (20) e (21), temos a relacdo de ¢y com os

parametros a e b, tal que

2b?

— sea>b
Cf: a

20" <b

— se a )

b

Tendo em vista que a e b representam o comprimento dos dois eixos da elipse, a
alternancia de seus valores entre os dois casos listados acima pode ser interpretada como
uma rotacdo da curva, de modo que ndo sdo alteradas as relacdes entre seus elementos.
Portanto, € suficiente analisar apenas um dos casos, ja que nesse contexto sdo andlogos.

Fixando b e definindo a como varidvel independente, iniciemos com a andlise da

funcdo cr(a): R} — R tal que

s
- a

cr(a) (28)

onde a,b € RY.

A condigao de existéncia para essa func¢do é a # 0, o que ja estd garantido pelo
contexto geométrico do qual a surge. Além disso, devemos considerar a desigualdade
a > b. Logo,

Dom(cy(a)) ={a € R |a>b}.

Analisando os possiveis valores que cy(a) assume, temos

Im(cs(a)) = {cp(a) eRY| 0 < cf(a) < 2b},



pois a = b = c¢(a) = 2b. Ainda observa-se uma assintota horizontal, visto que

2b?
lim — =0.
a—+c

Calculando as derivadas primeira e segunda:

) d d (2b? —2b%
cyla) = —-(cs(a)) = %<7> =

d? d (—2b2 ) _4p?

cpla) == (cpla)) = - —5—) = -
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Pelo fato de a primeira derivada ser sempre negativa, conclui-se que c¢(a) ¢ uma

func¢ao decrescente. J4 a segunda derivada assume sempre valores positivos, o que indica

que cy(a) tem sua concavidade voltada para cima (Figura 13).

Figura 13 — c¢(a) e suas derivadas para diferentes valores de b

4

Cf

- N W Ao e N e o«
= N W B e N e o«

a2 -

b=1 b=2

- N Y £ o < ~ © “
)
~
- ~N “ £ o <o ~ L «
o
-

—_— —
10 :/ﬂ 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 110 1 2 3 8 9 10 11 12 13 14 15 1
-1 / -1

C I4
-2 f -2 Cf

10 1 2 3 4 5 12 13 14 15 110 1 2 3 4 5 6 7 1z 13 14 15 1

-1 7 -1 I
2 Ct 2 Cy

a -

Fonte: do autor (2024).

Fixando a e definindo b como varidvel independente, faremos a andlise da funcao
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cr(b): Ry — R tal que
cr(b) = — (29)

onde a,b € R,
A constante % nao limita o dominio da fun¢do. Porém, considerando a desigual-

dade a > b, segue que
Dom(cp(b)) ={beR}|0<b<a}.
Analisando os possiveis valores que cy(b) assume, temos
Im(cs(b)) = {cp(b) €eR| 0 < cf(b) <2a},

pois b = a = c¢(b) = 2a.

Calculando as derivadas primeira e segunda:

4b
/b:__
Cf() 7’
4
”b:_.
i) =

Tanto a primeira como a segunda derivada de c(b) assumem apenas valores po-
sitivos. Isso indica que a fungdo € crescente e tem sua concavidade voltada para cima

(Figura 14).

Figura 14 — c¢(b) e suas derivadas para diferentes valores de a

8 8 3 8 Cf
7 7 7 Cf 7
6 6 6 6
5lel 5 C}- 5 ; 5 }
4 / 4 4 C 4 Cy
C; c ii f
3 f 3 f 3 3
2 2 2 2
Cf " 77
C I 174
1 1 1 11 C
¥ ] Cy f
10 1 2 3 4 5 6 7110 1 2 3 4 5 6 110 1 2 3 4 5 6 710 1 2 3 4 5 6 71
a=1 a=72 a=3 a=4

Fonte: do autor (2024).

Da equago (28), substituindo a = v/b? + ¢? temos a relagdo de ¢y com o compri-
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mento ¢, dada por

207 sea>b
—_— a
Vb?%+ 2
Cf: 2 5
a sea<b.

Vv a? —+ c?
Tomando ¢ f(c) como o primeiro caso, onde b € fixado e a € varidvel, temos

2b?

crc) = N (30)

*
coma,b,c € RY.

Visto que b +c2 > 0 e ¢ > 0, segue que
Dom(c¢(c)) ={c € R | c>0}.
Analisando os possiveis valores que ¢y(c) assume, temos
Im(cs(c)) ={cf(c) eRY| 0 < cp(c) <2b} .

Ainda observa-se uma assintota horizontal em cs(c) = 0, visto que

2b?
lim ———— =0

c—to /b2 1 (2 -

Calculando as derivadas primeira e segunda:

p —2b%c
dile) = ——ol
V(b2 + )3

—2b%(b* —2¢2)
<b2 + CZ)S

c}'-(c) =

A primeira derivada apresenta sempre valores negativos, indicando que cs(c) é
sempre decrescente. Analisando a segunda derivada, a partir do produto do numerador, é

possivel identificar que ela assume valores negativos até o ponto

. bv2 2bV6
2 3
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e entdo se torna positiva. Conclui-se que cs(c) tem concavidade voltada para baixo até o

ponto de inflexdo /, a partir do qual sua concavidade € voltada para cima (Figura 15).

Figura 15 — c¢¢(c), suas derivadas e o ponto / para diferentes valores de b

& N e o«
@ 9~ e o«

(L]

5

4 Cf4( I

Cral :

124
C’1 g c’f"l'\ Ci

2 19 2 5 6 7 8 9 10 11 12 13 12 -10] 2 6 /7 8 9 10 11 12 13 1
-1 -16

-24 -2

b=1 b=2
8 Cfs(
7 7 I
Cfﬁ( I 6
5 5
4 4
3 3
2 2
124
! C /1 174
Cil Sf Cie St -
2 1] 2 3 0 10 11 12 13 1.2 -1 0 3 4 5 f——TU—TT T2 13 T
-1 -1
-2 -2
b=3 b=4

Fonte: do autor (2024).

Foi construido um objeto de geometria dindmica onde € possivel manipular a
elipse, seus elementos e as trés curvas da figura (15). Esse applet esta disponivel no re-
positorio online do GeoGebra através do link <https://www.geogebra.org/m/wnxne7z2>.

Das solugdes dos sistemas (20) e (21) temos outra relagdo de ¢y com o compri-

mento ¢, dada por

C2
2a—2<—) sea>b

a

Cf: 5
2b—2<%) sea<b.
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Tomando cf(c) como o primeiro caso, onde a ¢ fixado e b ¢ varidvel, temos

2
qﬂsza—2(1> 31)

a

*
coma,b,c € RY.

Segue que

Dom(cs(c)) ={ceR}|0<c<a},

pois c =a = cs(c) =0.

Analisando os possiveis valores que cf(c) assume, temos
Im(cs(c)) ={cs(c) eRY| 0 < cp(c) <2a} .

Calculando as derivadas primeira e segunda:

—4c
)=

4
c}(c): .

Como a primeira derivada assume sempre valores negativos, conclui-se que c¢(c)
¢ decrescente em todo o intervalo. A segunda derivada também € sempre negativa, o que

indica que c¢(c) tem sua concavidade voltada para baixo (Figura 16).

Figura 16 — cy(c) e suas derivadas para diferentes valores de a

Cf

R O N
- N W B oG @ N @
- N W bk o @ N e
L S N I

2 3 4 5 ;i, 4 5 €10 1 2 3 4},5 €
-1
c} Cr » Cr
17 C’ -3 C’
Cy f N f
a=1 a=2 a=3 a=4

Fonte: do autor (2024).
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A partir da equacdo (31) e com uma manipulagdo algébrica em (22), temos a

relagdo de ¢y com o comprimento d, dada por

a3
2a—2(ﬁ> sea>b

Cf: b3
2b—2(—> sea<b.

d?
Tomando c¢(d) como o primeiro caso, onde a € fixado e b ¢ varidvel, temos

3

c(d) =2a—2 (%) (32)

coma,b,d € RY.

O dominio de cy(d) é da forma
Dom(cp(d)) ={d eR%|d >a} ,

poisd =a = cy(d) =0.

Analisando os possiveis valores que a fungcao pode assumir, temos que
Im(cf(d)) = {cr(d) e R} |0 < cs(d) <2a} .
Ainda observa-se uma assintota horizontal em cs(d) = 2a, visto que

a3
lim 2a—-2|— | =2a.
Jim 2a=2(5;) =2

Calculando as derivadas primeira e segunda:

4a3
cyld) = =5
—124°
cfld)= —a—

A primeira derivada é sempre positiva, ou seja, c¢(d) é uma funcdo crescente. Ja
a segunda derivada é sempre negativa, indicando que c(d) tem concavidade voltada para

baixo (Figura 17).
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Figura 17 — c¢¢(d) e suas derivadas para diferentes valores de a

v
8
T
6
5
- -q' R R = R e R I gy oy oy e
3
2
1
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 11 9 10 11 12 13 14 15 1
-1
44
=2 Cf
-3 -3
-4 =4
= .
a=1 a=2
t- k-
8 R ittt et
7 7
B e e g R 6
5 ' 5 7
C C
4 I a !
3 3
2 2
1 Cf 1 Cf
1 1 2 3 4 7 8 9 10 11 12 13 14 15 11 1 2 3 4 5 9 10 11 12 13 14 15 1
-1 -1
-2 -2
CII
-3 IZi -3
Cf f
-4 -4
c <
a=3 a=4

Fonte: do autor (2024).

A partir da equacdo (28), se isolarmos a e substituirmos em (32) encontramos a

equacao de 4° grau, com a > b,

166°

4 22
Cf—4b Cf‘i‘?

=0. (33)

Substituindo ¢y por £,/x em (33), a equagdo ¢é reduzida ao 2° grau. Aplicando
a férmula de Bhaskara e retornando a ¢y = ++/x, jd que o contexto geométrico implica
cy > 0, € possivel encontrar outras duas relagdes de ¢y com o comprimento d, onde b €

fixado e a € variavel, da forma

4p>
cr(d)=b (2| 1+ 1—? (34)
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e
4b°
cp(d)=>b |2 1- 1—? sea>b, (35)
coma,b,d € RY.
A condig¢do de existéncia para ambas as fun¢des depende apenas de (1 — %) > 0.

Tanto cyy quanto ¢y possuem o mesmo dominio, dado por
Dom(cg(d)) ={d € R%.|d >2b} .

Analisando os possiveis valores que as fun¢des podem assumir, temos que:

° Cf](zb) = b\/§: Cf2(2b) ’

e Paracy(d),
Im(csi(d)) = {cpi(d) € RY| bV2 < cp1(d) < 2b} .

Ainda observa-se uma assintota horizontal em c s (d) = 2b, visto que

e Paracp(d),
Im(cpa(d)) = {cpa(d) €RL| 0 < cpa(d) < bV2} .

Ainda observa-se uma assintota horizontal em ¢y (d) = 0, visto que

li b 12]11—4/1—— | =0.
d—l>111°° d?

Calculando as derivadas primeira e segunda, obtidas com auxilio dos softwares
Geogebra (International GeoGebra Institute, 2024) e WolframAlpha (Wolfram Alpha,

2024), e com as devidas simplifica¢des, temos
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Analisando as derivadas de cyi(d), o termo 1 — %2 nos permite identificar que
c}l (d) serd sempre positiva, ou seja, a fungdo original é crescente. Também é possivel
observar que c;f-l (d) sera sempre negativa, indicando que a funcao original tem sua conca-
vidade voltada para baixo. Com relagdo as derivadas de ¢y (d), a constante —2+/2 garante
que c’fz(d) serd sempre negativa, indicando uma funcéo decrescente. J4 em c}z (d) po-
demos analisar que o termo negativo somado a 1 € positivo, conforme cr,, garantindo
seu sinal sempre positivo, o que identifica a fun¢do com concavidade voltada para cima
(Figura 18).

Outra forma de buscar as derivadas € a partir da derivagdo implicita da equacao

(33), obtendo
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Figura 18 — ¢ (d) e suas derivadas para diferentes valores de b

9 10 11 12 13 14 15 1

Fonte: do autor (2024).

Para encontrar a relacio da corda focal minima com a drea da elipse, a partir da
equagdo (28), vamos reescrever os pardmetros a € b em fungdo de cy. Desse modo,
20°

a ; (36)
cf

— %
b=y/=" (37)

Substituindo (36) na equagdo da érea, dada por A = 7ab, temos a relagio de cy
com A, tal que
_ 2mb’

com b fixado, a varidvel e a,b,A € R
A restricdo algébrica estd em A # 0, permitindo A > 0. No entanto, geometrica-
mente temos ainda a > b e ¢y < 2b, 0 que limita a0 minimo A = nb? quando a = b. O

dominio da fung¢do serd da forma

Dom(cs(A)) ={A € R:| A > nb*} .
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Analisando os valores que a fung@o pode assumir, temos
Im(cp(A)) = {cp(A) eRL| 0 < cr(A) < 2b} .
Ainda observa-se uma assintota horizontal em c(A) = 0, pois

li A)= —=0.
Aim cp(A) ==,

Calculando as derivadas primeira e segunda:

—27h? 47h’3

Pela primeira derivada, que é sempre negativa, se pode concluir que a funcio é

decrescente. A segunda derivada é sempre positiva, o que indica que a fun¢do tem sua

concavidade voltada para cima (Figura 19).

Figura 19 — c¢(A) e suas derivadas para diferentes valores de b

6
5
4
3 1
C
S
7 8 9 10 11 11 0 Wﬁ5678910111
-1 Cf
b=0,6
6 6
5 5
4 4
3 3 c
2 Cf 2 ‘f
1 c”?\\ 1 ;jlf”\
f ol
10 1 2 7 — % 7 & 9 10 11 110 12 :W‘F_—Tr_s_g 0 1 1
=1 cf =1 c;’f
b=0,8 b=1

Fonte: do autor (2024).
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Substituindo (37) na equagdo da drea, temos a relagio de ¢y com A, tal que

2A2

o (39)

cr(A)

com a fixado, b varidvel e a,b,A € R7,.
Nao ha nenhuma restri¢ao algébrica com relagdo ao dominio. No entanto, consi-

derando a desigualdade b < a,
Dom(cp(A)) ={A€RY|0< A < ma*} .
Analisando os possiveis valores que a fun¢do pode assumir, segue que
Im(cy(4)) = {cs(4) €RY| 0 < cp(4) < 2a)

poisb=a=cy(A) =2a.

Calculando as derivadas primeira e segunda:

4A
' (A) —
cy(A) 203
4
/!
cflA) = 203

Tanto a primeira como a segunda derivada serdo sempre positivas. Isso significa

que a fungdo € crescente e tem sua concavidade voltada para cima (Figura 20).

Figura 20 — c¢(A) e suas derivadas para diferentes valores de a

-0 I/

6 Cf 6 6 6

5 5 5 5

4 ; 4 4 4

3 Cf 3 (}’. 3 3

S /

2 2¢ C” 2 Cf Cf

1 1 f 1 1
Cr Cy Cf

10 1 2 3 a4 51 0 1 2 3 a4 # 0 12 3 a

a=0,4 a=0,6 a=0,8 a=1

Fonte: do autor (2024).

Para relacionar a corda focal minima com o comprimento da elipse (L), inicial-

mente se reescreveu a equagdo L = m[3(a+b) — \/(3a+b)(a+3b)| na forma polino-
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mial, obtendo

6L(a+b) L?
9(a—|—b)2—M—|—— = +(3a* 4 10ab + 3b%). (40)
T 2

Primeiramente utilizando a equag¢do com o termo positivo a direita da igualdade,
e substituindo a equagdo (36), temos o polindmio quadratico em relagdo a cy,
(L* — 6mbL+ 61°b?)c + (167°h° — 127mb°L)cy + 24m°b* =0, (41)

com as solugdes

_ 2wb*[(3L—4nmb) £ V/3L? + 12nbL — 20722

L) = . 42
¢i2(L) 12 —67bL + 67212 (42)

Posteriormente, utilizando a equacgdo (40) com o termo negativo a direita da igual-

dade, e substituindo a equagdo (36), temos o polindmio quadratico em relagdo a cy,
(L* — 6mbL+ 127%b? ) + (567°b° — 127mb*L)cy + 487°b* = 0 (43)

com as solugdes

_ 27b*[(3L — 147b) + /=312 — 127bL + 527257

o _ 44
cf3,4( ) L? —6mbL+ 1272b2 o

Analisando (42) e (44), verificamos que temos apenas uma soluc¢do positiva e

valida ao contexto geométrico da elipse,

_ 2mb*[(3L —4mb) — V/3L? + 127wbL — 207%b?]
N L2 — 67bL + 67%b?

cr(L) (45)

com b fixado, a varidvel e a,b,L € R7,.
Conforme polindmio da raiz quadrada temos que ela serd positiva para L >
(47\@ — 2) b ~ 1,26597b. Considerando ainda a restri¢do a > b, temos L > 27b, e

portanto o dominio e a imagem sao
Dom(cs(L)) ={L € R’ | L >2mb};

Im(cs(L)) ={cs(L) ERL| 0 <cp(L) <2b}.
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Ainda observa-se uma assintota horizontal em c (L) = 0, pois

lim c¢(L)=0.
Lot T (L)

Devido a complexidade dos termos envolvidos, abaixo consta apenas a primeira
derivada de cy. Contudo, na figura (21) € possivel visualizar ambas as derivadas, calcula-
das e plotadas pelo software GeoGebra. Pelo mesmo motivo, foi feita anélise geométrica

do comportamento das fungdes.

(L) = 4mb?(37h — L) (3L — 47th — v/3L2 + 127bL — 207%52)
s (L% — 67mhL + 672b%)?2

67b*(—27h — L+ /312 + 127hL — 2072h?)
(L2 — 6mbL+ 672b2)\/3L2 + 127tbL — 2072b?

Analisando a primeira derivada, podemos ver que ela é sempre negativa, o que nos
diz que cy € decrescente. Ja a segunda derivada € sempre positiva, o que indica que cy

tem concavidade voltada para cima (Figura 21).

Figura 21 — c¢¢(L) e suas derivadas para diferentes valores de b

2 ’l 3
Cr

4

3 3

Fonte: do autor (2024).

Retornando a equacdo (40) e utilizando o termo positivo a direita da igualdade, ao
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substituir (37) encontramos dois polindmios,
onta*c} +4n*a(—3L% + 3mal + n*a’)cy + (L* — 6mal + 6m°a*)* =0 ; (46)

on'a’ct +4n*a(6L” — 21maL+ 177°a* )y + (L* — 6maL + 6x°a”)* =0.  (47)

A partir da equagdo (40), se utilizarmos o termo negativo a direita da igualdade,

ao substituir (37) encontramos outros dois polindmios,
36m*a’c} +2ma(—3L% + 48mal — 1247°a” ey + (L* — 6maL+ 127%a*)* =0, (48)

36ma’c +2m*a(15L7 — 120maL +2687°a” )y + (L* — 6waL + 127°a*)* = 0 . (49)

Analisando os polindmios (46), (47), (48) e (49), verificamos que entre as solugdes
positivas, apenas uma das solucdes de (46) € vdlida ao contexto geométrico. Abaixo temos

arelagdo de ¢y com o comprimento L, tal que

6L% — 6mal. — 21%a* + (3L — 41wa)V/3L2 + 121al. — 207242
(L) = BL iz (50)

com a fixado, b varidvel e a,b,L € R’ .
Considerando 0 < b < a, segue que b =0= L= rma(3 — \/5) eb=a=L=2na.
Logo,
Dom(cs(L)) = {L € R | ma(3—V3) < L < 27a} .

Aplicando o intervalo do dominio, segue que
Im(cp(L)) ={cf(L) €RL| 0 < cf(L) <2a}.

Devido a complexidade dos termos envolvidos, as equagdes das duas derivadas
nao foram adicionadas ao texto. Contudo, € possivel visualizd-las na figura (22), calcula-
das e plotadas a partir do software GeoGebra. Foi feita andlise geométrica do comporta-
mento das fungdes.

Tanto a primeira quanto a segunda derivada de ¢ ; assumem valores sempre positi-

vos. Isso significa que a fungdo é crescente e tem concavidade voltada para cima (Figura

22).



Figura 22 — c¢¢(L) e suas derivadas para diferentes valores de a
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a=0,7 a=1

Fonte: do autor (2024).
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Durante a execugao do presente trabalho, tive a chance de desafiar a mim mesmo e
expandir meus conhecimentos e percep¢des sobre a matematica como um todo, e mais es-
pecificamente sobre a geometria, drea com a qual tenho bastante afinidade. Essa pesquisa,
mesmo com seus momentos dificeis e cansativos, foi revigorante a cada nova descoberta,
cada novo entendimento. A equacdo particular mencionada na introducdo, retirada da
obra de Apoldnio, deu o norte para nosso trabalho. A partir dessa equagdo, escolhemos
relacionar a corda focal minima com os demais elementos da elipse. Das relacdes encon-
tradas, alguns padrdes puderam ser observados. As fungodes cr(a),cr(A),cra(d),cr(L),
quando fixado b, possuem as mesmas propriedades, e até o comportamento grafico de suas
derivadas é similar. O mesmo pode ser dito das fungdes quadrdticas c(b),cr(A),cr(L),
quando fixado a. Algo interessante pode ser visto ao compararmos as fungdes cr(d) onde
a é fixado e ¢y (d) onde b ¢ fixado: seus comportamentos sao quase iguais, ndo fosse pela
posi¢do das assintotas ¢y = 2a e ¢y = 2b, respectivamente. A funcdo c¢s(c) com b fixado
foi a unica que apresentou ponto de inflexdao, motivo pelo qual a incluimos como applet
no repositorio on-line do GeoGebra. Uma tabela com todas as relagdes pode ser acessada
no apéndice A.

Ainda h4 muitas coisas a serem estudadas. Abordamos apenas as relacdes da
corda focal minima ¢y com outras grandezas da elipse, das quais ndo constam o raio R e
o angulo caracteristico Y. Seria interessante estuda-las mais a fundo, por serem grandezas
nao usuais propostas por Silva ef al. (2020). Vislumbramos como futuros passos para
a pesquisa: buscar relagdes envolvendo outras grandezas além de cy; relagdes inversas
(algumas j4 foram obtidas direta ou indiretamente, embora ndo tenham sido explicitadas
nem estudadas); descrever as relacdes através de coordenadas paramétricas e polares;
buscar relagdes com mais de uma varidvel.

Penso ser importante destacar o papel das ferramentas digitais que nos possibili-
tam trabalhar com geometria dindmica, nomeadamente o GeoGebra, software que me foi
apresentado na graduacdo e despertou em mim a vontade de explorar, aprender e relacio-
nar a geometria com outras dreas da matemdtica. Hoje estou em via de me graduar, com
o sentimento de ter encontrado algo que me interessa muito, e ndo posso deixar de dar o
crédito a todos os professores e professoras que fizeram parte da minha formagao. Todos
0s que me incentivaram, me aconselharam, acreditaram em mim (quando nem eu mesmo

acreditava), me orientaram, fazem parte dessa conquista.
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APENDICE A — RELACOES DA CORDA FOCAL MINIMA

Em decorréncia do contexto geométrico do qual surgem as relacdes encontradas nessa pesquisa, foram consideradas apenas funcdes onde

as varidveis assumem valores positivos, sendo descartadas as que ndo atenderam a essa condi¢ao. Ainda, a alterndncia entre as desigualdades a > b

e a < b ndo modifica as caracteristicas e propriedades das relacdes. Portanto, todas as relacdes abaixo consideram a > b.

Tabela 1 — Relacdes da corda focal minima

Relacao Constante e Varidvel Dominio e Imagem Propriedades
(@ 2bh% b constante Dom = (b, +o) assint. horizontal ¢ = 0;
crla)=—
! a a varidvel Im = (0,2b) decresc.; conc. p/ cima
2bh% a constante Dom = (0,a) _
cr(b) = — cresc.; conc. p/ cima
a b varidvel Im = (0,2a)
Assint. horizontal ¢y = 0;
bv2 2bv6
decresc.; P. inflexao T\/_, T\/_> ;
(© 2b> b constante Dom = (0, +o0) b3
cfle) = —=
f Vb2 + 2 a varigvel Im = (0,2b) conc. p/ baixo (O, T) ;
bv?2
conc. p/ cima (%_,%—00)
c? a constante Dom = (0,a) .
crlc) =2a—-2| — decresc.; conc. p/ baixo
a b variavel Im = (0,2a)

8¢



Relacao

Constante e Variavel

Dominio e Imagem

Propriedades

a constante

b variavel

Dom = (a,+)
Im = (0,2a)

assint. horizontal ¢y = 2a;

cresc.; conc. p/ baixo

Cf] (d) =b

\

b constante

a variavel

Dom = (2b, o)
Im = (b\/2,2b)

assint. horizontal ¢y = 2b;

cresc.; conc. p/ baixo

sz(d) =b

b constante

a variavel

Dom = (2b,+o0)

Im = (0,b\/2)

assint. horizontal ¢, = 0;

decresc.; conc. p/ cima

n 27h3 b constante Dom = (h?*,+oo) assint. horizontal ¢ = 0;
cr(A) = ——
A a varidvel Im = (0,2b) decresc.; conc. p/ cima
2A2 a constante Dom = (0, ma?) _
cr(A)=—5— cresc.; conc. p/ cima
nca b varivel Im = (0,2a)

_ 2mb?[(3L— 4mb) — /3L? + 127bL — 207%b?]

cr(L)

L2 —6mbL+ 672b2

b constante

a variavel

Dom = (21b,+o0)
Im = (0,2b)

assint. horizontal ¢y = 0;

decresc.; conc. p/ cima

6L — 6mal —2m*a® + (3L — 4ma)V/3L2 + 12mal — 20m2a?

cr(L) =

9an?

a constante

b variavel

Dom = (na(3 —+/3),2xa)

Im=(0,2a)

cresc.; conc. p/ cima

6S



