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RESUMO

O trabalho propde uma sequéncia de atividades com Modelagem Matematica, com o
objetivo de abordar o conteudo de Solidos de Revolugdo para que os alunos
consigam perceber que os sélidos estao relacionados ao seu cotidiano, a partir de
uma tarefa que é trazer os objetos para a sala de aula e fazer comparagdes com os
sélidos ja conhecidos, utilizando-se do Objeto de Aprendizagem que foi elaborado
para ajudar na visualizagdo e na verificacdo de resultados. As aulas foram
formuladas para que os estudos ocorram de uma maneira mais participativa em
todas as etapas, desde a escolha do objeto até a validagdo dos resultados,

considerando as etapas da modelagem matematica de Almeida (2011).

Palavras-Chave: Soélidos de Revolugcdo; Modelagem Matematica; Objeto de

Aprendizagem.



ABSTRACT

The work proposes a sequence of activities with Mathematical Modeling, with the aim
of approaching the topic of Solids of Revolution so that students can realize that
solids are related to their daily lives, based on a task that is to bring the objects to the
classroom and make comparisons with already known solids, using the Learning
Object that was designed to help visualize and verify results. The classes were
planned so that studies take place in a more participatory manner at all stages, from
choosing the object to validating the results, considering the stages of mathematical
modeling by Almeida (2011).

Keywords: Solids of Revolution; Mathematical Modeling; Learning Object.
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1 INTRODUGAO

Ao analisarmos o ensino de Matematica em diferentes contextos
educacionais, observamos que muitos alunos enfrentam dificuldades em aprender
os conteudos, seja em sistemas de ensino tradicionais, com énfase em métodos
expositivos, ou em abordagens contemporaneas, que incluem meétodos ativos de
aprendizagem.

Para os professores que ministram esse componente se torna um grande
desafio, pois precisam motivar seus alunos a estudar e aprender e, principalmente,
necessitam dominar os conhecimentos matematicos a serem ensinados, as
metodologias e os recursos didaticos a serem utilizados no ensino. Porém, para os
professores realizarem um bom uso das metodologias e recursos, € necessario que
estes tenham “(...) uma boa preparag¢ao, no intuito de usa-los com seguranga e de
forma critica (...)” (OLIVEIRA, 2013, p. 34).

Nesse contexto, o ensino da Geometria para Fainguelernt (1995, p. 46) “(...)
nao deve ser reduzido a mera aplicacdo de féormulas e de resultados estabelecidos
por alguns teoremas, sem a preocupacado da descoberta de caminhos para sua
demonstragao, como também para deducéo de suas formulas (...)” e para que isso
aconteca, o professor precisa dispor de metodologias diferenciadas, que contribuam
na interacdo com os alunos.

Para trabalhar os sélidos de revolugao, objetos de interesse dessa pesquisa,
os conteudos podem ser desenvolvidos utilizando a modelagem matematica, por
permitir contextualiza-lo por meio de temas transversais e/ou na propria Matematica.
Para Biembengut; Hein (2011, p. 29), “(...) na modelagao, o professor pode optar por
escolher determinados modelos, fazendo a sua recriacdo em sala de aula,
juntamente com os alunos, de acordo com o nivel em questao, além de obedecer ao
curriculo inicialmente proposto (...)", sendo necessario que este desenvolva um bom
planejamento das aulas, tornando-as dindmicas e produtivas, proporcionando aos
alunos participarem e entenderem o que esta sendo ensinado.

Como o ensino da geometria por vezes é deixado em segundo plano ou
abordado de forma superficial, seja pela falta de tempo ou por opgao do professor
em outro conteudo de mais afinidade, esse cenario tornou-se uma motivagao para
essa pesquisa, pois acredito que é relevante o desenvolvimento do pensamento

geométrico. Ainda, experienciando uma aula no componente de Laboratério de



Ensino de Matematica, onde o professor trouxe uma atividade com massinhas de
modelar e pediu para formar sélidos geométricos, consegui visualizar e analisar o
sélido com mais facilidade, o que me direcionou a desenvolver uma sequéncia de
ensino com a Modelagem Matematica e o uso de Objetos de Aprendizagem para

uma aula dindmica e produtiva.

Tema:

Solidos de Revolugédo a partir da Modelagem Matematica.

Problema:

Como o uso de recursos computacionais e objetos de aprendizagem pode
melhorar a visualizacdo e compreensao dos Sdlidos de Revolugdo por meio da

Modelagem Matematica?

Objetivo Geral:

Analisar como o ensino dos Soélidos de Revolucdo pode ser explorado por
meio da Modelagem Matematica aliada a recursos computacionais e objetos de

aprendizagem em contribuigdo ao pensamento geométrico dos alunos.

Objetivos Especificos:

e Retomar e ampliar os conhecimentos sobre Sélidos de Revolugao;

e Usar recursos computacionais para auxiliar a visualizagdo e compreensao
dos Sélidos de Revolugéo;

e Elaborar atividades que mobilizem a compreensédo de Sdélidos de Revolugao
por meio da Modelagem Matematica;

e Criar objetos de aprendizagem que favorecam a visualizagdo e compreensao

dos Sdlidos de Revolugao.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Ensino de Sélidos de Revolugao

Pesquisas do ensino de geometria observam que a geometria esta sendo
pouco abordada no ensino médio (Barbosa (2011), Pavanello (1993), Nadalon e
Leivas(2019)). Segundo Kaleffe, Sa e Toledo (2002) os alunos precisam que o
professor possua uma metodologia adequada, que possibilite ao aluno o
desenvolvimento do pensamento geométrico, permitindo assim que o aluno consiga
analisar no seu cotidiano as formas geométricas, com uma aprendizagem mais
dinamica e centrada em sua realidade.

Kaleffe, Sa e Toledo (2002) elaboraram atividades didaticas com materiais
manipulaveis, que possibilitaram aos estudantes a oportunidade de observar e
analisar as caracteristicas das figuras geométricas. Ainda, com o objetivo de facilitar
a imaginacao de sélidos de revolugao no cotidiano dos alunos, foi criado o Gerador
Manual de Sdlidos de Revolugdo. Este possui um conjunto de bandeiras, com
diferentes figuras planas, que ao rotacionar proporciona ao aluno a visualizagao do
solido de revolugao correspondente.

Hoje existem varios softwares que possibilitam a visualizacao tridimensional
de solidos, mas para Kaleffe, Sa e Toledo (2002) o material concreto possibilita o
manuseio do sélido de revolucdo de forma real, que comparado as construgcdes nos
softwares podem facilitar a compreensao do aluno. Por fim, com o uso do Gerador
Manual de sodlidos de revolugao, as autoras concluiram que existem possibilidades
de abordar solidos de revolucdo de forma mais dinamica e com um entendimento
mais significativo, abordado de forma mais dindmica e criativa, Silva e Victer (2017)
apresentam materiais didaticos de geometria com Tecnologias de Informacgao e
Comunicacao (TIC).

Por vezes o conteudo de geometria n&o é trabalhado ou apresentado aos
alunos de forma superficial. Nesse contexto, para essas autoras, um estimulo para
desenvolver a geometria espacial de forma mais ludica é proporcionar ao aluno uma
ferramenta que possa manipular e visualizar tanto a geometria plana quanto
espacial, além de interagir com o recurso tecnolégico que possibilita movimentar as

figuras para analisar especificidades nas formas geométricas.
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Silva e Victer (2017) utilizam o Geogebra 3D como TIC (International
GeoGebra Institute, 2023), pois € uma ferramenta que possibilita a autonomia do
aluno na criagcao de seu solido geométrico e auxilia na visualizagao de varias formas
geométricas.

E pertinente destacar que o ensino de sélidos de revolugdo, assim como os
demais conteudos de Geometria, estd sendo desenvolvido de maneira insuficiente
(SILVA e VICTER, 2017). Silva e Victer (2017) criaram um livreto pensando tanto nos
alunos quanto nos professores, pois o professor tem que estar preparado para poder
utilizar as TIC de maneira produtiva em suas aulas, tendo em vista os
questionamentos dos alunos sobre a tecnologia, que devem ser esclarecidos para
um aprendizado significativo.

O livreto possui 0 passo a passo de como construir os solidos e poder
manipula-los para ter uma visualizagdo em 3D. No primeiro momento aborda a
utilidade de cada botédo da barra de ferramentas 3D, mas logo trata sobre a criagao
de solidos geométricos e enfatiza que o Geogebra 3D é uma excelente ferramenta
para a construgdo de solidos de revolugao, justificando que o aluno consegue
observar o solido em movimento e possibilita pesquisar os conhecimentos
geométricos tridimensionais.

Esse material pode auxiliar o professor que quer preparar a aula de forma
mais atrativa, possibilitando ainda maior autonomia do aluno na construgéo de seus
solidos, com vistas a uma aprendizagem mais significativa.

Cabe destacar que n&o basta apenas ter o recurso tecnolégico e sim saber
como usa-lo de maneira efetiva, pois existem professores que nao possuem o
dominio da tecnologia, mantendo-se com aulas tradicionais e pouco atrativas para o
ensino de geometria espacial (PEREIRA et al., 2017).

Pereira et al. (2017) fizeram um questionario e foi verificado que os
estudantes tinham acesso a computadores com conhecimento necessario para
usa-los, mas sem o conhecimento especifico sobre o software Geogebra. Assim foi
realizado um mini-curso introdutério, com aula pratica no ambiente de matematica
dindmica do software e uma aula tedrica. Nessa aula pratica foram apresentadas
figuras do cotidiano e perguntado aos estudantes quais das figuras sao sélidos de
revolugao, sendo os mesmos estimulados a definir com suas proprias palavras o que
€ um solido de revolugéo. Logo apos, foram construidas as figuras geomeétricas no

Geogebra, mostrando algumas animagdes para estimular o interesse pela atividade.
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Conforme levantamentos dos autores, foi concluido que o software de matematica
dindmica Geogebra é uma ferramenta auxiliadora e eficiente no ensino dos sélidos
de revolucéo.

Nadalon e Leivas (2019) analisaram provas do Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM) aplicadas no periodo de 2009 a 2015, pesquisaram sobre como 0s
conhecimentos matematicos sédo exigidos nessas provas e quais conteudos sao
mais cobrados. O conteudo de geometria ganhou destaque, e como é pouco
abordado, os autores acreditam que a insergao do uso do software Geogebra pelos
professores, para desenvolver o conteudo de superficies e solidos de revolugao,
tornara o aprendizado mais produtivo.

Os programas dinamicos de representagao, como o Geogebra, auxiliam no
sentido da visualizagdo, permitindo que os alunos consigam visualizar os solidos
para analisar suas caracteristicas e comparar com formas do seu cotidiano.

Para isso, Nadalon e Leivas (2019) criaram uma oficina intitulada Superficies
e Solidos de Revolugdo no Geogebra, com o objetivo de explorar os recursos desse
software no ensino médio. Destaca-se que foi utilizado, dentre outros, o recurso de
rotacdo do Geogebra, que possibilita uma viséo tridimensional.

O publico-alvo da oficina foram 9 participantes pertencentes ao Programa
Institucional de Bolsas de Iniciagdo a Docéncia (Pibid), alunos graduandos do curso
de Licenciatura em Matematica. Foram desenvolvidas questdes adaptadas do
ENEM utilizando o Geogebra em atividades dinamicas.

Nas atividades foi constatado que o uso do Geogebra € um mecanismo viavel
e adequado para o ensino de geometria, e como um facilitador para a obtengao e
visualizacao de superficies e Solidos de Revolugao.

Nao encontramos pesquisas que abordam solidos de revolugdo a partir da
Modelagem Matematica. Realizou-se a busca no Portal de Periédicos da CAPES e
no Google Académico, com os termos a) Modelagem; Sdlidos; Revolugao; b)

Modelagem; Sdlidos; c¢) Sdlidos; Revolugao.



12

2.2 Modelagem Matematica como Metodologia de Ensino

A Modelagem Matematica esta sendo empregada como metodologia para
desenvolver varios conteudos de matematica. Segundo Meyer, Caldeira e Malheiros
(2011), a modelagem nao trabalha com exercicios elaborados, os quais possamos
retirar de algum livro, mas sim com problemas relacionados a realidade. Na
modelagem o professor nao vai levar os exercicios prontos para o aluno fazer, mas

vai estimular o estudante a refletir sobre a situagao e conseguir resolver o problema.

Os alunos podem desenvolver seu raciocinio e deduzir suas proprias
conclusdes sobre a atividade proposta com a ajuda da modelagem matematica, e o
professor como mediador deve instruir o aluno a pensar e querer resolver as
situagdes problemas, de forma a ter mais autonomia e confianga para chegar ao

resultado possivel.

Meyer, Caldeira e Malheiros (2011) fazem o seguinte questionamento com
uma resposta na sequéncia: Como comparar o mundo real com o universo da
Matematica? Uma das maneiras é por meio da Modelagem. Os autores

desenvolvem o processo de Modelagem em cinco momentos:

- Determinar a situacéo;

- Simplificar as hipoteses dessa situagao;

- Resolver o problema matematico decorrente;

- Validar as solugdes matematicas de acordo com a questéao real;

- Definir a tomada de decisido com base nos resultados.

Almeida, Silva e Vertuan (2012) afirmam que a modelagem matematica
sugere resultados para problemas fazendo o uso de modelos matematicos, e nesse
caso 0 modelo matematico € o que “da forma” a solugdo do problema e a

modelagem matematica € a “atividade” de busca por solugao.

Para os autores a atividade de modelagem matematica abrange 4 fases para

estruturacio e resolugao de problemas, sendo elas:

- Inteiracdo: essa etapa representa o primeiro contato com a situagao
problema que vai ser estudada, com o objetivo de entender suas particularidades e
caracteristicas distintas. Ainda que seja uma etapa inicial, ela pode se estender no

decorrer do andamento da atividade da modelagem.
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- Matematizagdo: linguagem matematica que evidencia o problema
matematico a ser resolvido. Acontece pelo processo de transi¢do da visualizagao e
de uso de simbolos para a realizacdo de descricbes matematicas a partir de
formulacdo de hipoteses, escolha de variaveis e simplificagdes em relacdo as

informacdes e ao problema proposto na fase da inteiracao.

- Resolugao: corresponde a construgdo de um modelo matematico com a
finalidade de descrever a situagao, permitir a analise dos aspectos relevantes da
situagdo, responder perguntas formuladas sobre o problema a ser investigado na
situacao, podendo viabilizar a realizagao de previsdes para o problema de estudo.

- Interpretacdo de resultados e Validacdo: a interpretacdo de resultados
indicados pelo modelo implica a analise de uma resposta para o problema. A analise
da resposta constitui um processo avaliativo realizado pelos envolvidos na atividade
e implica uma validacao da representagao matematica associada ao problema. Essa
fase visa, para além da capacidade de construir e aplicar modelos, ao
desenvolvimento, nos alunos, da capacidade de avaliar esse processo de

construgcdo de modelos e os diferentes contextos de sua aplicagao.

Para Biembengut e Hein (2011) a modelagem matematica é o processo que
envolve a criacdo de um modelo, que estda ndo somente no conhecimento
matematico, mas sim na percepgao e na sua imaginagao, para interpretar o que se
pede. Sendo assim, os autores agrupam esse processo em 3 etapas, subdivididas
em seis sub etapas, a saber:

- Interacao:

e Reconhecimento da situagao-problema;

e Familiarizagao com o assunto a ser modelado - referencial tedrico.
- Matematizagao:

e Formulacio do problema - hipétese;

e Resolucao do problema em termos do modelo.
- Modelo Matematico:

e Interpretacdo da solugao;

e Validagdo do modelo - avaliagao.
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Bassanezi (2011) aborda a modelagem em 5 etapas, séo elas:

1. Experimentacdo: é uma atividade laboratorial essencial onde se processa a
obtencéo de dados. O processo experimental, com frequéncia, é ditado pela propria

natureza do experimento e objetivos da pesquisa;

2. Abstragéo: € o que leva a formulagdo dos modelos matematicos. Nessa
fase procura-se analisar as variaveis para ficarem bem definidas, e o modelo
matematico depende do grau de complexidade das hipéteses e da quantidade de
variaveis;

3. Resolucdo: o modelo matematico € obtido quando se substitui a linguagem
natural das hipoteses por uma linguagem matematica coerente. A resolugédo de um
modelo esta relacionado ao grau de complexidade empregado em sua formulacéo, e
por vezes pode precisar de auxilio computacional, fornecendo uma solugao
aproximada;

4. Validagdo: é o processo da aceitagdo ou ndo do modelo proposto. O
modelo deve ser testado em comparacdo com os dados empiricos para analisar as
particularidades, se é suficiente para a situagdo analisada ou precisa de algum
ajuste;

5. Modificagao: alguns fatores ligados ao problema original podem provocar a
rejeicdo ou aceitagdo parcial dos modelos, exigindo uma modificagdo na busca de

adequagao ou melhorias.

O processo de modelagem estda presente no nosso cotidiano, pois
assemelha-se a qualquer situacdo que envolva um problema e que precise de
imaginacao e conhecimento sobre o tema para poder resolvé-lo.

A modelagem matematica pode ser uma das maneiras para levar os alunos a
ter curiosidade por conteudos matematicos que ainda nao estudou e aprender a

modelar situagdes-problema matematicamente.
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2.3 Matematica dos Soélidos de Revolugao

Solidos de Revolucéao

Definicdo: Consideremos um semiplano de origem e (eixo) e nele uma
superficie S; girando o semiplano em torno de e, a superficie S gera um sdlido

chamado sélido de revolugao.

Figura 1: Solido de revolugao

Fonte: Dolce e Pompeo (1995).
Cilindro
O cilindro circular reto € chamado de cilindro de revolucgéo, pois é gerado pela

rotacdo de um retangulo.

Figura 2: Cilindro de revolugéo

Fonte: Dolce e Pompeo (1995).

A superficie lateral do cilindro de revolugédo é equivalente a um reténgulo de
dimensbes 2nr (comprimento da circunferéncia da base) e h (altura do cilindro),

onde r é o raio da base.



Figura 3: Area do cilindro

- — —_—

Fonte: Dolce e Pompeo (1995).

Portanto a area lateral de um cilindro é

Al = 2ntirh

A area total do cilindro é

At =2mr(h + 1)

Figura 4: Area total do cilindro

base

r

superficie lateral

Fonte: Dolce e Pompeo (1995).

O volume do cilindro € o produto da area da base pela medida da altura,

V = ‘r[rzh
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Cone

O cone circular reto € chamado de cone de revolugao, pois é gerado pela

rotacdo de um tridngulo.

Figura 5: Cone de revolugao

Fonte: Dolce e Pompeo (1995).

A area lateral do cone pode ser calculada por

Az = Tryg

onde g é a geratriz e r € o raio da base.

Area total do cone é dada por

At =mr(g + 1)

Figura 6: Area total do cone

superficie lateral

Fonte: Dolce e Pompeo (1995).
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O volume do cone é um terco do produto da area da base pela medida da
altura,

V = %m’zh

Tronco de cone

Area lateral de tronco de cone de revolugdo é

Al = 2mld

Al =7n(R + 1)g

onde / € a geratriz e d é a distancia do centro de gravidade da superficie ao eixo de

rotagao.

Figura 7: tronco de cone
2

Fonte: Dolce e Pompeo (1995).
O volume do tronco € dado por
V ==mh(R"+r’+Rr)
onde R é o raio maior, r € o raio menor e h é a altura.
Esfera

A esfera é também o sélido de revolugdo gerado pela rotagcdo de um

semicirculo em torno de um eixo.
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Figura 8: Esfera

Fonte: Dolce e Pompeo (1995).

A area da superficie da esfera de raio r é
2
A = 4nr
O volume da esfera € dado por
V =—mur
Fuso Esférico
E a intersecdo da superficie de uma esfera com um diedro (ou setor diedral)
cuja aresta contém um didmetro dessa superficie esférica.

O éangulo a, medida do diedro, medida na secdo equatorial, € o que

caracteriza o fuso.

Figura 9: Fuso Esférico

arca
ggquatana

Fonte: Dolce e Pompeo (1995).
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A area do fuso é dada por
A= 2r'a
Cunha Esférica
E a intersecdo de uma esfera com diedro (ou setor diedral) cuja aresta
contém o didmetro da esfera.

A cunha é caracterizada pelo raio da esfera e pela medida do diedro.

Figura 10: Cunha Esférica

Fonte: Dolce e Pompeo (1995).

O volume da cunha esférica é dado por

3
_ 2ra

Calota esfeérica
E a superficie de revolugdo cuja geratriz € um arco de circunferéncia e cujo
eixo € uma reta tal que:
a) passa pelo centro da circunferéncia que contém o arco;
b) passa por um extremo do arco e ndo o intercepta em outro ponto;

c) é coplanar com o arco.
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Figura 11:Calota esférica

Fonte: Dolce e Pompeo (1995).

Zona Esférica
E a superficie de revolucdo cuja geratriz € um arco de circunferéncia e cujo
eixo é uma reta tal que:
a) passa pelo centro da circunferéncia que contém o arco;
b) ndo passa por nenhum extremo do arco nem intercepta o arco em outro
ponto:

c) é coplanar com o arco.

Figura 12: Zona esférica.

Fonte: Dolce e Pompeo (1995).

Area da calota e da area da zona esférica é dada por
2
A = 4R
Volume de uma calota esférica é dado por

1,2
V =—=mh (3r — h)
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Além das expressdes dos volumes de solidos conhecidos (cilindro, cone,
tronco de cone, esfera, etc) o calculo do volume de um sélido de revolugao pode ser

feito através da formulagao
V = 2nSd

em que V é o volume do solido gerado, S € a area da superficie geradora e d é a

distancia do centro de gravidade da superficie ao eixo de rotagao.

Figura 13: Centro de Gravidade
e

Fonte: Dolce e Pompeo (1995).

Aproximacao de Volume por Cilindros (discos)
Pode-se calcular o volume de um sdélido de revolugdo por aproximacgao de
discos, fatiando o solido. A ideia é fatiar o solido particionando o intervalo [a, b] e

obtendo algo como mostrado na figura seguinte.

Figura 14: Aproximacéao de volume por Cilindros (discos).
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Fonte: MIPEDES (2019).
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Assim, temos o volume de cada cilindro dado por
2 2
Vi=n-f(xi)-Ax=Tr-f(xi)-Ax

com a extremidade esquerda em um ponto x, o raio dele &€ a imagem desse ponto,
logo o volume total a partir do i-ésimo disco sera

2
V. = n-f(xi)-Ax

2

<

x
NS
NS

l

em que Ax é a altura, f é o raio do cilindro.

Aproximacao de Volume por Troncos de Cones
Pode-se calcular o volume de um sélido de revolugdo por aproximacgao de

troncos de cones, fatiando o sélido, de forma a obter o volume

V= gl V.= ;1 ST Ax [fz(xi)fz(xm) +fx) - f(xi+1)]

i

em que Ax é a altura, f(xl_) e f(xm) Sao 0s raios maior e menor do tronco.
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3 MODELAGEM MATEMATICA DOS SOLIDOS DE REVOLUGAO

O conteudo de Sélidos de Revolucdo abordado no plano de aula usara como
metodologia a modelagem matematica, para poder proporcionar uma aula mais
dindmica e produtiva, pois os alunos sado estimulados a participar em todas as
etapas.

O problema de Modelagem Matematica apresentado é: Como identificar e
explorar figuras geométricas de revolugao em objetos cotidianos?

A sequéncia de ensino proposta, segue as etapas metodologicas de Almeida

(2011), com o intuito de abordar o conteudo de Solidos de Revolugao:

- Estudo prévio ou revisdo dos sélidos de revolugéo: Plano 1;

- Inteiracdo: Plano 1 e Plano 2. Ao final do Plano 1 (4° momento) a inteiragcéo
acontece com a pesquisa de sélidos de revolugcéo presentes no cotidiano do
aluno. Ja no Plano 2 (1° momento), ao responder o questionario sugerido, 0s
alunos estao se inteirando acerca do sélido pesquisado em relagéo aos ja
abordados anteriormente.

- Matematizacédo: Plano 2, no processo de coleta dos dados (com o devido
registro) (2° momento) e na apresentacdo do solido (3° momento). Plano 3 (1°
e 2° momentos) onde os alunos vao representar o objeto a partir de solidos ja
conhecidos.

- Resolugao: Plano 3 (3° momento), com o calculo de diferentes grandezas nos
sélidos. Plano 4 (2° momento), na reconstrugdo do objeto em programa
computacional com representacgao virtual.

- Interpretagcdo de Resultados e Validagcdo: Plano 4 (2° momento), na
comparagao dos resultados obtidos a partir do Objeto de Aprendizagem.

Plano 5, em apresentacao e discussao de todo o processo com a turma.
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PLANO DE AULA 1

Instituicdo/Escola

Professor(a) Regente:

Disciplina: Matematica

Ano: 2024 Turma:

Data: Duracao total da aula: 5 periodos

UNIDADE TEMATICA:

Geometria Espacial.

OBJETOS DE CONHECIMENTO (objetivos):

Estudo de Sdlidos de Revolugao e pesquisa de solidos aplicados no cotidiano.

HABILIDADES:
(EM13MAT201) Propor ou participar de acdes adequadas as demandas da regiao,
preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medicbes e calculos de

perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.

PRE-REQUISITOS:

Solidos Geométricos.

Recursos didaticos:

Material concreto dos sélidos, bandeiras para rotagao, formulario para coletar dados.

DESENVOLVIMENTO:

1° momento (1 periodo)

Separar a turma em grupos de 5 alunos, pedir para cada grupo analisar o
sélido a eles entregue e responder o questionario.
Junto com o questionario sera disponibilizado os sdélidos de material concreto

com as figuras geométricas para poderem manusear.
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Os sdlidos geométricos em material concreto estdo representados na figura

abaixo.

Figura 15: Sélidos geométricos

Fonte: Brasil Escola (2024)

Questionario

1) Qual é o solido representado na figura abaixo?
2) Quais s&o as principais caracteristicas desse solido?
3) Como calcular seu volume?

4) Como calcular a area total?

2° momento (2 periodos)

Essa atividade foi adaptada de Kaleff, Sa e Toledo (2002), que usa a caixa
geradora de solidos de revolugdo. Para essa atividade vamos usar as bandeiras
fixadas no palito e os alunos vao friccionar, para fazer com que elas girem e formem

o sélido de revolugao.

a) sera entregue 3 bandeiras com formato de retangulo, para que eles possam
rotacionar e responder esse questionamento: discuta com seu grupo se as trés

bandeirinhas geram solidos de revolugao iguais, e se possuem as mesmas medidas.
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Figura 16: Bandeiras com retanqgulos

Fonte: Kaleff, Sa e Toledo (2002).

O professor vai analisar as respostas e concluir com os alunos que os
retdngulos sdo figuras geométricas congruentes, mas de acordo com a posi¢cao
fixada no palito vai obter 3 bandeiras distintas e que as figuras geradas por cada
bandeira retangular € chamada de cilindro, e que nesse caso nao possuem as

mesmas dimensoes.

b) sera entregue 3 bandeiras com formato de tridngulos, para que eles possam
rotacionar e responder o seguinte questionamento: existe alguma caracteristica
comum aos tridngulos que formam as bandeirinhas? E quanto a posicdo em que as

figuras geométricas foram fixadas ao mastro?

Figura 17: Bandeiras com tridangulos

M

Fonte: Kaleff, Sa e Toledo (2002).

Os alunos véao observar que os triangulos retangulos do conjunto de
bandeiras sao figuras geométricas congruentes, e conforme elas sao fixadas no
palito, criam-se 3 bandeiras distintas. As duas bandeiras que possuem a forma
pontiaguda (dngulo agudo) geram figuras que sdo chamadas de cones. A outra

bandeira, com o angulo reto, forma uma figura de dois cones unidos por suas bases.
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c) sera entregue 3 bandeiras com formato de circulos e semicirculos, para que eles
possam rotacionar e responder o seguinte questionamento: existe alguma
caracteristica comum as duas figuras com a forma de semicirculo que formam as
bandeirinhas? O que vocé pode afirmar com relacdo aos solidos de revolugao

gerados pelas duas bandeirinhas congruentes, ou seja, pelos dois semicirculos?

Figura 18: Bandeiras com circulos e semicirculos

Fonte: Kaleff, Sa e Toledo (2002).

Os alunos deveréo observar que duas das figuras de semicirculo séo figuras
geométricas congruentes, e que conforme fixadas no palito (eixo de rotagdo do
sélido de revolugédo), obtemos dois solidos de revolugado distintos, chamados de

esfera e semiesfera.

3° momento (2 periodos)

Pedir para que os alunos de cada grupo apresentem o sélido, e com o uso do
material concreto e da bandeirinha, fazerem a comparacéo e explicarem o que tém
em comum.

Logo apds o grupo apresentar o sélido, o professor pode realizar explicagoes
complementares, especialmente sobre as duvidas dos alunos. Finalizar esse
momento com a explanacao sobre a definicdo de sdlidos de revolugdo, abordando

os elementos: eixo de rotagéo, figura plana a ser rotacionada e sélido gerado.
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4° momento (alguns minutos)

A turma é separada em grupos de 5 alunos, sendo que cada grupo tem a
tarefa de pesquisar objetos do cotidiano que possam ser representados por solidos

de revolucéo, e trazé-los na proxima aula.

Itens obrigatérios na pesquisa:

- Os objetos ndo devem ser representados por apenas um solido de
revolucdo que foram mencionados na aula, por exemplo: cone de sinalizacao, lata
cilindrica, bola, etc;

- Trazer os objetos (ou fotografias) para o préximo encontro e realizar as

medidas dos mesmos.

AVALIAGAO:
Sera por meio da participagdo dos alunos no desenvolvimento do
questionario, das perguntas com atividade das bandeiras e na apresentagcdo dos

grupos.

REFERENCIAS:

DOLCE; O; POMPEO; J. N. Fundamentos de Matematica Elementar: Geometria
Espacial. Vol. 10. 5 ed. Sao Paulo: Atual Editora, 1995.

KALEFF, M. A.; SA, A. L.; TOLEDO, M. J. M. Criando, Vendo e Entendendo
Sélidos de Revolugao. Boletim GEPEM N° 40, p. 35-54, 2002.

OLIVEIRA, R. R. Brasil Escola: Corpos Redondos [homepage na Internet], 2024.
Acesso em: 15 junho 2024. Disponivel em:
<https://brasilescola.uol.com.br/matematica/corpos-redondos.htm#:~:text=0s%20cor
p0s%20redondos%2C%20tamb%C3%A9m%20chamados.uma%20lata%20de%20re

frigerante%20etc>.
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PLANO DE AULA 2

Instituicdo/Escola

Professor (a) Regente:

Disciplina: Matematica

Ano: 2024 Turma:

Data: Duracéo total da aula: 4 periodos

UNIDADE TEMATICA:

Geometria Espacial

OBJETOS DE CONHECIMENTO (objetivos):

Estudo de Sdlidos de Revolucgao aplicados

HABILIDADES:
(EM13MAT201) Propor ou participar de agdes adequadas as demandas da regiao,
preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medigdes e calculos de

perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.

PRE-REQUISITOS:

Sodlidos de Revolugéao

Recursos didaticos:

Solidos pesquisados pelos grupos e ferramentas de medicao.

DESENVOLVIMENTO:

Apoés feita a pesquisa pelos grupos e escolhido o sélido a ser estudado,
vamos prosseguir para a analise do sélido. O professor podera usar as perguntas

abaixo para poder ajudar os alunos no desenvolvimento da atividade.

1) Qual lugar encontrou esse solido de Revolugdo? Como e porqué o
escolheram?

2) Tem semelhanga com algum sélido estudado? Se sim, quais?
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3) Como vao fazer a coleta dos dados? Sugerir: fita métrica, régua,
compasso, paquimetro (o professor deve levar esses materiais)
4) Conseguem calcular usando os solidos estudados?

5) Vocés acreditam que conseguem um valor exato ou aproximado?

1° momento (1 periodo)

Com o0s grupos organizados, realizar as perguntas sugeridas acima,
fomentando a discussao em grupo e fazendo o registro das respostas. Conforme as
duvidas e dificuldades surjam, o(a) professor(a) pode auxiliar introduzindo novos

guestionamentos, proposi¢des ou direcionamentos.

2° momento (1 periodo)

Definido o sdlido a ser explorado pelo grupo, solicitar a coleta dos dados (com
o devido registro), indicando e auxiliando na escolha e uso das ferramentas de
medigdo. O(A) professor(a) deve levar para a aula diferentes instrumentos de
medida, tais como: fita métrica, régua, compasso, paquimetro, barbante, folha

milimetrada.

3° momento (2 periodos)

Realizacdo de uma plenaria com apresentagdo dos grupos, em que cada
grupo deve apresentar o solido estudado, considerando:

- Onde encontraram o solido;

- O que é e como é utilizado o sdlido;

- Porque esse sélido foi escolhido;

- Como realizaram a coleta dos dados;

- Outras maneiras de obter os dados.

Sugere-se que cada integrante do grupo deve explicar um item para que
todos possam participar, mas podendo sua resposta ser complementada pelo

colega, se necessario.
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AVALIAGAO:
Sera durante o processo de medicdo do objeto em grupo, bem como da
participacado na plenaria, especialmente no que se refere a compreensao do conceito

de solido de revolugéo.

REFERENCIAS:

ALMEIDA, W. L; SILVA, P. K; VERTUAN, E. R. Modelagem Matematica na

Educacao Basica. Sao Paulo: Editora Contexto, 2011.

DOLCE; O; POMPEOQ; J. N. Fundamentos de Matematica Elementar: Geometria
Espacial. Vol. 10. 5 ed. Sdo Paulo: Atual Editora, 1995.
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PLANO DE AULA 3

Instituicdo/Escola

Professor (a) Regente:

Disciplina: Matematica

Ano: 2024 Turma:

Data: Duracéo total da aula: 6 periodos

UNIDADE TEMATICA:

Geometria Espacial

OBJETOS DE CONHECIMENTO (objetivos):

Estudo de Sdlidos de Revolucgao aplicados

HABILIDADES:
(EM13MAT201) Propor ou participar de agdes adequadas as demandas da regiao,
preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medigdes e calculos de

perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.

PRE-REQUISITOS:

Sodlidos de Revolugéao

Recursos didaticos:

Solidos pesquisados pelos grupos e ferramentas de medicao.

DESENVOLVIMENTO:

1° momento (2 periodos)

Feita a coleta dos dados, agora passaremos para a etapa de resolugao, onde
os alunos vao organizar os dados coletados e fazer o modelo matematico, podendo
usar como apoio os solidos de revolugéo ja estudados e conforme a necessidade,

adapta-los dependendo do objeto escolhido.
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Perguntas que podem auxiliar na matematizagao e resolugéao:

a) Com quais solidos é parecido o objeto escolhido pelo grupo?

b) E possivel planificar o sélido escolhido no papel milimetrado?

d

e

)
)
c) E a projecao do objeto no papel milimetrado?
) Quais areas se pode calcular?

) E quais volumes?

f) Quais outras medidas podemos considerar?
2° momento (2 periodos)

Com base nas respostas do momento anterior, discutir com os alunos formas

de dividir o sdlido, sugerindo duas possibilidades:

a) com diferentes solidos regulares;

b) com troncos de cone.

Apds, encaminhar uma atividade para representar a figura plana a ser
rotacionada, com base nas possibilidades anteriores, conforme escolha de cada
grupo. Os grupos podem utilizar papel milimetrado e as medidas ja obtidas, bem

como das ferramentas de medida para conferéncia e busca de novos dados.

Temos um exemplo de solido calculado - uma taga - conforme figura abaixo.
Numa perspectiva de relacionar com objetos ja conhecidos, a taga foi dividida nas
seguintes figuras (do pé a boca): tronco de cone; cilindro; esfera; tronco de cone;
tronco de cone. As medidas de seus didmetros e alturas foram obtidas com auxilio

de régua, caneta e paquimetro, conforme apresentados na tabela abaixo.
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Figura 19: Taga

Fonte: Corréa (2024)

Sdlido (do pé a boca da taga)

Medidas

Tronco de cone

Diadmetro maior: D = 6,6 cm
Didmetro menor: d = 1,2 cm
Altura: h = 1,5cm

Cilindro

Diametro: d = 1,2 cm
Altura: h = 4 cm

Esfera (calota e/ou zona esférica)

Diametro: d = 7,8 cm
Altura: h = 6,5cm

Tronco de cone

Diametro maior: D = 5,8 cm
Didametro menor: d = 5,4 cm
Altura: h = 3 ¢cm

Tronco de cone

Diametro menor: d = 5,4 cm
Diametro maior: D = 7cm
Altura: h = 3,5¢cm




Com estes dados e aproximacao,
de sodlidos ja conhecidos. Por outro
representacado a partir de fungdes, confo
como a figura a ser rotacionada com as

so6lido, do pé a boca da taca.
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pode-se calcular areas e volumes a partir
lado, também é possivel buscar sua
rme dados obtidos na tabela abaixo, bem

coordenadas cartesianas do arco de cada

Solido (do pé a boca da taga)

Funcédo do arco

Tronco de cone

y=—18x + 3,3
Dominio: 0 < x < 1,5cm
Pontos extremos: (0; 3,3) e (1,5; 0,6)

Cilindro

y=20,6
Dominio: 1,5 < x < 5,5
Pontos extremos: (1,5; 0,6) e (5,5; 0,6)

Esfera (calota e/ou zona esférica)

y =3,9° — (x — 9,4)
Dominio: 5,5 < x < 12
Pontos extremos: (5,5; 0) e (12; 2,9)

Tronco de cone

Dominio: 12 < x < 15¢cm
Pontos extremos: (12; 2,9) e (15; 2,7)

Tronco de cone

Dominio: 15 < x < 18,5cm
Pontos extremos: (15; 2,7) e (18,5; 3,5)

Figura 20: Retas e curva da figura plana para rotagéo da taca

/

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Tronco Cilindro Esfera Tronco Tronco
de cone de cone de cone

Fonte: da autora (2024).
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Para encontrarmos as fung¢des afim, y = ax + b, a partir das medidas e dos

valores dos pontos extremos ja obtidos, temos

a = Y7 06-33 _ 270 _ 18
- - 15-0 1.5 ’

b=y1—a- x1=3,3—(—1,8)-0=3,3

A Funcdo Constante é caracterizada por apresentar uma lei de formacéao
f(x) = c, e pode ser obtida pelo mesmo processo da fungao afim, ou simplesmente

pela coordenada de y, ouy,,

Y=y, ou y=y,

~ . N . 2 2 . .
Para a fungdo da semicircunferéncia, y = \/r — (x—d),onderéoraioed

€ o deslocamento horizontal, temos

y =4/3,9° — (x — 9,4)°

Cabe destacar que as fungdes podem ser encontradas por diferentes
métodos, conforme a investigagao dos alunos e mediagao do professor.

E considerando uma aproximacao por troncos de cone, obtivemos a figura
plana a ser rotacionada, a partir da lista de pontos

P={(0,3.25), (1,2.1), (2,1.15), (3,0.7), (4,0.7), (5,0.75), (6,1.15), (7,1.90),
(8,3.15), (9,3.65), (10,3.85), (11,3.85), (12,3.5), (13,3.15), (14,3), (15,2.75), (16,2.75),
(17,2.75), (18,2.9), (19,3.5)}.
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Figura 21: Pontos dos trapézios da figura plana para rotagao da taga

0 1 2 3 4 5 § 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Fonte: da autora (2024).
3° momento (2 periodos)

Com base nos dados e representagcbes do sélido pelos grupos (duas
possibilidades sugeridas anteriormente), sugerir a constru¢gdo do modelo de

representacéo do solido, calculando:

- Area da figura de rotacio;

- Volume total do sdlido;

- Comprimento do arco externo ao sélido;

- Area de superficie;

- Outros dados especificos do solido: da taca, por exemplo, temos volume de

liquido, seja total, ou para diferentes alturas.
Usando como exemplo a Figura 21, vamos calcular a area lateral por

aproximacgao de troncos de cones. Primeiro, podemos buscar a geratriz, e depois a

area lateral de cada tronco de cone individualmente, a partir de

2 2 2
g =h +(R-71)
onde g é a geratriz, h é altura, R € o raio maior, r € 0 raio menor, e

AL = n(r + R)g
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Vale destacar que a geratriz também pode ser calculada de outras maneiras,

ja que é a distancia sequencial entre os pontos da lista P e representados na Figura

21. Por exemplo, ao primeiro tronco de cone, sua geratriz € a distancia entre os dois

pontos (0,3.25) e (1,2.1). Na tabela abaixo, s&o apresentados os dados calculados.

Tronco de cone Geratriz g (cm) Area lateral A (cm?)
(da esquerda para direita)

1 1,5239 25,5997
2 1,3793 14,0757
3 1,0965 6,3695
4 1 4,396

5 1,0012 4,5583
6 1,0770 6,4252
7 1,25 11,9712
8 1,6007 25,3818
9 1,1180 23,8714
10 1,0198 24,0157
11 1 24,178
12 1,0594 24,4497
13 1,0594 22,1212
14 1,0111 19,7451
15 1,0307 18,6087
16 1 17,27

17 1 17,27

18 1,0111 17,9376
19 1,1661 23,4336
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Por fim, basta somar todas as areas laterais (de cada tronco) para obter a

area lateral (ou de superficie) da taca. Portanto, tem-se A= 331,6784 cm?.

Com o mesmo exemplo podemos calcular o comprimento do arco externo,
pois ja que calculamos a geratriz, somando elas encontraremos o comprimento total

do arco externo da taga, obtendo 21,4042 cm.

AVALIAGAO:
Sera no decorrer da organizagdo dos dados, assim como se estao
conseguindo calcular com base nos sdlidos ja estudados ou se sera necessario

dividir o solido para calcular.
REFERENCIAS:

ALMEIDA, W. L; SILVA, P. K; VERTUAN, E. R. Modelagem Matematica na Educagéo

Basica. Sio Paulo: Editora Contexto, 2011.
CORREA; Karine. Fotografa, 2024.

DOLCE; O; POMPEO:; J. N. Fundamentos de Matematica Elementar: Geometria
Espacial. Vol. 10. 5 ed. Sao Paulo: Atual Editora, 1995.
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PLANO DE AULA 4

Instituicdo/Escola

Professor (a) Regente:

Disciplina: Matematica

Ano: 2024 Turma:

Data: Duracéo total da aula: 4 a 6 periodos

UNIDADE TEMATICA:

Geometria Espacial

OBJETOS DE CONHECIMENTO (objetivos):

Estudo de Sdlidos de Revolucgao aplicados

HABILIDADES:
(EM13MAT201) Propor ou participar de agdes adequadas as demandas da regiao,
preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medigdes e calculos de

perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.

PRE-REQUISITOS:

Sodlidos de Revolugéao

Recursos didaticos:
Solidos pesquisados pelos grupos e computadores com internet e/ou software

Geogebra.
DESENVOLVIMENTO:
1° momento (2 periodos)
Levar os alunos para o laboratério de informatica para explorar o programa
livre Geogebra. Pode-se utilizar uma versao online (http://www.geogebra.org/) ou

mesmo baixar o programa para o computador, ou ainda como aplicativo para

celulares (Geogebra, 2024).
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Nessa exploragdo do programa, sugerir e auxiliar os alunos a criar alguns
sélidos, especialmente os de revolugdo, como por exemplo: cilindro, cone, esfera,
entre outros. Nas Figuras 22 a 24 temos a representagcdo de tais sdlidos no

Geogebra online.

Figura 22: Cilindro no programa Geogebra
GeaGebra Calculadora | 4k Cecdssond0 - < g s

§ & ol 'y -

Fonte: da autora (2024).

Figura 23: Cone no programa Geogebra

= GeoGebra Calculadora | b Cecdesonid - = B oo

— —
Eoradry  Hels largeris - #

" w
. 5 o
Conuis dedon  Crcuin Cens
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Fonte: da autora (2024).
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Figura 24: Esfera no programa Geogebra

& comno - -

Fonte: da autora (2024).

2° momento (2 a 4 periodos)

Apos a exploragao inicial do Geogebra, utilizar os Objetos de Aprendizagem
(OA) que foram desenvolvidos para auxiliar na reconstrugdo e visualizagdo do
so6lido, além da comparagao dos resultados obtidos anteriormente.

Os Objetos de Aprendizagem estao disponiveis online ou para baixar, com

duas perspectivas de aplicagédo ja mencionadas nos planos anteriores:

1) Reconstrugdo de um sélido de revolugao a partir de fungdes, com base em
uma aproximacao por sélidos ja conhecidos: disponivel em
https://www.geogebra.org/m/n5f4ynyt

2) Reconstrugao de um sdlido de revolugéo a partir de pontos, com base em
uma aproximacao por troncos de cones: disponivel em

https://www.geogebra.org/m/zxfe3mv4

Nas Figuras 25 e 26 sao apresentadas a reconstru¢ao da taga como exemplo

de aplicacédo nos Objetos de Aprendizagem.
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Figura 25: Taga com aproximagao de sélidos ja conhecidos

Figura 26: Taga com aproximagao por troncos de cone

Fonte: da autora (2024).
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Essa ferramenta auxilia o professor a explorar ainda mais os sélidos de
revolugao, pois o solido pode ser rotacionado e posicionado de diversas maneiras,
diferentemente do uso do quadro branco e do papel quadriculado.

Para além da visualizagédo, nos OA ja estao calculados de forma automatica:
area de rotacdo; comprimento do arco; volume do solido; area lateral (superficie).
Assim, estes dados podem ser utilizados para comparacgao e validacdo do modelo

obtido pelos alunos.

AVALIAGAO:
Sera durante o uso do programa Geogebra, com base na inser¢gdo dos dados
e reconstituicdo do solido de revolugao que foi escolhido pelo grupo, bem como na

verificagdo dos resultados obtidos.

REFERENCIAS:

ALMEIDA, W. L; SILVA, P. K; VERTUAN, E. R. Modelagem Matematica na Educagéo

Basica. Sio Paulo: Editora Contexto, 2011.

DOLCE; O; POMPEOQ; J. N. Fundamentos de Matematica Elementar: Geometria
Espacial. Vol. 10. 5 ed. Sao Paulo: Atual Editora, 1995.

International GeoGebra Institute. Programa GeoGebra 6 [homepage na Internet].
Austria, 2024. Disponivel em: <http://www.geogebra.org/>. Acesso em: 30 junho
2024.
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PLANO DE AULA 5

Instituicdo/Escola

Professor (a) Regente:

Disciplina: Matematica

Ano: 2024 Turma:

Data: Duracéo total da aula: 2 a 4 periodos

UNIDADE TEMATICA:

Geometria Espacial

OBJETOS DE CONHECIMENTO (objetivos):

Estudo de Sdlidos de Revolucgao aplicados

HABILIDADES:
(EM13MAT201) Propor ou participar de agdes adequadas as demandas da regiao,
preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medigdes e calculos de

perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.

PRE-REQUISITOS:

Sodlidos de Revolugéao

Recursos didaticos:

Sdlidos pesquisados pelos grupos e computador com projetor.

DESENVOLVIMENTO (2 a 4 periodos):

Realizar uma plenaria final para apresentagcao do modelo e resultados obtidos
acerca do sélido escolhido por cada grupo, considerandos seguintes aspectos:

- Como foi representado o objeto do grupo como sdélido de revolugao? Quais
0S passos e processos realizados?

- O que foi mais facil nessa atividade de modelagem?

- O que foi mais dificil e desafiador nessa atividade de modelagem?

- Como foi 0 uso do programa Geogebra?
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- O que gostaram ou n&o nessa atividade de modelagem do objeto real?

AVALIACAO:
Avaliar a forma e conteudo de apresentagdo, considerando também a

argumentagao e participagao coletiva do grupo.

REFERENCIAS:

International GeoGebra Institute. Programa GeoGebra 6 [homepage na Internet].
Austria, 2024. Disponivel em: <http://www.geogebra.org/>. Acesso em: 30 junho
2024.
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4 CONSIDERAGOES FINAIS

Este trabalho propde uma sequéncia de ensino usando a metodologia de
Modelagem Matematica e recursos de Objetos de Aprendizagem. O uso do
programa Geogebra favorece a relevancia de visualizagdo do movimento de rotagcéo
nos solidos de revolugao, bem como para comparar os resultados dos alunos.

A sequéncia de ensino proposta contém 5 planos de aula, a partir das 4 fases
da Modelagem Matematica conforme Almeida (2011), incluindo um estudo prévio (ou
revisdo) dos sélidos de revolugéo no primeiro plano.

Este estudo traz uma proposta que torna a aula mais dinAmica e com o uso
de objetos do cotidiano dos alunos, com o intuito de maior interagao entre os alunos
€ com o professor.

Conclui-se que a sequéncia de ensino com o0 uso da modelagem matematica
e dos Objetos de Aprendizagem, tornam mais relevante, dindmico e aplicado o

estudo de Sdlidos de Revolucéo.
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