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RESUMO

A modelagem da propagagdo de trinca ¢ sempre um assunto importante para a seguranca de
componentes estruturais. Contudo, este assunto ¢ muito complexo, devido a propagacao de
trinca sofrer influéncia de varios fatores, tais como: propriedades mecanicas dos materiais,
tipo de carregamento e plastificacdo na regido da trinca etc. Quando o componente estrutural ¢
submetido a uma carga de impacto, a situagdo se complica muito, devido ao tempo da ag¢do de
impacto ser extremamente curto. Inicialmente este trabalho desenvolveu uma solu¢do para o
carregamento dinamico de uma barra em queda livre chocando-se transversalmente contra um
apoio rigido. Através desta solugdo podemos obter os dados como: deslocamento, velocidade,
aceleracdo, momento fletor e forca cortante em qualquer instante ao longo do seu
comprimento. Pela analise do resultado numérico obtido, denotamos que a solugdo em forma
de série pode ser trancada no quinto item, pois os termos subsequentes ndao tem influéncia
relevante no resultado. Podemos constatar com auxilio dos gréaficos, que a tensdo maxima na
superficie da barra ndo ocorre na secdo da trinca, até certo tempo ocorrido. Em seguida o
presente trabalho relacionou a tensdo de escoamento e a tensdo ultima do material, com a
dureza. Através do método de Palmeri e Cicirello, foi modelada a propagagdo de trinca, na
secdo da barra localizada sobre o apoio. Os resultados obtidos mostram que a maior
contribuicdo a for¢a motriz na propagagdo de trinca ¢ da energia cinética; a maior
contribuicao a resisténcia a propagacao de trinca ¢ dada pelo trabalho feito pela mola elastica
de rotagdo, representando a trinca. Quando a for¢a motriz € menor que a resisténcia, a trinca
cessa sua propagacdao. Porém o resultado revelou algumas necessidades para melhorar a
modelagem, especificando: a maneira de obter o coeficiente de flexibilidade da haste

contendo trinca, e o tratamento dos dados sobre a aceleragao instantanea.

Palavras-chave: Solucdo analitica fechada, resposta dinamica ao choque, viga de Euler

Bernoulli, dureza, coeficiente de flexibilidade, propagacao de trinca.






ABSTRACT

Modeling crack propagation is always an important issue for the safety of structural
components. This matter is very complex, due to crack propagation be influenced by several
factors such as: mechanical properties of materials, type of loading, lamination in the crack
region etc. When the structural component is subjected to an impact load, the situation is
further complicated, for the impact of action time is extremely short. Initially this work
developed a solution for the dynamic loading of a free falling bar crashing transverselly
against a rigid support. Through this solution data as displacement, velocity, acceleration,
bending moment and shear force at any point along its length can be obtained. By analyzing
the numerical result, we denote the solution in serial form can be locked in the fifth term, for
subsequent terms has no relevant influence on the result. We can see with the help of
graphics, the maximum stress on the surface of the bar does not occur in the crack section
until certain time has passed. Then this work has related yield stress and ultimate strength of
the material with hardness. Through Palmeri and Cicirello’s method, crack propagation was
modeled, in the bar section located over the support. The results show that the major
contribution to the driving force in the crack propagation is the kinetic energy; the largest
contribution to the crack propagation resistance is given by the work done by the spring
elastic rotation, which represents the crack. When the driving force is less than the resistance
crack propagation ceases. Still the results showed the need to improve the modeling,
specifying: a way to get the stem flexibility coefficient containing the crack, and the

processing of data concerning the instantaneous acceleration.

Keywords: Closed analytical solution, dynamic response, shock, Euler Bernoulli beam,

hardness, flexibility coefficient, crack propagation.
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1 INTRODUCAO

Os engenheiros de projeto se deparam com o problema de desgaste excessivo dos
materiais utilizados na construcdo de equipamentos € de seus componentes, principalmente
quando estes sdo submetidos as mais severas condi¢des de trabalho. Um exemplo claro de
meio agressivo, ¢ o processo de mineracdo de minério de ferro onde os equipamentos e seus
componentes sdo submetidos a choques e a abrasao. Nesta cadeia produtiva, a primeira etapa
consiste em extrair as rochas da jazida através da detonagdo de explosivos, estas rochas
possuem as mais variadas formas e tamanhos. Na segunda etapa, inicia-se o processo de
cominuicdo, que consiste em reduzir o tamanho destas rochas para liberar e separar as
particulas de minério de ferro da rocha hospedeira. Para realizar esta etapa sdo utilizados

moinhos de hastes cilindricas e de esferas, como ¢ mostrado na Figura 1.

Figura 1 - Moinho de hastes cilindricas e de bolas.

Revestimento Elementos
cilindrico moedores Coroa
b Y
N
: N / Bocade
Revestimento X descarga
lateral
‘\\ﬂ
5 Acoplamento
elastico
Motar
Skid
metalico Acoplamento

hidraulico
Mancal

Os moinhos sdo classificados de acordo com o meio de moagem, onde podem ser
utilizadas barras e esferas de aco. A moagem ¢ realizada por abrasdao e impacto das rochas de
mineral, com as superficies internas do corpo do triturador, e pelo impacto com o meio de
moagem, que esta em movimento no interior do moinho, a Figura 2 nos mostra o moinho de

barras cilindricas.
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Figura 2 — Moinho de hastes cilindricas.

Hastes cilindricas

O objeto de estudo deste trabalho, ¢ uma barra de ago do conjunto de elementos
moedores que em queda livre choca-se contra a rocha hospedeira de minério de ferro,
realizando a sua trituragdo ¢ moagem. Neste exato momento do choque, analisamos a
propagagdo de trinca dinamica, na se¢do do eixo que sofre maior esfor¢co. Sao mostradas na

Figura 3, as baras dispostas no interior do moinho.

Figura 3 — Barras no interior do moinho.
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Para que os equipamentos tenham uma vida atil maior, e um rendimento satisfatorio,
se torna imprescindivel que durante a fase de elaboragdo de projetos, além dos carregamentos
estaticos, seja levado em consideracdo também os carregamentos dindmicos a que serao
submetidos.

Esses esfor¢os variaveis ou flutuagdes induzem impactos e vibragdes, que alteram o
quadro geral de tensdes e deformagdes e causam interferéncias em equipamentos ou em
maquinas apoiadas nessas estruturas, instabilidades de operagdo, aceleragdo no desgaste,
reducdo na vida util, etc. A resposta dindmica de uma estrutura ao impacto depende,
essencialmente, das propriedades mecanicas como: resisténcia do material, rigidez, massa,
amortecimento e constituigdo da estrutura de acordo com Vaz (2008).

Em todas estas situagdes, a estrutura ou os componentes do equipamento pode vir a
falhar devido a esforcos excessivos ou a fadiga do material, resultante da variagdo ciclica da
tensao aplicada.

Segundo Molinari (2014), a falha dinamica de materiais ducteis ¢ decorrente de uma
grande gama situacdes, podemos citar dentre elas, a necessidade de otimizagdo dos processos
de fabricacdo, a falta de seguranca de estruturas expostas ao impacto, cargas explosivas e
processos que transmitem carregamento de choque. Naturalmente, quando submetidos a carga
dindmica o comportamento de materiais metalicos ¢ bastante distinto daquele observado sob
condigdes estaticas.

O desempenho do material esta relacionado com as propriedades que ele possui,
embora muitas vezes esta relacdo entre desempenho e propriedades ocorra de formas
concorrentes. Estas propriedades sdo expressas principalmente por propriedades fisicas,
mecanicas, térmicas, elétricas, magnéticas e Opticas. As propriedades dos materiais sdo a
ligacdao entre a estrutura de base e composicdo do material com o desempenho em servigo.
Podemos citar a dureza que € uma propriedade caracteristica dos materiais, € desempenha um
papel fundamental no desenvolvimento de dispositivos e maquinas cada vez mais sofisticadas,
Zhang (2011).

Infelizmente, com aumento da dureza outras propriedades sdo influenciadas, tornando
o material cada vez mais fragil, de modo que as trincas possam se formar e propagar
catastroficamente sem aviso. Ja foram registrados inumeros desastres de engenharia, que estao
relacionados diretamente a este fendmeno, cabe aos engenheiros envolvidos nos projetos
estruturais, estarem cientes das técnicas ja disponiveis para prote¢do contra o fendmeno de

fratura fragil. Podemos dizer que a dificuldade central na concep¢ao a ruptura de materiais de
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elevada resisténcia ¢ a presenca de fendas, que modificam as tensodes locais, assim, a analise
cuidadosa feita pelos engenheiros ¢ imprescindivel.

No instante em que uma trinca atinge um determinado comprimento critico, pode
propagar-se catastréficamente na estrutura, mesmo com uma tensdo menor que a calculada em
projeto.

A area de conhecimento dentro da mecanica dos solidos chamada de “mecénica da
fratura” € responsavel pelo estudo dos efeitos decorrentes da existéncia de defeitos e trincas
em materiais utilizados na fabricacdo de componentes de maquinas, através dela podemos
encontrar relagdes quantitativas entre o comprimento de trinca, resisténcia do material a

propagacao da trinca, forca motriz e velocidade de propagacao da trinca.

1.1  Objetivo geral

Diante desse aspecto, o presente trabalho tem como objetivo geral investigar e
modelar matematicamente através da aplicacao da teoria de Euller Bernoulli e da mecanica da
fratura, o perfil de dureza de uma haste de aco, que resista tanto ao desgaste por abrasdo,

quanto ao impacto.

1.2 Objetivos especificos

Para alcancar o objetivo geral de maneira satisfatoria pretende-se:

- Obter a solugdo matematica para o problema de impacto transversal em vigas,
através da teoria de vibracao e de vigas de Euller Bernoulli;

- Supor, racionalmente, a forma da distribuicdo de dureza em fungdo da distancia da
superficie da haste (viga);

- Estabelecer as relagdes de tensdo de escoamento, tensdo ultima de tracdo e
coeficiente de encruamento com a dureza do material;

- Realizar a modelagem dindmica da propagacao de trinca.

1.3 Justificativas

A industria de mineragdo possui equipamentos de grande porte, construidos para

suportar esforcos e agressdoes do meio em que operam. Pecas e componentes de reposi¢cao sao

itens fabricados a medida que ocorre o desgaste ou até mesmo o colapso dos mesmos em
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operagdo. Para diminuir custos de fabricacdo e aumentar a vida util destes componentes, ¢
necessario investigar os fendmenos fisicos inerentes ao processo. Sendo assim, o0
desenvolvimento de teorias e metodologias para analise destes fenomenos ¢ de suma

importancia para aumentar a vida util dos componentes submetidos a estes carregamentos.
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2 CONCEITOS GERAIS E REVISAO DE LITERATURA

2.1 Introducio

O processo de analise de falhas ¢ uma etapa fundamental de projeto para o diagndstico
de falhas fisicas que podem ocorrer em equipamentos € em seus componentes. Este processo ¢
muito complexo, e baseia-se de conceitos de varios ramos da mecanica, e da aplicacao das
mais variadas técnicas de observagdo e analise dos fendmenos inerentes a estes processos.
Nesta etapa, podemos identificar com clareza o principal fator que ird4 causar um problema e
também outros fatores com um grau de relevancia menor, mas que irdo contribuir também
para o aparecimento de falhas, Scutti (2002).

O principal tema de andlise em nosso estudo ¢ a propagacdo de trinca dindmica, € os
fatores que contribuem para a propagagao desta falha sdo a varia¢do de dureza, da carga e das
propriedades do material.

Em nosso estudo, o tempo ¢ uma varidvel muito importante, pois consideramos que a
barra ao chocar-se com um apoio rigido sofre um enorme carregamento em apenas alguns

milissegundos.

2.2 Mecanica da fratura

Griffiht (1920), deduziu uma ligagdo quantitativa entre tensao de fratura e tamanho da
falha, em seu trabalho publicado em (1920). Ele realizou a andlise em uma fenda de forma
eliptica aplicando uma analise de tensdes, baseado no trabalho de Inglis (1913), publicado em
(1913) para a propagacao instavel de uma trinca. Griffiht (1920) baseou-se na primeira lei da
termodinamica, para formular uma teoria simples de fratura utilizando a equagdo de balango
de energia. De acordo com esta teoria, a fratura torna-se instavel e, portanto, a fratura ocorre,
quando a energia de deformagdo se acumula até certo nivel, isto €, para que ocorra um
incremento no crescimento de trinca a energia de deformacgao liberada deve ser maior ou igual
a energia que € necessaria para formar novas superficies da trinca. Através deste modelo, foi
possivel prever corretamente a relagdo entre carga e tamanho da trinca em amostras de vidro.
Esforcos subseqiientes para aplicar este modelo para os metais foram insatisfatorios, uma vez
que este modelo pressupde que o trabalho de fratura provém exclusivamente da energia de

superficie do material, esta abordagem aplica-se apenas aos s6lidos idealmente frageis.
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Apbs estudar os trabalhos de Inglis (1913), Griffiht (1920) entre outros, Irwin (1956),
contribuiu com o estudo de mecanica da fratura desenvolvendo a teoria de Griffiht (1920)
para o estudo dos metais, incluindo a energia dissipada pelo fluxo plastico no local da ponta
da trinca.

Irwin (1948) desenvolveu o conceito de taxa de liberacdo de energia de deformagao, o
qual foi derivado a partir da teoria de Griftiht (1920), de uma forma mais clara e pratica para a
solucdo de problemas de engenharia.

Westergaard (1939) publicou um trabalho onde demonstrou uma técnica semi-inversa
para analisar as tensdes € o deslocamento na frente de uma trinca. Irwin (1948) utilizou este
trabalho para mostrar que a tensao ¢ o deslocamento na frente de uma trinca, poderiam ser
descritos por uma uUnica constante relacionada com a taxa de liberacdo de energia de
deformacao na ponta da trinca, hoje conhecido como fator de intensidade de tensao.

Rice (1968) desenvolveu outro parametro para descrever o comportamento nao linear
do material a frente de uma fratura. Sua teoria tinha como principal fundamento que a
deformacdo pléstica ndo € linear elastica, pode ser expressa como uma integral de linha,
chamada de integral J, avaliada ao longo de um contorno arbitrario em volta de uma ponta da
trinca.

Para a analise de uma fratura dindmica, procura-se levar em consideragdo o campo de
tensoes e deformacgdes junto a um defeito em nosso caso uma trinca. Existem trés variaveis
importantes que devem ser levadas em consideracdo na analise de mecénica da fratura, sdo
elas: a tensdo aplicada, tenacidade a fratura e tamanho da falha.

Quando a energia disponivel para o crescimento da trinca € suficiente para superar a
resisténcia a propagacao de trinca do material ocorre a sua propagacgao.

A modelagem ¢ a parte da solugdo de um problema de engenharia que visa obter a
descricdo matematica do problema, através da aplicagdo das leis da fisica. Estas leis muitas
vezes nao podem ser aplicadas diretamente ao sistema real, necessitando assim, a utilizacao
de suposigdes que simplifiquem estes problemas para encontrarmos a solugao.

A andlise de vigas submetidas a impactos transversais ja foi realizada por inimeros
cientistas. Os métodos utilizados para analise foram o de superposicio de modo Anderson
(1953), transformada de Laplace Boley e Chao (1955), a analise de caracteristicas Plass,

(1958) e do método de elementos finitos Yokoyama e Kishida (1982).
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2.3 Conceitos basicos sobre vibrac¢oes

Um dos mais frequentes problemas que nos deparamos em engenharia, ¢ a acdo de
movimentos oscilatérios em maquinas e componentes industriais, provocando um
deslocamento de sua posi¢cdo de equilibrio. Este tipo de deslocamento ¢ chamado de vibragao.

O fenomeno de vibragdo ¢ estudado a mais de 4000 A.C, e foi observado nos
primeiros instrumentos musicais desenvolvidos pelos chineses, hindus, japoneses e pelos
egipcios Rao (2008).

Um dos primeiros estudos sobre estes fendomenos foram atribuidos ao filosofo e
matematico grego: Pitagoras (582-502 A.C), que realizou experimentos com uma corda
vibratoria, utilizando um instrumento simples chamado de monocoérdio.

A corda vibratdria, também foi estudada por Galileu Galilei (1564-1642), que foi o
primeiro a mostrar que o tom, esta relacionado com a frequéncia de vibragao. Galileu também
estabeleceu os fundamentos para os estudos de sistemas vibratorios por meio de suas
observacgoes feitas em 1583 referentes aos movimentos de uma lampada suspensa de uma
catedral em Pisa, na Italia. Ele descobriu que o periodo do movimento era independente da
amplitude do balanco da lampada. Essa propriedade ¢ valida para todos os sistemas
vibratorios que podem ser descritos por modelos lineares.

A possibilidade de uma corda vibrar com varias de suas harmdnicas presentes ao
mesmo tempo, sendo o deslocamento de qualquer ponto em qualquer instante, igual a soma
algébrica dos deslocamentos para cada harmodnica, foi provada por meio das equagdes
dindmicas de Daniel Bernoulli (1700-1782).

A solugdo analitica da corda vibratoria foi apresentada por Joseph Lagrange (1736-
1813). Em seu estudo, Lagrange admitiu que a corda vibratdria, era composta por um nimero
finito de particulas de massas idénticas, espacadas igualmente e estabeleceu a existéncia de
um numero de frequéncias independentes igual ao numero de particulas de massa.
Considerando-se o nimero de particulas infinito, constatou-se que as frequéncias resultantes
eram as mesmas frequéncias harmonicas da corda estirada.

As vibracdes de vigas delgadas apoiadas e engastadas de varias maneiras foram
estudadas pela primeira vez por Euler em 1744 e Daniel Bernoulli em 1751. Essa abordagem
ficou conhecida como Euler-Bernoulli.

Mais recentemente, temos a contribuicdo de Stephen Timoshenko (1878-1972), que

apresentou uma teoria mais aperfeicoada de vibragdo que ficou conhecida como teoria de
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Timoshenko ou de vigas grossa, que considera os efeitos da inércia de rotacdo e da
deformacao por cisalhamento.

Chamamos de vibragdo ou oscilagdo, qualquer movimento que se repete, regular ou
irregularmente depois de um intervalo de tempo. Na area da mecanica, estes movimentos
ocorrem quando as pegas € componentes estruturais estdo submetidos a acdo dindmica de
forgas.

Um sistema vibratorio ¢ composto por um meio para armazenar energia potencial
(mola ou elasticidade), um meio para armazenar energia cinética (massa ou inércia) € um
meio de perda gradual de energia chamado de amortecedor.

Para que ocorra a vibracdo de um sistema, precisa ocorrer alternadamente a
transferéncia de energia potencial para energia cinética e de energia cinética para energia
potencial. Quando houver perda durante esta troca chamamos o sistema de amortecido.

Os graus de liberdade de um sistema sdo descritos como o niumero minimo de
coordenadas independentes requerido para determinar completamente as posi¢cdes de todas as
partes do sistema.

Um sistema vibratério pode ser descrito usando um nimero finito de graus de
liberdade, como exemplos tém-se: um péndulo simples, sistema massa-mola, sistema
torcional e mecanismo cursor-manivela-mola. Também um sistema continuo possui um
numero infinito de graus de liberdade, como exemplo pode-se citar uma viga em balango.

Segundo Thomsom (1978), cada particula de um corpo deformdvel necessita de
coordenadas para descrever a sua posicao, resultando dai que corpos desta natureza possuem
um numero infinito de graus de liberdade. Sistemas com um nimero finito de graus de
liberdade sdo denominados de discretos, e os que t€ém um nimero infinito de graus de

liberdade sdo denominados de continuos.

2.4 Vibracao livre e vibracao for¢cada

A vibragdo livre acontece quando um sistema oscila sob a agdo de forgas que lhe sao
inerentes e na auséncia da acdo de qualquer forca externa. No caso de vibragdo livre o sistema
podera vibrar com uma ou mais das suas frequéncias naturais, que sdo peculiares ao sistema
dindmico estabelecido pela distribuicdo de sua massa e rigidez.

Denomina-se vibragao for¢cada, quando ela ocorre sob a excitacdo de forcas externas.

Quando a excitacao ¢ oscilatdria, o sistema ¢ obrigado a vibrar na frequéncia da excitagdo. Se
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esta frequéncia coincide com uma das frequéncias naturais do sistema, acontecerd um

fendmeno, se chama ressonancia.

2.5 Teoria de vibragao das vigas de Euler-Bernoulli

Para aplicarmos a teoria das vigas de Euler-Bernoulli, devemos considerar as seguintes
premissas, da teoria elementar das vigas, sdo elas:

Existe um eixo na viga que ndo sofre tracdo ou compressdo, € 0 €iXo X sera
posicionado ao longo deste eixo neutro.

As secOes transversais perpendiculares ao eixo neutro no estado ndo deformado da
viga permaneceram planas e perpendiculares ao eixo neutro deformado, o que significa que o
cisalhamento pode ser desconsiderado.

O material ¢ linearmente elastico e as propriedades da viga sdo homogéneas em todas
as diregdes.

gy e g, sdo despreziveis quando comparadas com ay.

O plano xz, € o plano principal, veja a Figura 4.

Figura 4 — Viga sofrendo deflexao.

2.6 Estudo sobre vibragoes laterais em vigas.

2.6.1 Equaciao diferencial do movimento da viga

No primeiro momento foi feito um diagrama de corpo livre de um elemento da viga
em estudo mostrado na Figura 5, onde M(x,t) ¢ o momento fletor, V(x,t) ¢ a forga de
cisalhamento, e f(x,t) ¢ a for¢a externa por unidade de comprimento da viga. Visto que a forca

de inércia que age sobre o elemento da viga ¢:
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2
pA(x)deTZV(x, ) 2.1

a equagdo de movimento da forca na diregdo z ¢

—V+dV)+ f(x, Hdx+V = pA(x)de%v (x, £) (2.2)

Figura 5 — Diagrama de corpo livre de um ponto da viga sofrendo deflexao.

flx, 1)

M{x, 1) + dM(x, 1)

(5

|j nY be—ddx—+]

- — — — ——— . & USSR & — Y

Vix, ) + dV(x, f)

onde: p ¢ a densidade da massa, e A(x) € a area da se¢do transversal da viga. A equacao de
movimento do momento em relagdo ao eixo y que passa pelo ponto O na Figura 5, tem como

resultado a Equagao (2.3)

(M +dM)—(V +dV)dx+ f (. t)dx%—M:O (23)

anotando que

dV:a—de (24
Ox

dM :aﬂdx ..(2.5)

Oox
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agora desconsiderando os termos com poténcias ao quadrado de dx, Equagdes (2.2) e (2.3)

podem ser escritas como

oV o'w
—a(x, t)+f(x, t) = pA(x)?(x, t) (26)
oM
E(x, f)—V(X, f)ZO (27)

utilizando a relagdo V = dM/dx da Equagdo (2.5), a Equagdo (2.6) torna-se

2 2
1)+ £ (5 1) = pa(x) S (1) 28)

Sabe-se pela teoria elementar da flexdo de vigas (também conhecida como teoria de
Euler-Bernoulli ou teoria da viga delgada ou fina) que a relacdo entre o momento fletor e a

deflexdo pode ser expressa como

2
M (x, 1) :El(x)ZTv;(x, ) .(2.9)

onde E ¢ o mddulo de Young do material e I(x) ¢ o momento de inércia de 4rea da secgdo
transversal da viga em relagdo ao eixo y. A Equagdo (2.9) ¢ valida somente para o regime
elastico do material.

Inserindo a Equagdo (2.9), na Equacao (2.8), obtemos a Equacao (2.10) que descreve o

movimento, para a vibracao lateral forcada de uma viga nao uniforme

o* O*w o*w
— El(x)—z(x, t) +pA(x)—2(x, t) =f(x,1) ..(2.10)
ox ox ot

A Equagdo (2.10), ¢ valida para estruturas ou pegas que possuam modulo de

elasticidade homogéneo. Para nosso caso, apesar de que a dureza da segdo transversal variar
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em relacdo a distancia da superficie da haste, o mdédulo de elasticidade da haste ird alterar de
forma insignificante, devido ao fato de que a composicdo de carbono nao sofrer grande

variacao junto da variacao de dureza.

Para uma viga uniforme, a Equagao (2.10) reduz-se a

4 2
E1Y (2, 1)+ pA L0 (2 )= £ (1) L(2.11)
ox ot

Para vibragdo livre, f(x, t) = 0, portanto, a Equagdo (2.11), torna-se

o*w o*w

2

¢ ——(x,t)+—(x,¢)=0 .(2.12

() S () 1)

onde

o= [EL (2.13)
pA

2.6.2 Condicdes iniciais

Uma vez que a equagdo de movimento envolve uma derivada de segunda ordem em
relagdo ao tempo e uma derivada de quarta ordem em relagdo a x, onde sdo necessarias duas
condicdes iniciais e quatro condi¢des de contorno para determinar uma solugdo unica para
w(x, t).

Normalmente os valores de deslocamento lateral e velocidades, iniciais, sdo

especificados como: wy(x) e wy(x) em t = 0, de modo que as condi¢des iniciais tornam-se

w(x , t=0)=w,(x) ..(2.14)

ow

Py (x, tzO)zVo(x) ..(2.15)
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2.6.3 Solucio de vibracao livre

A solucao de vibracao livre pode ser determinada usando o método de separacdo de

variaveis como

w(x, t)=W(x)T(z) (2.16)

substituindo a Equagao (2.16) na Equacao (2.12) e rearranjando os termos, obtemos

_ cd—w (2.17)

onde: a = w? é uma constante positiva sendo assim a Equagdo (2.17), pode ser escrita como

duas equacdes diferencias ordinarias

4
dex)—ﬂ“W(x):o ..(2.18)
dx
dZT(t)+ T(t)=0 (2.19)
(0} = L.
dr’
onde:
2 2
4 O pAo
= = ..(2.20
B 2 (2.20)

A solucao da Equagdo (2.19) pode ser expressa como

T(t) =4 coswt + Bsenwt ..(2.21)
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onde A e B sdo constantes que podem ser determinadas pelas condigdes iniciais.

Para a solucao da Equagao (2.18), consideramos

W(x)=Ce™ .(2.22)

neste caso, C e s sdo constantes, ¢ deduzimos uma equacao auxiliar como

st—pt= (2.23)

as raizes da Equagao (2.23) sdao dadas por

S, =%p, S,. =i (2.24)

por consequéncia, a solucao da Equagao (2.18) torna-se

W (x)= G +Cre ™ +CoeP +Cpe ™ (2.25)

A Equacdo (2.25), também pode ser expressa como

W(x) = Cicosh(fx)+ C,senh(Bx)+ Cscos(Sx)+ Cysen(Px) ...(2.26)

onde C;, C,, C5 e C, sdo, em cada caso, constantes diferentes. As constantes C;, C,, C5 e Cy

podem ser determinadas pelas condigdes de contorno.

As frequéncias naturais da viga sdo calculadas pela Equagao (2.20), como

ET

_p2 [£L_ 2
o=p* = (A])

EI
pAl*

(2.27)
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onde / ¢ o meio comprimento da viga em consideracao conforme a Figura 6.

A fungdo W(x) € conhecida como modo normal ou func¢do caracteristica da viga e o €
denominada frequéncia natural de vibragdo. Para qualquer viga, havera um nimero infinito de
modos normais com uma unica frequéncia natural associada ao modo normal. As constantes
desconhecidas C; a C, na Equagao (2.25) ou na Equacdo (2.26) e o valor de B na Equacao
(2.27) podem ser determinados pelas condicdes de contorno da viga como indicado no

proximo subtitulo a seguir.

2.6.4 Condig¢oes de contorno

Para o caso em estudo, ilustrado na Figura 6, realizou-se uma analise profunda dos
fenomenos fisicos que sdo originados durante o processo de trituracdo de minério de ferro, e
claramente temos como caso extremo de solicitacdo a resisténcia do eixo durante o regime de
trabalho, no exato momento em que ele cai de uma altura / e se choca com uma unica rocha
bem no centro de seu comprimento.

Consideramos a rocha de minério de ferro como sendo um vinculo rigido
indeformavel, assim no momento em que o eixo toca seu centro ndo ocorrem perdas de
energia causadas por uma possivel deformagao do vinculo e através de emissdao de som.

Sendo assim podemos interpretar a meia viga como engastada, devido a simetria, e

dela extrairmos as seguintes condigdes de contorno:

Figura 6 — Viga deformada apo6s o choque com a base rigida.

AW
| 1
XT
0 s o T ] 1l |B X
= ~ T —
W(x.t)
TTNTTTT

Base rigida
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Extremidade livre x = [

O*w(x, 1)
Rlhia B2

Momento fletor = EI 5 0 ..(2.28)
X
2
Forcade Cisalhamento =g EI M =0 ..(2.29)
ox ox

Extremidade fixa (engastada) x = 0

Deflexaow(x, t)=0 ..(2.30)
Inclinag:dOsz 0 ..(2.31)
X

2.6.5 Obtencao das frequéncias naturais do sistema

Aplicando a primeira condi¢cao de contorno na equagao

(w)x=0 = Cicosh(f x0)+ C,senh( B x0)+ Cscosh(f x0)+ Cysen(fx0)=0 ..(2.32)
obtém-se
G+CG =0, .. C=-GC ..(2.33)

Para que possamos aplicar a segunda condicdo de contorno, temos que realizar a

primeira derivada da Equacdo (2.26), sendo assim

(c;_wj = BICsenh( B x0)+ Cycosh(f x0) — Cysen( x0)+C,cos (fx0)]=0 ..(2.34)
X x=0

1sto é
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BlC,+C]=0, . C,=-C, ..(2.35)
Pela condi¢dao dada pela Equagao (2.28), temos

2
[%} =p° [Clcosh,Bx + C,senhPBx —Cycos fx —Cysen fx ]x:l =0 ...(2.36)
x=l

sendo assim
B* [Clcosh(ﬂl) +C,senh(pl)—Cscos(Bl)— C4sen([)’l)] =0 ..(2.37)

Assim podemos rearranjar os termos substituindo as relagdes das Equagdes (2.33) e

(2.35), obtendo-se

[Clcosh Pl +C,senhfl+ Cicospl + C,sen ,Bl] =0 ..(2.38)
reescrevemos em fun¢ao de C; e C,

C, (cosh Bl +cosPl)+C,(senh Bl +sen Bl ) =0 ..(2.39)

obtendo-se a seguinte relacao

Q:_ senhf + senf! (2.40)
G, coshPl +cos Pl

Para realizar a terceira derivada podemos

3
[%} =B [Clsenh Bl +C,coshPl+Cisenfl — C4cosﬁl] =0 ..(2.41)
x=[

Utilizando as Equagdes (2.33) e (2.35), podemos reescrever a Equacao (2.41) da

seguinte forma



C,senhfl + C,coshPl—CsenPl+C,cosfl =0

colocando em evidencia os termos C; e C,, obtemos

C,(senhpl —senpl)+ C,(coshfl +cospl)=0

Obtemos das duas ultimas Equagdes (2.42) e (2.43), as seguintes relagdes

C, _ coshpl+cospl

G, senhfl —senpl

anotando que

C, _ senhfl+senfl
C, coshPl+cospl

assim sendo, obtemos
Da relagao entre as Equagdes (2.40) e (2.44), obtemos

coshPBl+cospl  senh B+ senpl
senhPl—senfl coshpl+cospPl

as quais se reduzem para a Equagdo de autovalores

coshPBlscosPl+1=0

44

(2.42)

(2.43)

(2.4

..(2.45)

.(2.46)

(2.47)

..(2.48)

Esta ultima Equagdo (2.48) ¢ satisfeita por um nimero de valores S, correspondendo

a cada modo normal de oscilagao:
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4
g [ gy [EL g [E7R_poR [E 2.49
0, =B, —([)’n) + =B, = ..(2.49)
pA pAl PR 2 Jo,

Paran=1, 2,3, .....

Os valores estes que sao para o primeiro e segundo modos 1,875 e 4,695,

respectivamente. Em consequéncia a frequéncia natural para o primeiro modo ¢

_1,875* |EI 3,515 |EI

..(2.50
] I* pA I* pA (2:50)
Tabela 1 — Condicdes de contorno para uma viga fixa-livre.
Condig¢des nas Equagdo de Forma modal Valor de S,/
extremidades frequéncia (fung@o normal)
da viga
Fisafne cosP,lscoshfB,l W, (x)=C,[senB,x—senhf,x pl=1875104
+an(cosﬂnx—coshﬁnx)]

nde B,1=4,694091

o - senP l-senhf,l
cosP,l-coshp,l

BI=7854757

B,=10995541

Fonte: Vibragdes Mecanicas, Singiresu Rao, 42Edi¢cdo P-284.
Substituindo C; = —C3, C; = —C, e C; = —x C,, na Equacao (2.26), tem-se

W(x) =—oc CycoshPx + Cysenh Bx+ o< Cycos fx — C,senPx ..(2.51)

organizando os termos, encontramos

W (x)=C,[—senPx+senhfBx+a,(cosPx—cosh fx)] ..(2.52)



2.6.6 Ortogonalidade das fun¢des normais

As fungdes normais W (x), satisfazem a Equagao (2.18)

,d'w
C

dx*

(x)—’W(x)=0

46

.(2.53)

Sejam W;(x) e W;(x) as fungdes normais correspondentes as frequencias naturais

w; e w;(i # j), de modo que

d‘w,
¢ 7 ~0° W, =0
x
e ainda
d*
2 J 2 _
c 0 jWJ =0

(2.54)

.(2.55)

multplicando a Equagdo (2.54) por W; e a Equagdo (2.55) por W;, subtraindo as equagdes

resultantes uma da outra e integrando de 0 a [, temos

I 4 I 4

_ d'w.
I czd—Vf’Wl-—a)ziWiW,- dx—j c? 4-’ Wi_a’sz,-Wi dx=0
g dx” ' 0 dx o

podemos escrever na forma

l 5 l

c "m "
e LA A
0 /0

-

onde uma ‘linha’ (“) indica diferenciacdo em relagdo a x.

.(2.56)

.(2.57)

O lado direito da Equacgao (2.57), pode ser avaliado usando integragdo por partes para

obter
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2 " " "
jW.W.dx:—— WW' —W W, +W,'"W, —W.'W."] ..(2.58)

Podemos mostrar que o lado direito da Equacdo (2.58) ¢ zero para qualquer
combinacdo de condi¢cdes de extremidade livre, fixa ou simplesmente apoiada. Em uma

extremidade livre, o momento fletor e a forca de cisalhamento sdo iguais a zero, de modo que

W =0, W' =0 ..(2.59)
W =0, W =0 ...(2.60)

W' =0, W=0 .(2.61)

Visto que cada termo no lado direito da Equagdo (2.58) € zero em x = Qoux =1,
para qualquer combinagdo das condi¢des de contorno das Equagdes (2.59) a (2.61), a Equacao

(2.58) se reduz a

I

IWl.W_jdx =0 ..(2.62)
0

O que prova a ortogonalidade de fungdes normais para a vibragdo transversal em

vigas.
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2.6.7 Vibracao forcada

A solugdo de vibragdo forgada de uma viga pode ser determinada com o método da
superposicao de modo, para que isto seja possivel, consideramos que a deflexdo da viga seja

dada por

W(x, t):iWn(x)qn(t) ..(2.63)

onde W,(x) ¢ o enésimo modo normal ou fungdo caracteristica que satisfaz a equacdo

diferencial

2 (x)-wiW,(x)=0 (2.69)
sendo assim, a Equacdo (2.64) toma a seguinte forma

4
24 Wn4(x)

—pAw)W,(x)=0; n=1,2,... ...(2.65)
dx

onde q,(t), ¢ a coordenada generalizada no ené¢simo modo.
Substituindo a Equacdo (2.63) na equag¢do de vibragdo forcada, Equacdo (2.11),

obtemos

0

d4W 0 2
EIZ#CEX)% (t)+ pAZ]:Wn (x)%: f(x, 1) -.(2.60)

n=1

em vista da Equacado (2.65), a Equagao (2.66) pode ser escrita como
C C d*q, () 1
2
oW (x L)+ YW (x)—5—=—f(x,t ..(2.67
;zl (), (1) ;zl 2 (%) 12 pAf( ) (2.67)

multiplicando toda a Equagéo (2.67), por W}, (x), obtemos



49

iijn(x)q,,(r)Wm(x)+pAiWn(x)d2q"(t)Wm(x):LAf(x,t)Wm(x) (2.68)

Z.O:a)iWn(x)qn(t)Wm(x)+iWn(x)Wm(x)én:f( o t)Wm(x) ...(2.69)

Observando que f(x, t) é a forca externa por unidade de comprimento da viga, ou

seja para o caso estudado
f(x,t)=—pAg=Constante ..(2.70)

entdo podemos transcrever a Equagao (2.69) para a seguinte forma
D o, (x)a, ()W, (x)+ D W, ()W, ()i, =g W, (x) L(2.71)
n=1
integrando a Equacao (2.71) de 0 até [, tem-se
. 1
ijqn (t)IWn (x) dx+2q IW )W, (x)dx——gIW dx (2.72)
n=1 0
ela ortogonalidade, isto ¢
1 1 1
@, 4 (z)J'szqum (r)IWm2 (x)dx=— gIWmdx (2.73)
0 0 0

trocando os indices m por n, assim temos

b

n

]
®,%q,(1)+d,= —éj (. (2.74)
0



onde
i
b = I W 2dx
0
e anotando a constante

I
0, :—bé-[Wn(x )dx
0

entao
o.q,(1)+4,H=0,

ou seja

dt? "

2
d qna)mz[%(t)_&}o
anotando

pa(1)=a,(1)-25

n

e como Q,,/w,? ndo é uma fun¢io dependente do tempo, temos

consequentemente

2
Lo, (1)
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(2.75)

.(2.76)

(2.77)

.(2.78)

(2.79)

..(2.80)

.(2.81)



A solucao da Equacao (2.81), ¢ dada por
p.(t)=4,coso,t+B,senw,t

ou seja

[N

2
(0]

n

q,(t)=A,cosot+B,senwm,t+

q,(1)=—w,(4,senw,t—B,cosw,r)

Assim através da Equacao (2.52), tem-se com a subsitituicao C,= C,

W,(x)=C,[-senB,x+senhpBx+a,(cosB,x—coshp,x)]

n

entao

1
0, :—bé‘([Wn (x)dx=

n

n

1
gj' C, [ senf,x—senhf x—oa,(cosf,x—coshf,x) ]dx od
— 0 —

]
ij.o[ senf,x—senhf x—oa,(cosf,x—coshp,x) ]2 dx C,

onde

1
I [ senfB,x—senhPB,x—a,(cosp,x—coshf,x) ]dx
0

1
[ senfB,x—senhf x—a,(cosp,x—coshf,x) ]2 dx
0

d,=

assim, obtemos a expressao de deslocamento lateral
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.(2.82)

.(2.83)

.(2.84)

..(2.85)

..(2.86)

..(2.87)

..(2.88)



o0

w5 0)= 3 W, ()4, (1)=

n=l1

o0

:zCn [ —senf x+senhf x+a,(cosf,x—coshp,x) ]qn (1)

n=1

Pela condigdo inicial de posi¢do w(x, 0) = 0, e segundo a Equagdo (2.83)

sendo assim, a Equacao (2.90) fica na forma

A, +i"2=0
Cna)n

isolando-se A4,,, temos que

d
A, :—g—”2
Cna)n
entao
d d d
q,(t ):—g—”zcosa)nHanena)nH & = & “(l-cosw,t)+B,senaw,t
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.(2.89)

.(2.90)

.(2.91)

(2.92)

.(2.93)

.(2.94)

Da relacdo que denotamos através da Equagdo (2.84), também lembrando a condig¢ao

inicial de velocidade dada por

w( x,0)=V,(x)

.(2.95)



junto com a Equacao(2.89), temos

(oo}

Vo (x ):ZC” [-senB,x+senh B x+a,(cosB,x—coshP,x)]q,(t)

n=l =0

1sto é

pela Equagdo (2.84), temos
7,(0)=w,B,

sendo assim
i
.[VO( x )W,dx=w,B,b

m-—m-m

0

considerando V,(x) = —V,, = constante, entdo

m-m-m

I
—VOIWmdxza) B b
0

ou seja
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.(2.96)

(2.97)

.(2.98)

.(2.99)

..(2.100)

.(2.101)



!
—VOCMI[ —senf,x+senhp, x+a,(cosp,x—coshp,x) |dx=
0

I
:a)mBmICi [ —sinf, x+sinhf, x+a,, (cosf,x—coshpf,x) ]2 dx
0

ainda

!
VOJ. [senp,x—senhp,x—a,(cosp,x—coshp,x)|dx
C,B,=—"

m=m Ji
a)mj. [senﬂmx—senhﬂmx—am(cosﬂmx—coshﬂmx)]2dx
0

Relembrando da relagdao denotada na Equacgao (2.89), temos

0

:ZC” [-senB,x+senhf,x+a,(cosp,x—coshp,x) |x

n=1

d
x[g—”z(l—c osw,t)+B,senw,t]

n-—n

ou seja

w( X, t ):Z[ —senfB,x+senhf, x+a,(cosPB,x—coshf, x) ]

n=1

2
Q)

n

x{ gd, (1-cosw,t )+C,B,senw,t

Levando a Equagdo (2.105) a Equagdo (2.107), obtemos
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.(2.102)

.(2.103)

.(2.104)

.(2.105)

.(2.106)

.(2.107)



55

w( X, t ):Z[ -senfB,x+senhf x+oa,(cosp,x—coshf, x) ]x

n=1

..(2.108)
{ gdz” ( l-cosw,t )+V0—d”sena)nt }
w, w,
trabalhando seus termos, temos como equacao final
W(x, t):Z[—S enfB,x+senhf, x+o,(cosf,x—cos hﬁnx)]x
n=l1
d r [22]
x—= i(l—c 05w, )+V,s € nwnt}z Z[—s enf,x+senhp x+a,(cosp,x—coshf,x)kx
0, o
nLen n=1
P [ 2
xln & (ij +Vy o s(w,t+¢,)
..(2.109)
onde
4
tgp,=n .(2.110)
g
aceleracao
*wxt) —
a(x, t)= (;V(;C LZ[—S enf, x+senhp, x+a, (cosﬂnx—coshﬂnx)]x
t
= (2.111)

2
xd @, (éj +V02c:0s(a)nt+(pn)
®

n

velocidade



56

v(x, t)z%:’tLZ[—s enf, x+senhf, x+o,(cosp,x—cosh ﬂnx)]x

n=1

(2.112)

Q]

n

2
xd, (éj +Vy* cos(w,t+p,)

Esta ¢ a expressdo completa do delocamento lateral da barra depois do choque com
uma pedra. O desenvolvimento do célculo de d, consta no Apéndix A. O valor de d,, se
aproxima de 2/f, ! rapidamente quando n aumenta, podemos observar este fato na Figura 7.
Isto implica que perfil de deslocamento W,, aproxima de zero com aumento do item n, nas
séries segundo as Equagdes (2.109), e (2.111) e o perfil de velocidade aproxima-se de d,V,

segundo a Equagdo (2.112). Por isso, na pratica trancando-se a série n = 10, tera uma

excelente precisao.

Figura 7 — Relagdo de d,, comn

07 z ; ! ;

valor de dn

Index n da série wnix t)
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3 RESULTADOS DO IMPACTO CAUSADOS PELO CHOQUE

3.1 Dados conhecidos

Os dados necessarios para alimentar o programa Matlab foram:
Meio comprimento da viga: L=7,25" = 2,21 m;

Raio da haste: R=2"=0,0508 m;

Moddulo de elasticidade: E= 180 GPa;

Densidade da haste p= 7850 kg/m’;

Gravidade: g=9,81m/s;

Altura de queda: h= 5,0 m;

Velocidade no inicio do choque: Vy = /2gh = 10,93634 m/s

3.2 Obtencio das curvas de distribuicdo de momento fletor

Buscamos agora demonstrar como foi realizado o estudo do momento fletor maximo
para o fendmeno fisico estudado.
Pela Equagdo (2.9), o momento fletor ¢ dado realizando a segunda derivada da funcao

w(x, t), representada pela Equagio(2.109), sendo assim, temos

2 0
M(x,t ):El%:El E BrsenBx+senhBx+a,(-cosp,x—coshB,x)]x
n=l

(0]

n

2
(| & _ (E] +Vy’cos(wt+e,)
LG

A Figura 8 até a Figura 13 ilustram a variagdo dos momentos fletores M, (x, t) no

intervalo de tempo 25,0 ms a 26,0 ms.



Momento Fletor(MM-m)

Momento Fletor(M-m)

i
=]
=1
(4]

01

0.2
0

'
=]
[=1
[}

i
=1
-

0.2
0

Figura 8 — Momento fletor no instante t=25,0 ms.

Tempo=25.0ms

045 1 1.5 2 25

Figura 9 — Momento fletor no instante t=25,2 ms.

Tempo=25.2ms

0.5 1 145 2 25
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Momento Fletor(M-m)

Momento Fletor{MMN-m)

0.1

0.25

-0.3

Figura 10 — Momento fletor, tempo = 25,4 ms.

Tempo=25.4ms

0.25
0 0.5 1 15 2 25
x(m)
Figura 11 — Momento fletor, tempo = 25,6 ms.
Tempo=25.6ms
0.05

0.5 1 1.5 2 245
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Figura 12 — Momento fletor, tempo = 25,8 ms.

Tempo=25.8ms

=
=
(&)

&
o

Momento Fletor(MM-m)

Figura 13 — Momento fletor, tempo = 26,0 ms.

0.05 ,

=
=
o

=}
o

Mamento Fletor(MMN-m)

Tempo=26.0ms

0.2 !
0 05
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Podemos observar na Figura 11, que o momento fletor atinge seu valor absoluto

maximo no instante de 25,6 ms.
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3.3 Obtencao dos graficos de tensao

A tensdo maxima de tragcdo ocorre na superficie superior da haste, sendo representada
pela Equagdo (3.2), substituindo a fun¢do w(x, t), e resolvendo a segunda derivada, tem-se a

Equagdo (3.3)

2
G( X, t ):—M( ki )RZEI—a W, t)><£

(3.2
7 ol 1 (3.2)

o(x,t ):Elz‘ﬁj [senB,x+senhB,x+a,(-cosPB,x—coshp,x) |x
n=1
..(3.3)

2
xdn g _ (i] +V02cos(wnl+§0n)
a)n

A forga cortante, que ¢ determinada através da Equacao (3.4), onde

V(xt ):% .(3.4)

Realizando a derivada da Equagao (3.1), tem-se como solugdo a Equacao (3.5),

descrita abaixo

V(xt ):Elz‘ﬁj [cosB,x+coshB,x+a,(senf,x—senhf,x) |x
n=1

(3.5

2
xdn g (i] +V02cos(a)nl+§0n)
a)n

n n

Podemos acompanhar o comportamento das curvas de tensdo normal e de tensdo
cisalhante através de graficos gerados no programa Matlab.
A Figura 14, apresenta a distribuicdo da tensdo na superficie da barra, variando-se o

tempo entre o intervalo de 25,4 ms até 26,0 ms. Pela figura, percebemos que a tensdao normal
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maxima esta sobre o apoio, quando x = 0. Dependendo da resisténcia da superficie, o inicio

da fratura pode ocorrer neste instante.

Figura 14 — Tensdo na superficie superior com variacao de tempo entre 25,4 ms e
26,0 ms, com altura de queda igual a 5,0 m.

Gréafico da tensdo na barra em relacdo a posicéo
H I H H H H H

4000

3000 | ---cb--ook

Tempo= 25 4ms
Tempo= 25.5ms
Tempo= 25.6ms
Tempo= 25.Yms
Tempo= 25.8ms
Tempo= 25.9ms

Tempo= 26.0ms

2000

1000

Tensdo na barra (MPa)

1000 H H H H | H H H H i H H H H i H H 1 H i
0 K

Posicdo x(m)

Podemos verificar que no instante de tempo de 25,6 ms, a tensdo na superficie da barra
atinge o maximo valor, 3000 MPa. Na Figura 15, foram representadas as curvas de tensao
cisalhante média (= V /A), no mesmo intervalo de tempo, onde podemos observar que ela

atinge o maximo valor, 150 MPa, no instante de 25,6 ms.

Figura 15 — Tensao cisalhante média na superficie superior.

Tensdo Cisalhante Média (MPa)
150 - -

Tempo= 256 4ms
Tempo= 25.5ms
Tempo= 25 6ms
Tempo= 25.7ms
Tempo= 25 8ms
Tempo= 25.9ms
Tempo= 26.0ms

Tensdo Cisalhante Média(MPa)

50 H H 1 H i H H H H i H H H H i 1 H H H i
0 .

Posicdo x(m)

Na verdade, a tensdo ndo ird atingir este valor, porque a barra quebraria bem antes.
Podemos interpretar que durante o intervalo de tempo entre zero até 25,6 ms, a tensdo na
barra aumenta com o passar do tempo e ocorre o valor maximo sobre o apoio.

Na Figura 16, estd sendo demonstrada a tensdo normal na superficie no apoio (MPa)
em relagdo ao intervalo de tempo de 25,4 ms até 26,0 ms. Podemos observar que ocorre um

pico maximo no exato momento em que temos o instante de 25,6 ms.
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Figura 16 — Tensao normal na superficie no apoio

Tensdo maxima no apoio vs tempo
3200 : ; : : ;

3000

2800

2600

2400

2200

Tensdo maxima no apoio (MPa)

2000

1800

1600
254 255 256 287 2538 259 26

Tempo (ms)

3.4 Obtencao das curvas de deflexido

Realizamos a andlise das curvas de deflexdo para a fungdo w(x,t), obtida pelas
deducdes feitas no Capitulo 2. Para a execucao do calculo, foi utilizado o programa Matlab,
no qual obtemos o resultado da deflexdo da ponta livre da barra, graficamente representado na
Figura 17 com o intervalo de tempo entre 0 ms e 500 ms.

Certas propriedades do movimento oscilatorio sdo de interesse na medida de vibracao,
como podemos observar na Figura 17, onde temos um valor de pico determinado da deflexao
em funcdo do tempo. Para nosso estudo, somente o primeiro pico de deslocamento ¢

relevante, sendo que neste momento pode ocorrer o inicio da trinca.
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Deflexdo vs Tempo

Figura 17 — Deflexao da ponta da barra livre vs tempo
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Podemos observar que o pico maximo ocorre entre os intervalos de 18 ms e 21 ms
aproximadamente,

Na Figura 18, podemos observar claramente que quando ocorre a passagem de tempo
de 18 ms para 19 ms, ocorre uma diminui¢do da deflexdo mas logo em seguida no instante de
20 ms, ocorre um acréscimo da deflexdo, chegando em seu valor maximo.

Podemos gerar sete curvas da deflexdo, Figura 19, uma para cada tempo especifico, a
primeira em azul, para o tempo exato de 18 ms, para o tempo de 19 ms temos a cor vermelha

e a curva de cor rosa para o tempo de 20 ms.

Figura 19 — Deflexao da ponta da barra livre vs tempo

Deflexdo vs Tempo
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1905
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Podemos concluir que a falha da barra somente poderd ocorrer até o instante de 25,6
ms. Pela Equacdo (2.109), podemos encontrar o tempo exato no qual a barra comeca voltar

para a sua posi¢ao de repouso.
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4 PROPRIEDADES DO MATERIAL COM ENCRUAMENTO: PERFIL DE
DUREZA, EQUACOES CONSTITUTIVAS, DENSIDADE DE ENERGIA DE
DEFORMACAO

4.1 Modelo matematico do perfil de dureza da secio transversal da haste

Entre a superficie até o centro da haste, existe uma variacao de dureza. Na superficie
desejamos uma elevada dureza para suportar o atrito, mas para o centro existe uma regido de
transicdo em que observamos uma diminui¢do da dureza até um ponto em que o material
segue com suas propriedades originais oriundas do seu processo de fabricagao.

Podemos observar na Figura 20, trés curvas ficticias, as quais representam os perfis de

dureza que podem ocorrer na haste em questao.

Figura 20 — Curvas representando dois pertfis de dureza.

A H(s)

Pontos de
inflexdo

Ho

He

= |— —
w

Sm

Supondo que o perfil de dureza obedeca ao seguinte modelo matematico

H(s)= +H, (4.1
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onde s ¢ a distancia radial de um ponto considerado a superficie da haste.
As trés condi¢des que foram dadas, sdo:
a) Na superficie s = 0: H(0) = H, = 850(kg/mm?).
b) No centro da haste s = R: H(R) = H, = 674(kg/mm?).
¢) Noponto s =s,, < R,ocorre a inflexao.
O valor de s,,,¢é responsavel pelo ajuste de forma da curva de dureza. Quando o valor

de s,,,(< R) for pequeno, a curva de dureza caird mais rapida e aproximando ao H.

4.2 Coeficiente de encruamento do material

O coeficiente de encruamento » de um material ¢ obtido durante a fase plastica, onde
ocorre o fendmeno de encruamento, que podemos descrever como um aumento continuo da
tensao, isto implica na necessidade de aumentarmos a tensao para que ocorra a deformagao do
material, Cipriano (2008). O valor de “n” ¢ uma constante do material, sempre inferior a um,

quanto maior esse valor, mais encruado encontra-se o material, temos a seguinte relagao

G=ke" (4.2)

onde 0 ¢ &, sdo a tensdo verdadeira e deformagdo verdadeira respectivamente; k ¢ uma
constante que pode ser determinada pela tensdo de escoamento inicial e o modulo de
elasticidade; o expoente n € o coeficiente de encruamento do material. Pela Equagdo (4.2),

podemos obter

o, =k .(43)
€
o, =ke" .(44)

No ensaio de tragdo, a tensdo nominal ¢ definida por



F F, 1 &
O =—=— =
4, 4

" AV AV
A A

onde, a tensao Verdadeira(g ) , ¢ dada por

- F
o=—
A

e Ay e A sdo areas transversais, inicial e atual.

A deformacao verdadeira (6_‘ ), ¢ definida por

&= lniz lni
I, 4

considerando que o material ¢ incompressivel no regime plastico.

Sendo assim, tem-se
Podemos relacionar também

4
A

r
ly
pela Equagao (4.7), tem-se

A _p
A

levando a Equacao (4.10) para a Equagao (4.5), temos
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(4.5

.(4.6)

(A7)

(4.8)

(4.9)

.(4.10)

L(411)
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Sabemos que a resisténcia a tragdo do material pode ser identificada na curva nominal

do ensaio o ~ € no ponto mais alto da curva. Derivando o, em relagdo a, €, tem-se

Z—fznkg"—le—g —kg"eF =ke"E" (n-z) (4.12)
I

entdo a deformagdo ultima verdadeira correspondendo a tensdo ultima verdadeira ¢€

determinada por Z—fzo, ou seja
£

)
I
S

(4.13)

Isto implica que o coeficiente de encruamento do material ¢ igual a deformagao ltima

verdadeira, d—f .
de

4.3 Relacao entre tensao de escoamento, tensao ultima e coeficiente de encruamento

com a dureza do material

Pavlina (2008), apods analisar dados de mais de 150 experimentos, de agos
hipoeutetoides e também de acos ndo austeniticos, sugere em seu trabalho que as correlagdes

de tensao de escoamento e tensdo ultima com dureza, podem ser dadas através de

0,=—90,7+2,876H, (4.14)
c,=-99,8+3,734H, (415

onde a tensdo de escoamento g, € a tensdo ultima o, estdo na unidade MPa, e Hy, ¢ a dureza
da piramide de diamante conhecida também pelo nome de dureza Vickers, com unidade
kgf/mm?.

A dureza Vickers ¢ uma forma de classificagdo da dureza dos materiais, neste método,
¢ usada uma piramide de diamante com angulo de diedro de 136° que ¢ comprimida, com uma
forca arbitraria "F", contra a superficie do material. Calcula-se a area "A" da superficie

impressa pela medicdo das suas diagonais. A carga plena ¢ aplicada normalmente durante um
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tempo de 10 a 15 segundos. As duas diagonais da endentacdo deixadas na superficie do
material depois da remocao da carga sao medidas usando-se um microscopio. Com os valores
lidos calcula-se a média aritmética. A seguir calcula-se a area da superficie inclinada da
endentacao.

A dureza Vickers ¢ o quociente obtido dividindo a carga (em kgf) pela area da
endentacao.

O encruamento do material ¢ definido como sendo o endurecimento por deformagao a
frio. Quanto mais forca age sobre o corpo, mais resistente ele se torna. Analisando o gréafico
de tensdo (o) e deformagdo (€), quando ocorre um aumento continuo da tensdo, durante o
ensaio, apos o escoamento do material.

Isto ocorre devido as interacdes entre as discordancias que impedem o escorregamento
dos planos cristalograficos, formando barreiras para a deformagao.

Podemos medir o encruamento através do coeficiente de encruamento, representado
por “n”. O valor de "n" ¢ determinado por uma relagdo matematica empirica, considerando
que a parcela da curva tensdo-deformacao real ou verdadeira entre o escoamento € a estric¢ao
¢ representada por uma equagdo exponencial:

Cahoon (2011), conclui em seu estudo, que as medicdes de dureza podem ser
utilizadas para determinar a tensdo de escoamento, o coeficiente de encruamento e a tensdao
ultima para uma vasta gama de materiais, tais como aluminio, bronze e aco.

A relagdo entre tensdo ultima g,,, coeficiente de encruamento (n) e dureza Hy,, ¢ dada

por

..(4.16)

onde 0,, ¢ medida com a unidade kgf/mm?.

Para nosso estudo, seria melhor ndo introduzir mais dados que necessitam serem
determinados através de experimentos, exceto a dureza do perfil na se¢do transversal da haste.
Isto implica que o coeficiente de encruamento (n), deverd ser determinado pela dureza
também.

Por isso, igualamos a Equagdo (4.15), com a Equagdo (4.16), assim obtemos
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H n
0,1( —99,8+3,734H, )=ﬁ[ . 2”1 ; ] .(4.17)

onde a escala 0,1 ¢ introduzida, devido a transforma¢do de unidades:
1 MPa =0,1kgf/mm?2.

A Equagao (4.17) pode ser escrita da seguinte maneira

n n
1L08286H,—-28,942=H ..(4.18
g VE 0,217 ] (4-18)
ou seja
n(1nn—ln0,217)+1nHV—1n(1,08286HV—28,942)=O ...(4.19)

por qual podemos obter a funcdo do coeficiente de encruamento em relacao a dureza:
n=n(Hy) ..(4.20)

Para obter isso, necessita usar método numeérico.
4.4 Densidade de energia de deformacao
Sabemos que as solicitagdes mecanicas aplicadas na haste, produzem tensdes dentro

dos limites elasticos e plasticos, conforme a Figura 21, tem-se as fases bem distintas no

grafico de tensdo versos deformacao.
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Figura 21 — Grafico de Tensao x Deformacgao

FASE ELASTICA __| - FASE PLASTICA
O i

—_— —— e —— —————————

o

u

ol DEFORMACAO

Para simplificar e facilitar a modelagem, supomos que a curva seja caracterizada como

sendo exponencial como mostrada na Figura 22.

Figura 22 — Grafico de tensdo verdadeira (c) versos deformagdo verdadeira (g).

Nesta figura temos os seguintes termos abreviados:



74

O,= Tensao ultima verdadeira ou resisténcia de tracao;
O.= Tensdo escoamento verdadeira inicial;

€,, = Deformacao tltima verdadeira;

€. /= Limite de deformagao elastica;

€¢y = Deformagdo elastica, correspondente ao descarregamento da tensdo a partir de G, até

Zero.
Entdo, as deformagdes sao dadas através de
o
(i= (4.21)
o
g, =—* ..(4.22
w = (4.22)

A densidade de energia de deformacao absorvida ¢ calculada pela area sob a curva de
o ~ g, ou seja, a area OABCDO, da Figura 22, ou também podemos encontra-la realizando a

seguinte integracao

u-eu

W, =fadg—%a ¢ (4.23)

A
a equagdo constitutiva
S—ke" ...(4.24)
onde, n = §, , e k, é determinado por

o —ke" ..(4.25)

e el

entao
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5:06(1] ..(4.26)
mas como

o,=F¢,; ...(4.27)
entao

5o L) 428)

Ge
trabalhando a Equacao (4.28), obtemos
...(4.29)

Para o material que atinge 7,,, € descarrega em zero, o trabalho absorvido por unidade

de volume unitario € a area sombreada da curva  — &, isto ¢

1 oo 1 h "
W, =—0,€,+ J.O'dg——augw :—( c,-o0, )+ Jae £ de ...(4.30)
2 2E

gei

1 n+l
fu ] —e,. (431)

1 2 2 O, ntl ot 2 2y, O
w :—{0' -o +4’8 —-&. |=——o,"—0,)+—%|¢g..
T2EVe ) (n+1)e" L ] AR Y £,

pela Equagdo (4.32), temos

.(4.33)

Entao, a densidade de energia de deformagdo absorvida ¢ dada por
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—i(aj—aj )+E(f’_2 [& " (4.34)

onde W, ¢ em fun¢io da distancia radial §, a partir da superficie da barra até o ponto em

estudo, g,,(s), 0.(s), sdo calculados pelas Equagdes (4.14) e (4.15) respectivamente.
4.5 Tenacidade a fratura

Griffith (1920), em seu trabalho intitulado como; “The Phenomena of Rupture and
Flow in Solids”, aplicou a primeira lei da termodinamica voltada para analisar a propagagao
de trinca em materiais, onde se tem por defini¢do que, quando um sistema passa de um estado
de nao equilibrio para um estado equilibrado, ocorre uma diminui¢do da energia liquida.

Segundo Anderson (2013), a resisténcia a propaga¢do de trincas ou a tenacidade a

fratura do material ( GC ), pode ser expressa como

GC=2(}/P+}/S ) ...(4.35)

onde:

¥s, € energia consumida durante a quebra das ligagdes atdmicas/moléculas, em uma
superficie unitaria;

Yp, € energia plastica, em uma superficie unitaria.

Geralmente para materiais ducteis, como nosso caso de estudo, ys, pode ser

desprezado em relagdo a y,,.

Podemos definir também a tenacidade a fratura do material ( G, ), como

G. =Y (4.36)
= (4.

onde dU,, € a energia necessaria para a criagdo de novas areas, ou seja, € a energia necessaria

para que ocorra a propagacao da trinca, em quantidade de area dA.
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4.6 Taxa de liberacido de energia para a propagacao da trinca

Irwin (1956) propdés uma abordagem energia de fratura que € essencialmente
equivalente ao modelo de Griftith, exceto que a abordagem de Irwin estd em uma forma mais
conveniente para resolver problemas de engenharia. Irwin definiu uma taxa de liberacdo de
energia G, que ¢ uma medida da energia disponivel para realizar um incremento de extensao
de trinca, Anderson (2013).

Quando o sistema de trinca ¢ submetido ao carregamento, a energia do sistema se

acumula. Define-se a taxa de liberagdao ou de propagagdo de trinca como

L
dA

(4.37)

Aqui o termo “taxa* ndo se refere a derivada ao tempo assim a taxa de mudancga na
energia potencial com a 4rea fraturada. Como G € obtido pela derivada da poténcia, ¢
chamada também como for¢a motriz de propagacdo de trinca. Pode-se aprovar a seguinte

relagdo no regime elastico:

:KI2 _|_K112 _|_Km2
E'" FE 2u

.(4.38)

onde K;, K;; e K;;;, sdo fatores de intensidade de tensdes correspondendo os trés modos de

propagacao de trinca: I, II e III respectivamente; , ¢ o modulo de elasticidade transversal e

E (Estado de tensdo plana)

E={ E N ..(4.39)
5 (Estado de deformag¢do plana)

I-v
Para o0 nosso caso de estado, apenas existe o modo I, de propagacao de trinca, sendo

:(I_UZ)KI2
E

G ..(4.40)
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5 SOLUCAO DO PROBLEMA DA VIGA DE EULER-BERNOULLI, CONTENDO
TRINCAS.

5.1 Modelo matematico da propagacio de trinca na se¢ao transversal da haste

A solucdo completa do movimento da viga no exato momento do choque com um

apoio rigido em seu centro € expressa pela Equacao (2.109), ou seja

, )= R 4 t ..(5.1
w(z ) ;wn(z)wn{wn ncos(a)n +q0n) (5.1)
onde
2
V,= (ij +Vy’ (52)
a)}’l

a velocidade ¢ dada por

v( zZ,t ):an(z)ngnsen( w,t+, ) ..(5.3)

n=1

Podemos obter a aceleragao através de

a(zt )=an(z)dna)nVncos( w0t +¢, ) (5.4
n=l1

onde

w,(z)==senf,z+senhf, z+a,(cosB,z—coshf,z) ..(5.5)

No exato momento em que ocorre o surgimento da trinca, temos
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- n| & _y ..(5.6

w( z, to) ;wn(z)wn{wn ncos(a)ntoﬂon) (5.6)

v( z, t, ):an(z)ngnsen( w,t,+o, ) ..(5.7)
n=I

a( z, t )=an (2)d o, V,cos(w,ty+¢, ) ..(5.8)

n=l1

A equagdo governante da vibracao da viga ¢ dada pela Equagdo (2.10), ou seja

o° o o°
az—z{El(z)aT?(z, z)}pA(z)?;”(z, t)=f(z, 1) (5.9)

Quando uma trinca surge, a obtencao da solu¢do dinadmica da equagdo acima ¢ muito
dificil, devido ao fato de ocorrer a variagao da rigidez a flexao EI junto com a propagacao da

trinca.
Caso soubermos a aceleragdo no instante Z;, podemos transformar o problema

dindmico para estatico, assim

2 2 2
a—z{EI(z, zl.)%”(z, tl.)} = f(z, ti)—pAaaT;V(z, t)=q(2) ..(5.10)

154

Viérios pesquisadores ja propuseram métodos para resolver o problema de vigas
contendo trincas submetidas a cargas estaticas como Joyce e Hackett (1989), Landes e
Herrera (1988) e Hahn e associados (1974).

Adotamos o método sugerido pelos pesquisadores Palmeri e Cicirello (2011), onde seu
trabalho apresenta uma técnica numérica para analisar a vibragdo livre em vigas de secao
transversal uniforme, com rachaduras. Eles definem que a partir da se¢dao de trinca, ocorre a
formacdo de duas partes chamadas de subestruturas, e estas estdo ligadas por uma matriz

flexional, tendo em vista que as for¢cas que agem sobre o corpo derivadas da mecénica da
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fratura, através de fatores de intensidade de tensao adequados foram encontradas expressoes
de taxa de liberagdo de energia de deformacao.

Vamos supor que o deslocamento da haste u, ¢ para baixo, possuindo valor positivo, e
uma trinca surge no apoio bem no centro do comprimento da haste, podemos tratar o caso

levando em conta a relacdo de simetria da haste, e tratar somente um lado da haste,

consideramos este ponto como sendo z =0, conforme a Figura 23.

Figura 23 — Surgimento de uma trinca na haste.

2(0+)

Assim podemos reescrever a Equagao (5.10), da seguinte forma

o° o o°

ax—{El(z, tl.)gb;(z, z,.)}f(z,ti)—pA?g‘(z, t)=q(z) (5.1
onde

q(z)= pAg - pAa(z, t,) = pA[g—a(z, tl.)] .(5.12)

tendo a(z, tl.) = a(z, to) = cte, como suposi¢cdo, devido a dificuldade de obtencao da solugao
dindmica da Equagdo (5.11), com propagacao de trinca.
Segundo Palmieri e Cicirello (2011), todas as grandezas serdo transformadas para

adimensionais. Para isso, multiplica-se a Equagéo (5.11) por: / 3 / Elyje z=(1
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3 3
Z—L{LEI(Z, )2 [iu(gl)ﬂzpfl[g—a(é’l) L (5.13)
El, ld¢ | 1dS de\dg 1 EI,
anotando
~ I(z,t,) I({l,¢
1(¢)= ( )= ( ) .(5.14)
Iy 1y
~ ulz) u(g!
(¢ )= (2)_u<h) (5.15)
[ [
onde:
u(z),deﬂexdo (positiva no sentido para baixo);
¢(z), fungdo de inclinagdo;
q(z),¢ a carga transversal sobre a haste (positivo se para baixo).
. & P pdgl pAa(CLt)’ .
= =pA| g-a(z,t,)|—= V=g-a(l) . (5.16
() q(z)Elo pA g—a(z Z)JEIO 7 T a(l) (5.16)

onde: 0<¢ <1, ¢ um parametro correspondente a posi¢do z ; /,,, ¢ 0 momento de inércia sem

trinca e

. pdgl’

g=— .(5.17)
0

. pAa( Lt )P

a(¢)= (L) (5.18)

El,
entdo a equagdo governante assume a seguinte forma

[ EIi"(€) |"=4(0) (5.19)
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onde: g(¢{) ¢€ carga estatica equivalente adimensional

A solucao encontrada pelos pesquisadores Palmeri e Cicirello (2011), ¢

i(¢)=L"(UGs))=Cy+C ;+ N +—cg Ehllve

+Zn:7j(g 5
j=1

£ (et )[C2+Clé' E ” .(5.20)

A fungdo de rotagdo da linha elastica ¢ dada por

#(& )= (©)=-C,-Ct 5 C&* =37 ©)

_ZHZV_;'H( ¢ )[ G0+ (¢, ”

..(5.21)
O momento fletor adimensional ( ¢ )e a forga cortante I;( ¢ ) sao dados por
~ MEhl - "
mO="E 1) (6)=-C,-C¢ -3¢ (5.22)
1y
(1) 8
7()="E Eri )= -3¢ -(5.23)
El,
onde:
C, ~C,, sdo constantes que serdo determinadas por condi¢des de contorno
(}[”’] (&), € o primitivo de ordem m da carga ¢( &)
¢ o parametro de flexibilidade da j-ésima trinca dado por
El,
=0 ..(5.24
}/J K/l ( )
K;,

¢ a rigidez eléstica da mola rotacional correspondendo a j-ésima junta interna que sera
determinada na Sec¢ao 5.6.
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Aqui a trinca ¢ modelada como uma mola elastica rotacional,
H (C ), ¢ a funcdo generalizada, chamada a funcdo de Heaviside, que tem as

seguintes propriedades:

0, £ <0;
H(¢)=ollo=[ s(epe={ )5, c=o (5.25)

1, ¢>0.
H'(¢)=56(¢) (5.26)
IH(C ME=CH(C) (5.27)

onde O ( ¢ ), ¢ a fungdo de Dirac

5(5):{30 Zg (528)

Para nosso casso, ha apenas uma trinca localizada no éj ;= 0.

5.2 Solucio estatica na primeira propagacio de trinca no tempo ¢, , =1,

Os primitivos da carga é( 4 ) podem ser obtidos por integracdes, assim
(¢)=[als Me=[(g-a(¢) pg=ac-[a(¢ g (5.29)
notando a Equagdo (5.17) para o instante [, , tem-se
a(¢)=- pAaCLi)l ’””3 Zw &Dd,o,[ V,eos( o+, )] .(5.30)

El,



o sinal negativo ocorre devido que u(x), € positivo para baixo,

cima.

Denotamos que

3
p,=PA

0

wV,cos(w,t,+o,)

entao

- é(é)daziwn(:l)l?ndqz
n=l

0

=ZD,, I[—s enB,Cl+senhB,Cl+a,(cosp,Cl-coshB,CNdS
n=l1

- p
:Zlﬁ

n=l1 n

{[cosﬁn§l+coshﬁn§l+an(senﬁné’l—senhﬂné’l)]}

- cosp,Cl+coshpB, 1+
Zl . (senB,Cl—senhp,(l)

n= }’l

da mesma maneira, obtém-se

] e 88 N D, [(senp,Clrsenhp, i)
7 (C)I ({)é’ 2 nzl:([ﬁn)zl+an[—cosﬁn§l+coshﬂn§l]

2 o0
" cosﬂ ClcoshB, 1)+
q (év I nZ: 1B n 14-05 —senf3, G l—senhf, Cl]

4] [~ ggz D, {(—senﬂn§l+senhﬂn§l)+
1 (C) .[q (C) 6= 24 n1([ﬂn)4l+an[c0sﬂn§l—coshﬁn§l]
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contra w(x), positivo para

(5.31)

(5.32)

.(5.33)

(5.34)

.(5.35)

..(5.36)



pelas condigdes de contorno naturais: 17(1):0 , € pela Equagdo (5.23), tem-se

="'

—C,-3"(1)=0=C,

pelas Equacdes (5.34) e (2.44), tem-se

~|1 ~ ~
d =g = =2
pela condigdo de contorno natural, M (1)=0e pela Equacao (5.22), tem-se

-G,-Ci—¢ g (1)=0

através das Equacoes (5.34) e (2.45), tem-se

=&
g~ 5

entao

N |09

(NS} |0Q1

Cy=—C, - (1)=g-

- 1 .
~Ci=40) 75| C:+3%(0) |20

pela Equagao (5.34), tem-se

pela condi¢do de contorno essencial @(0)=0, e pela Equagado (5.21), tem-se

(5.37)

.(5.38)

.(5.39)

..(5.40)

(5.41)

(5.42)

..(5.43)



pela Equagao (5.35), tem-se
(=0

entao temos

-G, —% %mm (0)}:0

€= S+t ((»}

pela condi¢do de contorno essencial, #(0)=0 e pela Equacao (5.20), tem-se

C,+31(0)=0

entdo pela Equagdo (5.36), temos

Ci=3"(0)=0
assim obtemos

Ci=—¢

C2:—§/2
C=-1/2&/2+37 )|
C,=0

levando C,~C,, as Equagdes (5.20)~(5.22), obtém-se

7)1 £ } e

#0)=E (o-a+ ) E () ] [

4n 71§H )

[ 5 +l (O)}

87

(5.44)

.(5.45)

..(5.46)

(5.47)

(5.48)

..(5.49)
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o)L ()} g; 71H(S)[ 4 (Oﬂ (5.50)
0= %iw (0)} [§+q[2](0)}=l2{§+q[2](0)} .(5.51)
11¢)E+a6-3¢) (5.52)
O R US [2+q (Oﬂ (553)

Temos como relagdo entre as fungdes de ¢ adimensionais com as fungdes de z.
u(z)=u()! ..(5.54)

M($)EL,

M(z)= ..(5.55)

Podemos denotar que o trabalho feito pela mola rotacional ¢ dividido por dois, pois se

aplica a metade da haste, ¢ dado por

1 CVEL oo VEL [ 2
M Op0)=— @(0") ﬁ{ﬂzw (O)H ..(5.56)

A energia de deformacdo ¢ dada por

(EIO ?
!

1
_Ely (2
) = ‘([M (©)de (5.57)

T2EI,

(=)
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5.3 Solucio estatica com trinca no tempo tl.(i>1)

A equagdo governante ainda mesma como a Equacao (5.19)

2 ~
d‘éz (ELa" () )z(}(g) .(5.58)

onde, a carga estatica equivalente adimensional ¢ dada por
(e (A .(5.59)

Pela qual ja possuimos os valores discretos (j(cj 1.) em pontos & ;j que sdo distribuidos no

intervalo [ 0, 1] regularmente e assim, temos

~ 1
EI(C):H-;/I—é(é’) ...(5.60)

anotando que

EIi"($)=1f,,()=—M({) (momento fletor) .(5.61)

entdo, com as condi¢des de contorno

M(1)=0
V(l):dﬂi 0 ..(5.62)
dg |,

podemos obter a solucdo em valores discretos pelo médulo ode 45 do Matlab

I (€N=4"E HCy e =M (§) (5.63)
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Para obter #(¢{), e a inclinacdo da barra ¢({)=-u'({), ainda precisamos resolver a

equagao diferencial

EI)i" ()= £, () (5.64)
ou seja
i) =478 i ()= For (O 471 F1 (S Q) (5.65)

essa equacao pode ser dividida em duas equacdes, com a seguinte forma

@($)=1 (&) ...(5.66)
() =711 (§)3() (5.67)
onde

w($) =1, ($)+1,($) .(5.68)

a Equacdo (5.67), pode ser resolvida, pois

i5()=11 i (OH ()
...(5.69)
onde, H({) ¢ a fungdo de HEAVISIDE

i,() =71y OV H(E) =7, [ (0)C (5.70)

ainda pode-se obter

BO0)=7fu OHO =277, 0 5.71)
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u,(0)=0 ..(5.72)
Para resolver a Equagdo (5.66), precisamos duas condigdes de contorno,

i1,(0) e 1, (0) . Mas possuimos duas condi¢des de contorno: #(0)=0 e @(0)=— (0)=0,

ou seja

i1,(0)+1,(0)=0=>1,(0) =—il, (0)=0 (5.73)

i (0) 40, (0) =07 (0)=-5(0) == 7,/ ()

entdo podemos obter o angulo de inclinagdo da barra, através da Equagao (5.74), abaixo

H(E) =i (=IO )11 Fu OV H (=T, ()1 Fr (OH () (5.74)
WO I OHCUEOHC 7 Fu (00 =1, (i (00 -(5.75)
onde

T =i (GG, (5.76)
e

L= Greg+c, (5.77)

que possuem os valores discretos obtidos pelo ode45 do Matlab.

Podemos determinar o trabalho feito pela meia mola rotacional através da
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1
2

MO0 )= =2 0)(0°)- EZI‘)fmm-[ﬁ(mgylfmm} (5.78)

5.4 Critério de propagacao de trinca

Supondo que no instante ¢

., a viga contém uma trica de comprimento a, e
exatamente no instante #,=¢, ;+Af, a trinca ja tenha propagado, por unidade de érea, da .

A variacao de energia de deformagao elastica ¢ dada por

AU(AI):U(II.)+%M(O,II.)(p(O,tl.) ..(5.79)

onde, os valores obtidos sdo sempre em relagdo a configuragdo do tempo anterior ¢=t, ;.

Devemos lembrar que este calculo deve levar em consideragdo somente a metade da
viga, devido ao fato da simetria.

Temos agora o trabalho realizado pela for¢a de gravidade, que ¢ dado por

1

l
AW, (A t)=j(pA dzg)|u(z, t,.)]=p,4glzju(.r;, t)dS (5.80)
0

0

A parcela de energia cinética no instante ¢, |, ¢ dada por
. I
Ek(ti_1)=5ijdzv2(z, i) ..(5.81)
0

Abaixo calculamos G, pela equacao (4.36). Devemos ter consciéncia que G, nao ¢
constante para 0 nosso caso, porque a dureza varia conforme a distancia de um ponto em
consideragdo a superficie, consequentemente, a quantidade de plasticidade também varia com
a distancia. Supondo que a trinca inicie na superficie e propaga-se até uma profundidade a,

como mostra a Figura 24.
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Figura 24 — Layout da trinca na regido fraturada

/ area fraturada
4

hY

A resisténcia a propagacdo de uma a area elementar dA=2beda, ¢ o consumo da
energia plastica, ¢ representada por

b
de(s)dV jwd(s)dxdary 1¢b 1 (k 2
AG, (a,At)=" b =—I w, (s)— =L | dx ..(5.82)
dA 2beda bJo or\ o,

Figura 25 — Perfil para célculo de energia plastica, com uma trinca de profundidade ‘a’.

Ra

onde 7,, o raio da zona plastica na fronteira da trinca ¢ dado por: (Anderson), conforme a

Figura 26.
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Figura 26 — Regido plastica na ponta de uma trinca.

Regido plastica

2
r, :%p:é(gj (5.83)

O fator de intensidade de tensao tipo I, ¢ dado segundo James e Mills (1988), em seu
estudo sobre propagacao de trincas em perfis de roscas de elementos fixadores. Neste estudo,
foram encontradas varias solugdes para k, levando-se em conta a forma da se¢do de trinca,
circular ou semicircular. Os resultados obtidos sdo decorrentes de duas formas de analise:
pelo modo experimental e o outro através de (FEM). O trabalho mostra que houve uma
grande coesdao de resultados entre varios pesquisadores, gerando entdo uma equagdo

polinomial para descrever o fator de intensidade de tensdo

k,(a)zY(a)ax/E:Y(a) ﬂaMR“ ..(5.84)
2 3 4
Y (a)=1,04— 364( ]+1686( ] —32,59(1] +28,41(i] ..(5.85)
2R 2R 2R 2R

onde M, é o momento fletor na se¢do da trinca, e R, ¢ a distancia da fronteira da trinca até o
centroide C, da 4rea intacta na se¢do da trinca, /,, € 0 momento de inércia da area intacta em

relagdo com o eixo que passa no seu centroide C

6b1,} o, I, o, (s)

AGc(a,At)ZMI w, (s )( r ((“))] adx (M] 6bj AICFN ..(5.86)
0



95

a forca motriz de propagagao de trinca ¢ dada por

AG,=AW,~AU-AE, ..(5.87)

onde a variacao de energia cinética ¢ dada por

AE =E(t;)-E(t) ...(5.88)

pelo equilibrio de energia na propagagdo da trinca, tem-se

AG,=AG_.(a,At) ...(5.89)
1sto é
AW, -AU—(E,(t,)-E,(t_)=AG, ..(5.90)

entdo a energia cinética no instante ¢
E, (t,)=AW,-AU+E, (t_,)-AG, ..(5.91)
esta energia deve ser maior ou igual a zero.

Verificamos que o lado esquerdo da Equagdo (5.91) ndo ¢ negativo, assim podemos

confirmar a propagacao da trinca. Caso contrario, se for negativo, a trinca ndo ira se propagar.

5.5 Determinacio da velocidade e aceleraciio no instante (¢,)

Quando a trinca surgir, a solu¢do do Capitulo 2, ndo ¢ mais valida. Como o tempo no
choque ¢ muito curto, o perfil de velocidade em relacdo a abcissa z, ndo deve ser alterado

significativamente, entdo supomos que a velocidade no instante ¢, possui um perfil de

distribuicao parecido com a Equagdo (5.7), assim

Wz, tl.)zC[s enPiz—senhPz—a,(cospfz—cos h,Blz)] ..(5.92)
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onde adotamos o primeiro item do somatdrio da Equagdo (5.7), n=1, e C, ¢ uma constante a

ser determinada.

Assim energia cinética no instante Z;, pode ser obtida através de

I
E, (tl.):%ijvz (z,1)dz=C2E, (1,.,) (5.93)
0

pela Equagdo (5.91), obtemos

oo \/A W, (A)-AU(AD+E,(t,,)-AG,(a,At) .(5.94)

E (4)

Como suposi¢cdo, adotamos a aceleracdo como constante durante toda a analise do
problema.

u(z,t;), € obtido pelo método sugerido por Palmeri e Cicirello (2011), na Secdo (3.1)

com a aplicacdo da forca de inércia constante.
5.6 Obtencao da rigidez a rotacdo da viga com uma trinca central de profundidade «

Para obter a rigidez rotacional da barra com uma trinca de profundidade a, supomos
que a fenda da trinca divida a haste em duas sec¢oes, estas por sua vez vao estar ligadas através
de uma mola rotacional, substituindo a trinca. Supondo que a barra receba um par de
momentos fletores em suas extremidades conforme a Figura 27, a taxa de liberagao de energia

de deformacao ¢ calculada pela Equacao (5.95)

Figura 27 — Barra circular submetida a um par de momentos.

L A

M(———-— R e bz—-— ——- \7/\4
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J(a):K_Iz:i(y(a) ;m@] :%(Y(a)JE?] M? .(5.95)

onde, Y(a), ¢ o fator de correcdo, aplicado ao fator de intensidade de tensdo, ¢ dado por

2 3 4
Y(a)=1,04-3,64 - 11686 = | —32,59 - | +2841| = .(5.96)
2R 2R 2R 2R

segundo Kissa e Gurel (2007), a relagdo entre a energia de deformacao e a area pode dada

atraveés

J=ov

i (5.97)

Segundo o teorema de Castigliano, o deslocamento angular causado pela trinca na

dire¢do de a pode ser denotado como

p=—" aM anJ(a x)dA ...(5.98)

onde A, ¢ a area trincada representada pela Figura 25.

Assim podemos expressar o coeficiente de flexibilidade C, através da relagéo entre o

as fungdes provenientes da forma da trinca, e do fator de intensidade de tensao como

_0p _ 52 27 2 )
Ty I (a)dA= ( jIY a)a 4= ( ]JY (a)abda ...(5.99)

onde

b=y R*~(R-a)* ...(5.100)
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b, ¢ a distancia do ponto de analise, R, ¢ o raio da haste e a, ¢ a profundidade da trinca. Em

consequéncia a rigidez da mola rotacional, ¢ dado por

M 1
k=M _ ..(5.101)

O coeficiente de flexibilidade com propagacao de trinca esta sendo mostrado pela
Figura 28, onde podemos perceber que o coeficiente ¢ muito pequeno até a propagacao de
trinca atingir 20% do didmetro da haste; somente apos 40% da propagacao o coeficiente

obtera um aumento acelerado.

Figura 28 — Coeficiente de Flexibilidade.

Flexibilidade devido a propagagdo de trinca
35 T T T T T T T T T

30+

25+

—
m
T

Cf=grausMm

1 1 1 1 1 1
] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
FPercentagem do comprimento de trinca em relagdo do diametro da haste
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6 RESULTADOS E ANALISES

Utilizando os mesmos dados, na Secao 3.1, como segue:

Meio comprimento da viga, L= 7,25” = 2,21 m, raio da haste, R = 2= 0,0508 m,
moddulo de elasticidade, E = 180 GPa, densidade da haste, p= 7850 kg/m3 , gravidade, g =
9,81m/s, altura de queda, h = 20 pés = 6,096 m, e velocidade no inicio do choque, V, =

J2gh =10,93634 m/s

Selecionamos o seguinte perfil de dureza: HO = 434, Hc = 345, Sm = 0,02145 que ¢
mostrado na Figura 29. A sua tensdo de escoamento na superficie ¢ de 1966,8 Mpa, segundo a
Equacao (4.14).

Para atingir esta tensdo de escoamento na superficie superior, na secdo de suporte,

onde este sujeito o surgimento de uma trinca, podemos encontrar o tempo necessario f;, que

¢ igual 0,1031s, segundo a Equagdo (3.3). Neste momento, os perfis de deslocamento,
velocidade e aceleragdo sao mostrados na Figura 29 e Figura 30, onde o deslocamento foi
ampliado 10 vezes. Percebemos com esta amplificagdo o perfil do deslocamento quase
idéntico ao perfil da velocidade, isto implica que o perfil de velocidade pode ser multiplicado

por uma constante.

Figura 29 — Perfil de dureza

Curva de Dureza em Relagdo a Profundidade
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Figura 30 — Perfis de deslocamento, velocidade e aceleracao; zeta = x/L,
sendo adimensional e L, ¢ a metade do comprimento da barra

deslocamento, welocidade e aceleragdo no ternpo t=t0

D . I I I I I T T T

ui10
1_ |
2l

m, més, m/s™s
[N}
T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 09 1
Zeta

Buscando uma forma clara e concisa de demonstrar a resolugdo do problema,
utilizamos um fluxograma para mostrar os passos seguidos para a realizacdo da programagao

numérica, como mostra a Figura 31.



Figura 31 — Fluxograma de modelagem de propagacao de trinca.
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Entrega de dados, perfil de dureza, profundidade final da trinca a, € incremento

19R ) e .
da=-— . Determinar o tempo de inicia¢do da trinca; Calcular:
na

w(lty), w(ty),Ww(ty), Ex (1), U(ty)

U

Laco i=1.2...., 50

<

a(t,)=ixda;, b=y R*~(R-a)*;

Calcular a rigidez kgo;
Q(ZD {Z):pAg_pAu(Za 11—1)9 ?/l(Z, Zl):u(za fo):W(Z, rO):Cte>
Através da solugdo de Palmeri e Cicirello, calcular u(z,,),U(z.1;);

M(0,,), Ap(0t;) comaplicagdesde q(1,),a(t;)e ko,
[
AW (1,)= I pAgu(zt;)dz,
0

AV)=U(1+ M O1)A P01

2 3
M(0.1.)R
K, = MOLIRN 54 36 {i}q 68 ﬁ(ﬂJ 325 9(ﬂ} 4284 x(ﬂ
I 2R 2R 2R 2R

a

b
AGc(ii):lJ. W, (S)L(K] /cre)zdxda
bdo Y4

Eb(l;):A Wb (t{)_A l](t{)+Eb (l;_1 )_A G,, (t;)

e

Parar

Resolver (), e calcular a velocidade.

i(zty)=C,[senp,(z-)=senhpy(z-1)-er(cos fy(z—)—<cos hB(z—)]
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A Figura 32, mostra a diferenga dos deslocamentos nos instantes t, e t;, que ¢ um
valor muito pequeno, devido o angulo aberto da trinca no z = 0 (apoio), ser muito pequeno

= 6.5639x 107° = My X C¢, que é diretamente ligado com a forca de inércia e o
Po f

r

coeficiente de flexibilidade que ainda ¢ muito pequeno, na primeira propagacao da trinca.

Neste instante o coeficiente C; = 1.1418 x 107!, e M, = 1149,8 Nm.

Figura 32 — Diferenca entre os deslocamentos no instante t, e t; .

Deferenga entre os deslocamentos ul e ul qunado da=R/100
O T T T T

002 - -

004t 1
006} 1
£ i j
£ 008
01t 1

012 r Angulo aberto da trinca no z=0: fil=-6 5639e-09 B

0z 04 0.6 03 1
zeta

A Figura 33, mostra as velocidade nos tempos t, e t; podemos observar que a
velocidade no instante t;tem um aumento considerdvel em relacdo a no t,, devido ao
surgimento da trinca que fragilizou a rigidez na secao da trinca.

A Figura 34, mostra os deslocamentos da primeira e da nona propagagdo de trinca
(cada propagacao ¢ igual a 0,5% do didmetro), percebemos que a diferen¢a na extremidade da
haste ¢ muito pequena ficando apenas em 11,6 mm aproximadamente, isto ndo deveria ser
correto. As causas possiveis sdo: (1) a forma de obtengdo do coeficiente de flexibilidade nao
esta coerente com realidade; (2) a suposicdo que a aceleracdo ¢ constante durante a

propagacdo de trinca esta incorreta.
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Figura 33 — Velocidade nos instantes t, e t;.
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Figura 34 — Deslocamentos em relacdao a propagacao de trinca.

100

200

300

400

500

600

700
0

deslocamento vs porpagacao

1 1 1 1
02 04 06 03 1
Percentagem do comprimento de trinca em relagdo do diametro da haste

103



104

A Figura 35, mostra evolucao da forca motriz (a energia cinética + o trabalho feito por
forca de gravidade) e da resisténcia a propagacdo de trinca (a variagdo de energia de
deformacdo elastica da haste + energia absolvida pela mola rotacional elastica + energia
consumida pela plastificagdo ao redor da trinca). Claramente a for¢a motriz esta diminuindo e
a resisténcia esta aumentando. Quando a resisténcia ¢ maior que a forca motriz, a trinca cessa
a sua propagacao, depois de 4,25%.

Pelo resultado obtido, descobrimos que a principal contribuicdo a for¢a motriz ¢ a
energia cinética, isto € consistente com a realidade; e a principal contribui¢do a resisténcia a
propagacdo ¢ a energia absorvida pela mola rotacional. A soma das porgdes da variacao de
energia de deformagdo e a do trabalho feito pela forca de gravidade € muito pequena (menos
que 1%), em relagdo ao trabalho feito pela mola rotacional. Isto ndo ¢ um resultado esperado.
A razdo ainda esta ligada a suposicdo que a aceleragdo ¢ constante € ao coeficiente de

flexibilidade ndo estar coerente. Este devera ser resolvido em trabalho futuro.

Figura 35 — Relagdo entre de Forca Motriz x Deslocamento

Forgca motriz contra resisténcia de propagacado
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A Figura 36, abaixo mostra as velocidades acompanhando a propagacdo de trinca,
podemos perceber que a velocidade diminui com a propagacao da trinca, devida o aumento do
consumo de energia plastica e de energia absorvida pela mola elastica rotacional, simulando a

trinca.

Figura 36 — Perfis de velocidade x propagacao.
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CONCLUSAO

A modelagem da propagacdo de trinca ¢ sempre um assunto importante para a
seguranca de componentes estruturais. Contudo, este assunto ¢ muito complexo, devido a
propagagdo de trinca sofrer influéncia de varios fatores, como: propriedades mecanicas dos
materiais, tipo de carregamento, plastificacdo na regido da trinca etc. Quando o componente
estrutural ¢ submetido a uma carga de impacto, a situagdo se complica muito, devido ao
tempo da acdo de impacto ser extremamente curto.

Este trabalho inicialmente resolveu a solucdo dindmica de uma barra em queda livre
chocando-se transversalmente contra um apoio rigido. A solugdo encontrada ¢ fechada e em
forma de série. Através desta solucdo podemos obter a distribuicio de deslocamento,
velocidade, aceleracdo, momento fletor e forca cortante em qualquer instante. Pelo resultado
numérico obtido, trancando-se a série no quinto item, ndo ocasionara um erro notavel. A
tensdo maxima na superficie ndo ocorre na se¢do da trinca, até certo tempo ocorrido.

A tensdo de escoamento e a tensao ultima do material, podem ser relacionadas com a
dureza através das Equacgdes (4.14), (4.15) e (4.16). O coeficiente de encruamento pode ser
relacionado com o a dureza, através da resolugdo da Equagdo (4.19) efetivamente, pois todos
os coeficientes obtidos desta equacao estao menores que 0,3, sendo um limite reconhecido.

Através do método de Palmeri e Cicirello, foi modelado a propagacao de trinca,
iniciado na secdo de apoio. Pelo resultado obtido, a maior contribui¢do a forga motriz na
propagacdo de trinca ¢ da energia cinética; a maior contribui¢do a resisténcia a propagacgao de
trinca € dada pelo trabalho feito pela mola elastica de rotacdo, representando a trinca. Quando
a forca motriz € menor que a resisténcia, a trinca cessa sua propagacao.

Porém o resultado revelou algumas necessidades para melhorar a modelagem,
especificando: a maneira de obter o coeficiente de flexibilidade da haste contendo trinca, e a
forma de tratar a aceleragao.

Contudo a solu¢ao dindmica encontrada em forma de série € de suma importancia para
determinar a iniciacao de trinca. O tratamento da trinca como uma mola rotacional dado pelo
método de Palmeri e Cicirello, ainda pode ser uma maneira valida para ser aplicada em
simulagdo de propagagdo de trinca, com um coeficiente de flexibilidade confidvel e um

tratamento adequado para a aceleracao.



107

SUGESTAO PARA TRABALHOS FUTUROS

Em decorréncia deste trabalho surgiram os seguintes pontos para trabalhos futuros:

I.

Utilizar um software de elementos finitos confiavel, como ANSYS LS-DYNA ou
ABAQUS, para validar a solu¢do obtida em série;
Buscar outra maneira para obter o coeficiente de flexibilidade da mola rotacional

na viga representando a trinca;

. Utilizar algoritmo de incremento temporal para resolver a equagdo dinamica da

viga a fim de tratar a questdo da aceleragdo adequadamente.
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APENDICE A - Calculo de d,y,.

Sendo assim trabalhando os termos do numerador do d,,, obtemos:

!
Num.d,, =I[senﬂmx—senhﬂmx—am(cosﬂmx—coshﬂmx)]dx (A1)
0

Pela propriedade de integragao temos:

l

1 I I
Num. d, = J.(senﬁmx)dx—J.(senhﬁmx)dx— amI(cosﬁmx)dx+ amj(coshﬁmx)dx ..(A.2)
0 0 1

0

Para a integra¢do do primeiro termo, e aplicando os limites para cada caso, obtemos:

/

!
3 cosﬂmx| [ cosB,l)] 1
‘([(senﬂmx)dx— 5. ‘0—( 5. }r—ﬂm (A.3)

Para o segundo termo, obtemos:

1

!
— h 1
I(senhﬁmx)dx="“hﬁmx| { cos ﬂm’}- (A4)
) p. LU B ) B,
Para o terceiro termo, obtemos:
—a I (cosB,x)dx=——a, S¢"Pn* =—am(&ﬂmlj (A.5)
ﬂm 0 ﬂm

Para o quarto termo, obtemos:
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i

senhf, x

1
anzj(coshﬂn,x)dx=an, 5
0 m

|, senhp,l (A6
{a,,, A ) (A6)

0

Feita as integragdes e aplicado os limites para cada termo, podemos reescrever a

parcela do numerador da equagdo da seguinte maneira:

K cosﬁml]_'_ 1 (coshﬁml]_'_l_(a Senﬁ’"l]+(a senhﬂmlﬂ
W By J B\ By ) B " B, "B,

= ; 5 (A7)
J. [s enf, x—senhf, x—o, (cosp,x—co shﬂmx)] dx
0
Separando somente o denominador obtemos a seguinte expressao:
!
I[s enfl, x—senhf3, x—a, (cosP, x—cos hﬂmx)]2dx ..(A.8)

0

Elevando-se o termo dentro dos colchetes ao quadrado, e reagrupando-se os termos,

obtemos:

se nﬁmx)2 —(2senhp,xssenp,x)—(2senp, xea,cosp,x)+

(
2
Ezsenﬁmx-amcoshﬁmx)+(senhﬁmx) +(2sen hﬁmx-amCOSﬂmx)— - (A9)

© ) —

2senhf, x-a,cos h[)’mx)+(amc osﬁmx)2

_—(2amc ospP,xsc,cos h[)’mx)+(ocmc 0s hﬁmx)2

Podemos reescrever esta equacao da seguinte maneira,



I I I
(senﬁn1x)2dx—j(2senh[)’mx-senﬁ dx j2senﬂ xea, cosp, )dx+
0 0 0

0 0

1
(2s enhp, xea,coshp,x dx+I o,cosp,x
0 0

1
(2a,,cosB,xea,coshB,x a’x+J o, coshf,x

LO 0

1
(2s enf, x-a,coshp, x dx+j senhf, x dx+j(2s enhf, xeo,co sﬂmx)dx—
0

113

(A.10)

Para a resolugdo destas integragdes foram utilizadas as identidades trigonométricas

relacionadas abaixo:

2 l-cos2p,, x
(senp,x) S —
2 l+cos2p, x
(cosp,x) s

(2senp,xecosp,x)=sen2,x

(co s hﬂmx)2:1+(s en h[i’mx)2

Para as integracdes por partes como:

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A14)

(A.15)

(A.16)
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I
J(sen hﬂmx-senﬂmx)dx . (A.17)

0

I
j(cosﬂmx-coshﬂmx)dx ..(A.18)

0

Foi realizada a substituicao dos termos hiperbdlicos pelas suas identidades

trigonométricas, apos foi aplicado as seguintes formulas para realizar as integracoes:

/
je””senbudu=
0

au

sz(asenbu—bcosbu)JrC ..(A.19)
a

/
je””cosbudu=
0

au

T[)z(acosbu+bsinbu)+c ...(A.20)
a

Assim obtemos para cada um dos dez termos da equagdo do numerador de C,,, B,,, as

seguintes respostas:

Para o primeiro termo, temos:

l /

J‘(senﬂmx)zdx=§— 4; (senZﬂmx) =3

0 m 0 m

(senZﬂml) «(A.21)

Para o segundo termo, temos:

/

!
—I(2senhﬂmx-senﬂmx)dx:coshﬂmx(—%}rsenhﬁmx(_cosﬂmx] =
‘ Fm P Jo (A22)

=—cos hﬂml(%ﬂml}rs en hﬂml[%ﬂ’”l]

m m

Para o terceiro termo, temos:



l /

a o @
_ . — m 2 = un 2 l -
!(zsenﬂmx amcosﬂmx)dx 25, (cos ﬁmx)o 25, (COS B ) 28,

Para o quarto termo, obtemos:

! !
j(2s enf, x.a,cos hﬁmx)dx=(;—m[(s enf,xesenhf,x)—(cosp,xecos hﬁmx)] =

0 . 0
:;_m[(s enf, lssen hﬂml)—(c osp,lcos hﬁml)}r;_m

m m

Para o quinto termo, obtemos:

! I
2 x 1 / 1
j(senhﬂmx) dx——5+4 (sen h2ﬂmx) _—5+4

0 m 0 m

(senhZﬂml)

Para o sexto termo, obtemos:

/

I(2s enhf, xea,c osﬂmx)dxz%"[(c oshp,xecosp,x)+(senhp,xes enﬂmx)] =

0

=Z—m[(c oshpB,lcosP,l)+(senhp,lese nﬂml)]—Z—’”

m m

Para o sétimo termo, obtemos:

/

o o
—__m 2 m
g, (cosh ﬁml)+ 25,

!
—j(2s enhp,xec,cos hﬂmx)dx:—;ﬂm (c os hZﬁmx)
0

m

Para o oitavo termo, obtivemos:

!
of 11
O:am {E+4ﬂ (senZﬁml)}

m

!
1

j(amc 0 sﬂmx)zdx=ozm2 aan
2 4p

0

(sen2 ﬁmx)}

m
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(A.23)

(A24)

(A.25)

.(A.26)

(A27)

(A.28)
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Para 0 nono termo, temos:

/i !
—I(2amc osp, xc,cos hﬁmx)dx=—am2|:(senﬂﬂjc 0 Sﬁmx+(M}s e nﬁmx} =
m m 0

0

..(A.29)
Para o décimo termo, obtemos:
1 !
2 20 X 1
J‘(amcoshﬂmx) dx=a,, {5+4 (senh2ﬁmx)} =
0 " 0 ..(A.30)
- sz+ (senh2ﬂml)}
Voltando para a equacao original, temos:
2 (cosp,l) [coshp l} a
+ o - +—"senf,l-senhp,l
d |: ﬁm [ ﬂm ] ( ﬁm ﬁm( ):|
;—1(sen2Bml)}{—coshﬁml{senﬁ’”l}rsenhﬂml{coﬂsﬂmlj}r
_yg”m(coﬂﬁml)— ;ﬁ’"m :|+OC::[(S enfl, lssen hﬂml)—(cosﬁml-cos hﬁml):|+a:: +
——l+1(senh2ﬂml)}ra’”[(coshﬂml-cosﬁml)Jr(senhﬁml-senﬂml)]—a’"+
L 2 4ﬁm ﬁm ﬁm
r ..(A31)
—%(cosh2ﬁml)+ En +a,’ iJri(selﬂﬁml) -
L m 2ﬂm 2 4ﬂm
—am{{senhﬁ’”l]cosﬂmh[a)s}lﬂml}senﬁml}ram{;r‘l;(senh2ﬁml)

Realizando as simplificagdes permitidas, juntando os termos idénticos e considerando

a Equacdo (2.47) e (2.48), nossa equagao fica da seguinte maneira:
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2

..(A.32)
{(amz —1)(W—s enhpf,leco sﬁmlﬂ+

+ {(amz +l)(sen}:12ﬁ’”l—s enf,l«cos hﬁmlﬂ+

+a, (c 3 Zﬁ’”l_zc 0sh2p,! +2senf, lsenh Zﬁml]+am B,




