UNIVERSIDADE FEDERAL DO PAMPA

KETOLYN RAYLLA MEDEIROS SILVA DIAS

Estudo com Equacoes Diferenciais Ordinarias e
Aplicacoes

Itaqui-RS
2019



KETOLYN RAYLLA MEDEIROS SILVA DIAS

Estudo com Equacoes Diferenciais Ordinarias e Aplicagoes

Trabalho de Conclusao de Curso da
Universidade Federal do Pampa
submetido como requisito parcial para
a obtencao do titulo de Bacharel
Interdisciplinar em Ciéncia e Tecnologia

Orientador: Prof°. Dr°. Alisson Dards Santos

Itaqui-RS
2019



Estudo com Equagoes Diferenciais Ordinarias e Aplicagoes

por

KETOLYN RAYLLA MEDEIROS SILVA DIAS

Trabalho de Conclusao de Curso submetido ao Curso de Bacharelado
Interdisciplinar em Ciéncia e Tecnologia da Universidade Federal do
Pampa, como requisito parcial para a obtencao do titulo de Bacharel

Interdisciplinar em Ciéncia e Tecnologia

Bacharelado Interdisciplinar em Ciéncia e
Tecnologia

Orientador: Prof°. Dr°. Alisson Dards Santos

Banca examinadora:

Professor Dr. Alisson Harés Santos

UNIPAMPA /Itaqui

MA ﬂlCA&N\ b@M\

Professora Dr®. Elisa Regina Cara
UNIPAMPA /Itaqui

Professora Dr®. Caroline Jaskulski Rupp
UNIPAMPA /Ttaqui



Ficha catalografica elaborada automaticamente com os dados fornecidos
pelo(a) autor(a) através do Mdodulo de Biblioteca do
Sistema GURI (Gestéo Unificada de Recursos Institucionais) .

D541e

Di as, Ketolyn Raylla Medeiros Silva
Est udo com Equacgcbes Diferenciais O dinarias e Aplicacgbes /
Ketol yn Raylla Medeiros Silva D as.

44 p.

Trabal ho de Concl usdo de Curso(G aduagédo)-- Universi dade
Federal do Panpa, | NTERDI SCl PLI NAR EM CI ENCI A E TECNOLOG A,

2019.
"Orientacdo: Alisson Dards Santos".

1. Calculo. 2. Equacdes Diferencias Odinéarias. 3.
Aplicacdes. |. Titulo.




AGRADECIMENTOS

Primeiramente gostaria de agradecer a Deus. Agradeco ao meu orientador
Alisson Dards Santos por aceitar conduzir o meu trabalho de pesquisa. A todos os
meus professores do curso de Bacharelado Interdisciplinar em Ciéncia e Tecnologia
da Universidade Federal do Pampa pela exceléncia da qualidade técnica de cada um.
As minhas irmas Rubia, Evellyn e Kemilly que sempre estiveram ao meu lado me
apoiando ao longo de toda a minha trajetoria, ao Luis David que sempre incentivou
minhas ideias e expectativas, acreditando na minha capacidade e aos meus amigos
pela compreensao e paciéncia demonstrada durante o periodo do projeto. Agradeco
a todos que diretamente ou indiretamente contribuiram para a minha formagao

académica.



RESUMO

Neste trabalho tem como objetivo expor alguns dos principais métodos de resolucao
de equagoes diferenciais de primeira ordem e apresentamos algumas aplicacoes des-
tes em equacoes diferenciais que modelam problemas fisicos, quimicos e biolégicos.
Além disso, apresenta-se os principais matematicos que contribuiram para o desen-
volvimento das equagoes diferenciais, definindo tal conceito e classificando-as quanto
a0 seu tipo, ordem e linearidade direcionando este trabalho para as equacoes diferen-
ciais ordinarias de primeira ordem demonstrando alguns dos métodos utilizados para
a resolucao dos mesmos. Os métodos estudados para a resolucao dessas equagoes
foram as equacgoes separaveis, o método do fator integrante, equagoes exatas e nao-
exatas, equacoes homogéneas e equacao de Bernoulli, por fim apresentaremos algu-
mas aplicagoes para as equagoes diferenciais ordinarias em outras areas da ciéncia
que nao a matematica. Para p desenvolvimento foi realizado um levantamento bi-
bliografico, com livros, artigos e trabalhos para desenvolver este trabalho, visando
o estudo dos principais conceitos de equagoes diferenciais e as aplicacoes possiveis

dos mesmos nas diversas areas da ciéncia.

Palavras chave: Equagoes Diferenciais Ordinarias. Calculo. Aplicagoes.



ABSTRACT

In this work we expose some of the main methods of solving first order differential
equations and we present some applications of these in differential equations that
model physical, chemical and biological problems. In addition, we present the main
mathematicians that contributed to the development of differential equations, defi-
ning this concept and classifying them according to their type, order and linearity,
directing this work to the first order ordinary differential equations, demonstrating
some of the methods used to solve them. The methods studied for the resolution of
these equations were the separable equations, the integral factor method, exact and
non-exact equations, homogeneous equations and Bernoulli’s equation. Finally, we
will present some applications for ordinary differential equations in areas of science
other than mathematics. For the development, a bibliographic survey was carried
out, with books, articles and works to develop this work, in order to study the main
concepts of differential equations and their possible applications in various areas of

science.

Keywords: Ordinary Differential Equations. Calculus. Application.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho iremos abordar o estudo das Equacoes Diferenciais, mais es-
pecificamente as Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO). Uma Equagao Diferencial
(ED) é uma equagao em que as incégnitas sao fungoes e a equagao envolve derivadas
destas fungoes (SANTOS, 2011). O estudo das equagoes diferenciais teve inicio no
século XVII quando houve a necessidade de se modelar matematicamente alguns
problemas reais, inicialmente problemas relacionados a fisica e posteriormente apli-
cados em outras ciéncias. De acordo com Boyce e Diprima (2006), os cientistas que
forneceram a base para o estudo das equagoes diferencias foram Newton (1643-1727),

Leibniz (1646-1716) e os irmaos Bernoulli, Jakob (1655-1705) e Johann (1667-1748).

Newton em seu estudo sobre os principios basicos da mecanica classificou
as equagoes diferenciais de primeira ordem, enquanto Leibniz criou a notagao de
derivada, assim, como o simbolo da integral, além de desenvolver o método das
Equagoes Diferenciais Separaveis. Esses estudos iniciais foram fundamentais para
outros cientistas trabalharem com conceito de Equagoes Diferenciais (BOYCE e

DIPRIMA, 2006).

Os conceitos apresentados em Calculo possuem grandes aplicacoes em diver-
sas disciplinas de um curso de engenharia, como por exemplo na fisica, hidraulica,
fenomenos de transporte, dentre outros, mas é notavel a dificuldade dos alunos em
um curso de graduagao em entender assuntos especificos das disciplinas de Calculo

por nao conseguirem analisar de forma aplicavel os assuntos abordados.

Apoés cursar algumas disciplinas de Célculo pude analisar a desmotivacao
dos alunos quanto ao conteido, dando estes mais importancia para as disciplinas
técnicas do curso sem perceber a utilizacao e a aplicacao dos conceitos aprendidos,
isso fez com que eu pesquisasse aplicacoes das equacoes diferenciais para demonstrar
aos colegas do curso que o as disciplinas de Célculo e seus conteudos podem e sao
ligados aos conteidos de outras areas cientificas, sendo estes indispensaveis para a

modelagem de problemas reais.



Diante desta situacao, pensou-se na elaboracao deste trabalho, visando o
estudo dos principais conceitos de Equacoes Diferenciais e as aplicagoes possiveis
dos mesmos nas diversas areas da ciéncia. Neste contexto, este trabalho tem como
objetivo determinar e classificar as Equagoes Diferenciais, mostrando os principais
métodos utilizados para resolucao dessas equacoes e aplicar esses conceitos em pro-

blemas da realidade.

O presente trabalho apresenta-se da seguinte forma estrutura a partir desta
introducao: o segundo capitulo tras um breve contexto histérico acerca de como se
deu o surgimento do estudo das EDQO’s; no capitulo seguinte, comecamos o estudo
do tema deste trabalho por apresentar de maneira explicativa defini¢oes e resultados
preliminares que envolvem Equagoes Diferenciais Ordinérias; ja no quarto capitulo,
apresentamos trés aplicagoes de EDO’s em ambientes aparentemente distintos do
ponto de vista cientifico, mas que possuem uma abordagem via Equagoes Diferen-

ciais; por fim, apresentamos uma conclusao deste trabalho.

Para o desenvolvimento deste trabalho foram utilizados livros, artigos e tra-
balhos referentes ao contetido de Equagoes Diferenciais, visando estudos individuais
do académico e a realizacao de encontros semanais com o professor orientador para
sanar as possiveis duvidas encontradas ao longo da revisao bibliografica. Apds um
estudo aprofundado sobre as Equagoes Diferenciais foi aplicado os conceitos apren-

didos em problemas relacionados a algumas areas da ciéncia.



2 CONTEXTO HISTORICO

Para o seguimento deste trabalho é indispensavel conhecer a linha temporal
do surgimento das Equacoes Diferenciais, neste capitulo abordaremos a historia do
tema em questdo. Para Boyce (2006, p 15-16) o desenvolvimento das Equagcoes

Diferenciais esta intimamente ligado ao desenvolvimento geral da matematica e nao

pode ser separado dele (SANTOS, 2011).

As Equagoes Diferenciais, de acordo com Boyce e Diprima (2006), comegaram
com o estudo do Calculo por Isaac Newton (1642 - 1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646 - 1716) durante o século XVII. Suas descobertas sobre o Célculo e as Leis
da Mecanica datam de 1665 e forneceram a base para a aplicacao das Equacoes

Diferenciais por Euler (1707 - 1783) no século XVIII. Newton classificou as equagoes
dy dy

diferenciais de primeira ordem de acordo com as formas o= j(x), i Jjly) e
x x
0
8_y = j(z,y). Além disso, desenvolveu um método para resolver a tltima equagao,
x

no caso em que j(z,y) é um polinémio em z e y, usando séries infinitas.

Figura 2.1: Isaac Newton (1643-1727). Fonte: Wikipédia, 2019.

Leibniz, ao longo de sua vida, engajou-se em atividades académicas envol-
vendo diversos campos da ciéncia, chegou aos resultados fundamentais do Calculo

independentemente, embora um pouco depois de Newton, mas foi o primeiro a pu-
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blicd-los, em 1684. Leibniz compreendia o poder de uma boa notacao matematica,
dy

e a nossa notacao para derivada, T e o sinal de integral sao devidos a ele. Des-
x

cobriu o método de Separacao de Varidveis, a reducao de Equagoes Homogéneas a

Equacoes Separaveis em 1691 e o procedimento para resolver equacoes lineares de

primeira ordem em 1694 (BOYCE e DIPRIMA, 2006).

Figura 2.2: Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Fonte: Wikipédia, 2019.

Leibniz mantinha correspondéncia com outros matematicos, especialmente
os irmaos Bernoulli. No decorrer dessas correspondéncias, foram resolvidos muitos

problemas de equagcoes diferenciais durante a parte final do século XVII.

Figura 2.3: Jakob (1654-1705) e Johann (1667-1748). Fonte: Wikipédia, 2019.

De acordo com Boyce e Diprima (2006) Os irmaos Jakob (1654-1705) e
Johann (1667-1748) Bernoulli, de Basel, fizeram muito sobre o desenvolvimento

de métodos para resolver Equacoes Diferenciais e para ampliar o campo de suas
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aplicacoes. Com a ajuda do Célculo, resolveram diversos problemas em mecanica,
formulando-os como equagoes diferenciais. Em 1694, Johann Bernoulli foi capaz de

resolver a equacao % = £ em que a é uma constante.
> X ax

Daniel Bernoulli (1700-1782), filho de Johann, emigrou para Sao Petersburgo
na juventude para se incorporar a Academia de Sao Petersburgo, recém-fundada,
mas retomou a Basel em 1733 como professor de botanica e, mais tarde, de fisica.
Seus interesses eram, principalmente, em Equacoes Diferenciais e suas aplicagoes.
Por exemplo, é seu nome que esta associado a Equacao de Bernoulli em Mecanica
dos Fluidos. Foi, também, o primeiro a encontrar as funcoes que seriam conhecidas

um século mais tarde como fungoes de Bessel (BOYCE e DIPRIMA, 2006).

Figura 2.4: Daniel Bernoulli (1700-1782). Fonte: Wikipédia, 2019.

Leonhard Euler (1707-1783) foi o matematico mais prolifico de todos os tem-
pos, seus interesses incluiam todas as areas da matemadatica e muitos campos de
aplicacao. Euler identificou a condigao para que equacgoes diferenciais de primeira
ordem sejam exatas em 1734/1735, desenvolveu a teoria de Fatores Integrantes e
encontrou a solugao geral para equagoes lineares homogeéneas com coeficientes cons-
tantes em 1743 e estendeu esse ultimo resultado para equacoes nao-homogeéneas em
1750/1751. Em torno de 1750, Euler usou, ainda, séries de poténcias para resolver
equacoes diferenciais e fez contribuigoes importantes na area das Equagoes Dife-
renciais Parciais (EDP), dando o primeiro tratamento sistematico do Célculo de

Variagoes (BOYCE e DIPRIMA, 2006).



Figura 2.5: Leonhard Euler (1707-1783). Fonte: Wikipédia, 2019.

Com o avancgo periodico foi possivel classificar as equagoes diferenciais como
sendo Ordinarias ou Parciais, além de desenvolver métodos para a obtencao de
suas solugoes. KEsse avango proporcionou a resolucao de intiimeros problemas que
puderam ser modelados matematicamente através dessas equagoes, propiciando uma

revolucao em diversas areas da ciéncia como a fisica, quimica, biologia, entre outros.



3 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo apresentaremos alguns dos principais conceitos matematicos
envolvidos no estudo das chamadas Equagoes Diferenciais Ordinarias e nas aplicagoes
das mesmas nos problemas praticos que serao apresentados no Capitulo 4. O que

segue tem como referéncia Boyce (2016) e Reginal (2011).

Intrinsecamente a palavra “equacao” nos remete a, por exemplo, uma ex-

pressao da forma

?+22+1 = 0, (3.1)

que é uma equacgao envolvendo uma incégnita x, em geral podendo
assumir valores reais ou complexos, chamada de equag¢ao algébrica. Diferentemente
deste tipo de equacao, abordaremos as chamadas equac¢oes diferenciais em que as
incégnitas sao funcoes reais de varidveis reais e a propria equagao envolve derivadas

destas fungoes, como, por exemplo,

1. O movimento de um péndulo simples de massa m e comprimento [ é

descrito pela fungao 0(t) que satisfaz a equagao diferencial

d?0 g

Nesta equagao a funcado incégnita é 6(t) e t a variavel real independente

desta funcao.

2. Em uma regiao do plano onde nao ha cargas elétricas, o potencial
elétrico u(x,t) em cada ponto (z,y) da regido satisfaz a equagao di-
ferencial

v dPu
Gt g = O (3.3)

Nesta equagao a funcao incégnita é u(z,y) e x e y sdo varidveis reais

independentes.



De um modo geral, podemos classificar uma equacao diferencial quanto ao
tipo podendo ser ordindaria ou parcial, a ordem onde verifica-se a derivada de maior
ordem e a linearidade da funcao, que pode ser classificada ainda em linear ou nao-

linear.

3.1 Classificacao de uma equacao diferencial

Uma equagao diferencial pode ser classificada quanto ao seu tipo, em or-
dinéria ou parcial. Ela sera dita ordinaria se apresentar apenas fungoes incégnitas
de uma variavel real e derivadas ordindrias destas fungoes, enquanto que sera cha-
mada de parcial se apresentar fungoes incognitas de mais de uma variavel real e

derivadas parciais destas.

Exemplo 1. A expressao

du dv
= =0 A4
dr dx 0 (3-4)

denota uma equacao diferencial ordindria pois aqui temos u e v como funcoes
incognitas de uma varidvel real x e derivadas destas fungoes com relacao a esta

unica varidvel.

Exemplo 2. A igualdade

d?y 2 dy 3
(@) +(%> —|—3y = $2. (35)

€ uma equacao diferencial ordindria cuja funcao incognita y depende da varidvel

real x.

Exemplo 3. A equacao

ou —0v
a_y — W. (3-6)

€ uma equacao diferencial parcial pois apresenta as funcoes incognitas u e v e deri-

vadas parciais destas, outras varidveis (y e x).
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Exemplo 4. A expressio

0%z 0%z )
— + = = z° +y. 3.7
representa uma equacgao diferencial parcial pois possui uma fun¢ao incognita z de
duas varidveis independentes x e y e derivadas da fun¢ao z com relacao a estas duas

varidreis.

Quanto a ordem, uma equacao diferencial pode ser classificada a partir da
derivada de maior ordem presente na equacgao, ou seja, se a maior ordem das
derivadas da funcao incégnita que aparecem na equacao diferencial for n, a equagao

diferencial sera dita de ordem n.

Exemplo 5. Um circuito RC' € um circuito que tem um resistor de resisténcia R,
um capacitor de capacitancia C' e um gerador que gera uma diferenca de potencial
V(t), ligados em série. A carga Q(t) no capacitor satisfaz a equagdo diferencial

dQ
R+ Q = V(). (3.8)

A equacao diferencial ordindria expressa acima € de primeira ordem pois o maior

grau das derivadas da funcao incognita presentes nessa equacgao, € igual a 1.

Exemplo 6. Em um sistema massa mola composto de um corpo de massa m preso
a uma mola com constante eldstica k, sujeita a uma forca de resisténcia F, = yv =
dx

— e uma for¢a externa Fou(t) = Fycos(wt) o deslocamento da massa x(t) satisfaz

Tt
a equacao diferencial
d2 dx
+ + kx = Fycos(wt). 3.9
dt2 Y7 dt ocos(wt) (3.9)
A derivada de maior ordem presente nesta equacao diferencial € 2, portanto, esta é

uma EDO de sequnda ordem.

Exemplo 7. A derivada de maior ordem presente na equacao diferencial parcial

Pw  O*w

57t o =0 (3.10)

€ igual a 2, portanto, esta é uma EDP de seqgunda ordem.



Por fim, ainda podemos classificar uma equacao diferencial como linear ou
nao-linear. A linearidade de uma ED se assemelha a das equacoes algébricas, a
unica diferenca aqui é que estamos trabalhando com fungoes incégnitas ao invés
de variaveis. De um modo geral, uma equagao diferencial é linear quando nao
houver produto entre a funcao incognita e suas derivadas. Caso contrario, a equagao

diferencial é dita nao-linear.

Exemplo 8. A equacao diferencial ordindria de 1* ordem

dy
2 _2 ‘ 11
o 2y(t) = (3.11)

¢ linear, pois todos os termos envolvendo a fung¢ao incégnita y(t) possuem poténcia

um e seus coeficientes estao em funcdao apenas da varidvel t.

Exemplo 9. A equacao geral

d d? d”
aolt)y + ai () N () - S () K AT (3.12)
dt dtm
representa uma FEDO linear de ordem n, jd que os coeficientes ag,aq,- -+ ,a, € a

fungao f(t) dependem apenas da varidvel t da fungdo incdgnita y(t).

Exemplo 10. A equacgdo deferencial ordindria a sequir

d3y d*y dy
2¢! =0. 3.13
B e ﬁ2+y(ﬁ> (3:13)

¢ uma EDO ndao-linear e de terceira ordem, pois verifica-se que hd uma poténcia trés

em uma das derivadas da fungao incognita e, ainda, ha um produto entre a funcdo

. , . . . dy
incognita y e sua fungao derivada

Exemplo 11. A expressao

0u ou

To y@y = sen(zy). (3.14)

€ uma equacao diferencial parcial de primeira ordem linear, pois as derivadas parci-
ais da funcao incognita u possuem poténcia um e seus coeficientes estao em fun¢do

das varidveis x e y.
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Exemplo 12. A equacgdo
— — — +sen(u) = 0. (3.15)
x

¢ uma equacgdo diferencial parcial nao-linear e de sequnda ordem, pois observa-se
que as derivadas parciais da func¢ao incognita estao elevados na poténcia dois e a

funcdo incognita u estd associada a uma fungao seno que € nao-linear.

3.2 Solucao de uma Equagao Diferencial

Nesta secao definiremos o que ¢ uma solugao de uma equagao diferencial e tra-
balharemos, mais especificamente, a definicao de solucao para equagcoes diferenciais

ordinarias.

Definicao 1. Uma solugao de uma equacao diferencial em um determinado dominio
D € uma funcao definida neste dominio que, juntamente com suas derivadas, satisfaz

a equagao diferencial em todo o dominio D.

Exemplo 13. Considere a sequinte equagao

ay” + by +cy =0, (3.16)
sendo a,b,c € R e a # 0 tais que b* — 4ac = 0. Vamos mostrar que y(t) = e~2at 6
uma solugdo da equagao (3.16) para todo t € R. Para tal, de acordo com a definigdo

acima, € suficiente que a fungao y(t) e suas derivadas satisfagcam a equagdo (3.16).

Primeiro determinaremos y'(t) e y”"(t) utilizando a Regra da Cadeia:

y —= € 2a s

— b —2
y’(t) = —5.€ 2at7 (317)
y'(t) = %e‘ﬁt.

Substituindo as identidades do sistema acima na equagdao (3.16) obtemos que

ay” + by +cy =0 (3.18)
b? b
=< a <@€2€1t> + b <—%€2€1t> +c <€7%t) =0
b? b?
& Ee_% — %6_%t + ce 2t = 0.

11



Isolando os termos semelhantes, a equacdo acima € equivalente a

b b
<— - —+ c) et = (3.19)

4a  2a
B 2% + 4
( 4a+_“c) ) (3.20)
B 4
& - (Tac> et = 0. (3.21)

Como estamos supondo que b* — 4ac = 0, concluimos entio que y(t) = e~ 36t

¢ uma solugao da equagao (3.16).

Observa-se que a solucao acima depende das suas constantes, de modo que a
equagao (3.16) nao possui uma unica solugao. Para estabelecermos uma solugao es-
pecifica de uma equacao diferencial ordinaria vamos abordar o conceito de Problema

de Valor Inicial.

3.3 Problema de Valor Inicial

Um Problema de Valor Inicial (PVI) é um sistema formado por uma equagao
diferencial e uma condi¢ao inicial que nada mais é que a exigéncia de que a solugao

assuma um valor especifico em um determinado ponto do seu dominio.

Exemplo 14. O sistema

) (%) _ g‘ (3.22)

¢ considerado um problema de valor inicial. Para resolver este PVI, podemos resolver
mictalmente a equacao diferencial de forma direta, integrando ambos os lados da
iqualdade. Entao,
dy g 3t _ 3t
g =¢ = dy=edt = |[dy= [ e’dt (3.23)
o3t
= ylt)=—5+C (3.24)

12



¢ uma solucao geral da equacdo diferencial presente no PVI acima.

Mas a solucao do PVI deve, também, safisfazer a condicao inicial y(%) = g.

Desse modo, substituindo a solugao (3.23) nesta condi¢ao inicial, obtemos

1 e
- I 2
y(3> 3 (3.25)
3(3) e
= - 2
3 +C 3 (3.26)
e e
- ¢ 2
C 373 (3.27)
C = o (3.28)

Portando, substituindo C' = 0 na solugdo geral (3.23) encontramos a solu¢ao
y(t) = = (3.29)

para este PVI.

3.4 Métodos de Resolucao de Equacoes Diferenciais

Ordinarias

Existe um ntmero incontavel de equagoes diferenciais ordinarias e que mode-
lam diversos fenomenos naturais. Nesta secao vamos estudar alguns métodos para

resolver tipos especificos destas equacoes.

3.4.1 Equacgoes Separaveis

Uma equacao diferencial ordindria separdvel é uma equagao que pode ser

escrita na forma

o(o) + f() 2 =0 (3.30)

Para resolver este tipo de equacao devemos, como sugere o seu nome, separar

as variaveis e aplicar o processo de integracao direta.
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Exemplo 15. Considere a equacdo diferencial ordindria

Podemos perceber que, fazendo f(y) = y e g(x) = x, esta é uma equagao

separdvel pois estd na forma (3.30).

Para resolve-la, vamos separar a variavel x da variavel y juntamente com

suas diferenciais dx e dy, ou seja,

d d
x+ y—y =0 = y—y = —r = ydy = —zdx. (3.32)
dx dx
Aplicando o processo de integragao direta em ambos os lados da igualdade
actma, temos que

2 2 2 2
/ydy:/—xdx = %+C’1=—%+C’2 = %+%:_Cl+02

= P+ =2(-01+0Cy) = y*+2*=0C.
Dessa forma, a solucao y(x) é dada implicitamente pela equacao y*+ax* = C.
3.4.2 Fator Integrante

O método do fator integrante é usado na resolucao de uma equacao diferencial

ordindria linear de primeira ordem da forma

W1 ity = g0). (3.33)

dt
Este método consiste do uso de uma funcao auxiliar, que chamaremos de fator
integrante, que transformard a equagao acima em uma outra equagao diferencial

equivalente e que pode, entao, ser resolvida via integracao direta.

Inicialmente, multiplicando a equagao (3.33) por uma funcao fator integrante

p(t) a determinar, obtemos

dy

) + POty = pt)g(t). (3.34)
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Agora, impomos que o lado esquerdo da igualdade em (3.34) é a derivada do

produto das fungoes y(t) e u(t), ou seja,

d dy

Sty = w5 + pOu(t)y. (3:35)

Substituindo (3.35) em (3.34) a equac@o pode ser reescrita como

d

S (®)y] = ult)g(?). (3.36)

Como pela Regra do Produto para derivadas,

S lu(e)s) = W (w0) + i)y 1) (337

entdo, substituindo na equagao (3.35), obtemos

W (Ou(t) + 0y (1) = O + o)l (3.38)

Simplificando esta expressao,

) + (0 0 = ) %+ (o) (3:39)

= u (ty(t) = p(t)u(t)y (3.40)

= 4 (t) = p(t)u(t) (3.41)
pot)

Assim, integrando em ambos os lados da igualdade (3.39) com relacao a

varidvel ¢ e usando que [ ’;T(tt))dt = In(u(t)), vemos que

p -
/ ) dt = / p(t) dt +Cy = In(u(t)) = / p(t) dt + O, (3.43)

Por convencao, vamos assumir C; = 0 pois mais a frente aparecerd outra

constante de integracao. Dessa forma,
In(u(t)) = /p(t) dt = ePe®) = ofrt)d (3.44)
= pu(t) =elPOd (3.45)

15



¢ a funcgao fator integrante que simplifica a equagao inicial (3.34).

Substituindo (3.44) em (3.36), podemos determinar a solugao y(t) da EDO

(3.33) como segue

d d

— [ty = pt)g(t) = —[e/POdy] = el PO g(4) (3.46)
it dt
N / %[ o0ty gy — / I P0G 4t 4 O (3.47)
= efp(t)dty = /efp(t)dtg(t) dt +C (3.48)

1
= ) = | [Pt ar ). @ao

De um modo geral, sempre que tivermos que resolver uma EDO da forma
(3.33), podemos multiplicar a EDO pelo fator integrante pu(t) = e/ P transforméa-

la em uma EDO da forma (3.36) e resolver por integragao direta.

Exemplo 16. Para a EDO

Jdy
—_—— 2 p— .
o 2y =1 (3.50)

a funcao fator integrante é dada por
p(t) = el Pt

p(t) = =2t

= u(t) = el 2 = (3.51)

Assim, procedendo como vimos anteriormente ou utilizando (3.36), com u(t) =

—2

e eqg(t) =t, obtemos

d

E(e*ﬁy(t)) = et (3.52)

Integrando em ambos os lados com relacdo a varidvel t, concluimos que

1
/% <e_t2y> dt = /e_tzt dt = e_tzy = —§e_t2 +C

1
= y(t)=—5+ e C

¢ uma solugao geral para a EDO (3.50).
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3.4.3 Equacoes Exatas e Nao-exatas

Uma equagao da forma
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (3.53)

em que as fungoes de duas varidveis M (x,y) e N(z,y) satisfazem a identidade

dM  dN
—_— = 3.54
dy dx ( )
¢ chamada equacao exata. Caso contrario, ela é dita nao-exata
A solucao de uma equacao diferencial exata é dada pela equagao
f(z,y) =C, (3.55)

em que C' é uma constante e f(z,y) é a funcao solugao do sistema de equagoes

diferenciais
4d — M(z
Zj (:9) (3.56)
@ = N(z,y).
Exemplo 17. Verificaremos se a equacao diferencial ordindria nao-linear
(322 + y*)dx + 2xydy = 0 (3.57)

¢ exata ou nao-exata. Em caso afirmativo vamos resolve-la.

Inicialmente identificando os valores de M (z,y) e N(x,y) na equagao (3.57)

tem-se que

M(z,y) = 3% +
N(z,y) = 2zy

(3.58)

1° passo: Verificar se a equacao € exata.

dM d
&,
de  dx W=y
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Como as derivadas parciais sao iguais, a equacdao ¢ exata. 2° passo: Encon-
trar a solu¢ao a partir do sistema de equagoes (3.56), substituindo as expressoes de

M (z,y) e N(x,y) quando necessdarios e integrando nas varidveis x e y.

af
df 55 o

/% dr = /(31‘2 +y°) da (3.61)

3

flz,y) = 3% + 22 + h(y) (3.62)
flz,y) = 3 4y + h(y), (3.63)

sendo h(y) uma func¢ao que depende apenas da varidvel y, ou seja, € “constante”com

relacao a varidvel x.

Agora, resta apenas obter a expressao de h(y) para que a solugao f(x,y) do
sistema (3.56) esteja completamente determinada. Para isso, substituindo (3.59) na

sequnda equagdo do sistema (3.56) concluimos que

of
dy

= N(z,y) = %(1’3 + v’z + h(y)) =22y = 2y + h(y) = 2vy (3.64)
= My =0 = /h'(y) dy=Cy = h(y)=Cy,  (3.65)
sendo C7 uma constante de integracao.
Dessa forma, utilizando (3.64) em (3.59) tém-se que,
f(z,y) = 2° + 2y® + Oy (3.66)

¢ a solugdo do sistema (3.50).

Portanto, de (3.55) e (3.66), a solu¢do procurada para a equagdo diferencial
exata (3.57) é dada por

P+ C=C & 2*+ay’=0C. (3.67)

Quando uma equagao diferencial é nao-exata, ou seja, tem a forma (3.53) mas

nao satisfaz o critério (3.54), é possivel tornéa-la exata e, assim, aplicar o método de

18



resolucao acima para obter sua solugao. Para isso multiplica-se a equacao nao-exata

por uma determinada funcao fator integrante que mostraremos a seguir.

Primeiramente, multiplicando a equacao (3.53) por uma funcao p(z) # 0 a

determinar, vemos que

M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 < p(z)M(x,y)dr + p(x)N(z,y)dy =0.  (3.68)

Para (3.68) ser uma equagao exata, precisamos que

0 0

a—y[u(m)M(z,y)] = %[H(ZU)N(%ZJ)]- (3.69)

Resolvendo (3.69), obtemos

u(x)a%M(x, D) = 1 (@Ny) + pla) 2N ry) (3.70)
o u(x)a%M(x, D)= b SN e,9) = i (£)N () (3.71)
— [§M<x,y> - %Nu,y)] — /(&) N () (3.72)
o M@ %% (3.73)
p(r)  N(x,y) '
d _ %o 3.74
< @[Hﬂ(m)]—m (3.74)
oM __ ON
& / %[lnu(m)] dz = / <%—y“’)) dx (3.75)
OM _ ON
& Inp(z) = / <%> da (3.76)
OM _ ON
J (e
& ) =e (z.9) (3.77)

Analogamente, se multiplicarmos (3.53) por uma funcdo u(y) concluimos

[ (G )o

nly) =e : (3.78)



encontrando duas possiveis fungoes fator integrante p, uma dada por (3.76) na
variavel = e outra por (3.78) na varidvel y. A escolha entre utilizar p(z) e p(y)
fica a cargo do leitor, visto que o uso de uma ou de outra apenas ira simplificar ou

nao os calculos para resolver as equagoes exatas

p(e)M (z,y)de + p(e)N(z,y)dy = 0 (3.79)

u(y)M(z,y)dz + p(y)N(z, y)dy = 0, (3.80)
que sao equivalentes a equagao (3.53).

Exemplo 18. Considere a equagao diferencial
(6xy)dx + (4y + 92°)dy = 0. (3.81)
Vimos que esta equagao tem a forma (3.53) com M(z,y) = 6xy e N(x,y) =
4y + 9x?.
Mas (3.81) € nao-exata pois

oM = 2(6:L'y) = 6z

Y 2 (3.82)

Portanto, para resolvé-la serd mecessario multiplicar (3.81) por uma das
fungoes fator integrante i que a torne exata. Como vimos em (3.76) e (3.78) hd

duas opgoes para i, para este exemplo adotaremos p em funcao de y.

Dessa forma,

(a_N _ 6_M> -
ox oy 18 — 61
Mz, Y
nly) = e (@3] = e by
122 1
—d 2 —d
— ef 6y _ e / gy _ p2in(y) — in(y)?
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Reescrevendo a equagdo (3.81) com seu fator integrante pu(y) = y*, obtemos

1u(y) (62zy)0x + p(y) (4y 4 92%)dy = 0 (3.83)
& y*(6zy)0z + ¥ (4y + 92°)dy = 0 (3.84)
& 6aydr + (4y® + 92%y?)dy = 0, (3.85)

que € uma equagao exata equivalente a (3.81).

Resolvendo (3.83) pelo método das equagies exatas que vimos no inicio desta

Sec¢do, obtemos uma solug¢do para a equagao diferencial (3.81) dada por

3r?y’ +yt = C.
3.4.4 Equacoes Homogéneas de 1* Ordem

Uma equagao homogénea de primeira ordem é uma equacao que admite ser

escrita na forma

dy y
Y_p (-) , 3.86
dt t ( )
em que I apesar de depender de t e y, depende apenas do quociente .
Vejamos como resolver este tipo de equagao através de um exemplo.
Exemplo 19. Considere a equagao diferencial ordindria

Y- () () o)

O primeiro passo para resolver este tipo de equacao € fazer uma mudanga de varidveis,

a saber,
t
v(t) = @, (3.88)
ou, equivalentemente,
y(t) = to(t). (3.89)

Derivando a equacao acitma em ambos os lados com relacao a varidvel t,
obtemos

dy dv
pri t% + v(t). (3.90)
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Entao, substituindo as novas varidveis, (3.87) pode ser reescrita da forma

d
td_: =0 + . (3.91)

Esta ultima equacao equivalente, pode ser resolvida pelo método de Separac¢ao

de Varidveis que vimos em secoes anteriores. Assim,

dv dv dt

dt e = V24 t ( )
dv dt
- [ = 3.93
/v2 +o t ( )
1 dt

dv= [ = 3.94
/v(v+1) ! t (3:54)

Para resolver a integral acima, vamos utilizar o método de Fracoes Parciais:

1 A B A(v+1)+ Bv

v(v+1) - ;+v+1 - v(v+1) (3.95)
Av+ A+ B A+ (A+ B
AvT AT LY M (3.96)
v(v+1) v(v+1)
A=1 A=1
= = (3.97)
A+B=0 B=-1.
Portando, podemos escrever
1 1 1
vw+1) v v+1 (3.98)
Assim, (3.92) pode ser resolvido da sequinte forma
1 dt
/ dv = —dt (3.99)
v(v+1) t
1 1 1
- — dv = —dt 1
[C-i)e = [ (3100
In(v) —In(v+1) = In(t)+C4 (3.101)
v
= 102
In <v—|—1) In(t) + C4 (3.102)
l v
e n<’v + 1> = i+ (3.103)
(1)
e \0t1/ =t (3.104)
v
= Ct 3.105
v+1 ( )



Retornando as varidveis pelas iniciais, concluimos que

y
77— = Ct (3.106)
= +1
t

Yy
t
757 = Ot (3.107)
t
v._t oy (3.108)
t y+t
S GY (3.10)
y+t

Isolando a funcdo incognita
y = Ctly+1) (3.110)
y = Cty+ Ct (3.111)

y—Cty = Ct (3.112)

y(1-Ct) = Ct (3.113)
Ct?

t) = 3.114

¢ uma solugao de (3.87).

3.4.5 Equacao de Bernoulli

As equacoes de Bernoulli sao equagoes nao-lineares de 1° ordem, este método

¢é para transformar equacoes do tipo

Z—i—l—P(w)y = Q(x)y", (3.115)

em lineares em que P e () sao fungoes continuas na variavel x e n € N.

Para resolver este tipo de equacao, dividimos a equacao em ambos os lados

da igualdade por y”, a fim de obter, equivalentemente,
dy

- T P@)y 1dy P(z)
dr "7 _ Oz el RS S x :
) e T g )
& MLy Py = Q) (3117)
& L4 PEE ) = Q) (3118)



Fazemos entao v = y'~". Dessa forma, derivando ambos os lados com relacao

a variavel x, temos

dv d, ., dv T
IR (e e (3.119)
1 dv o Ay
- (1—n)£_(y )= (3.120)

Substituindo v = y'™" e (3.119) em (3.116), obtemos que (3.115) é equivalente

1 i ) Z_; + Py =Q) < Z—; +(1—n)P(@)v=(1-n)Q(z). (3.121)

Portando, a equagao (3.121) é equivalente a (3.115) que é linear e poder4 ser

resolvida pelo método do Fator Integrante que ja foi estudado.

Exemplo 20. Vamos resolver a equacdo diferencial ordindria

dy 1 2
—+ -y = . 3.122
Tty = @y (3.122)
Neste caso, vemos que esta ¢ uma equacao de Bernoulli com n = 2. Entao,

multiplicando (3.122) por y=2, temos que

dy 1
L4yt = 12
i i x (3.123)

T

2

Agora, fazendo a mudanca de varidvel v = y'=2 = y~!, obtemos

dv o dy _ody dv
=1y =< 227 = 2 3.124
dx (v )da: =Y dx dx ( )

Substituindo estas novas expressoes em (3.122), temos a equagao diferencial

equivalente

1
Ty — 3.125
xv T ( )

Resolvendo (3.125) pelo método do Fator Integrante vemos que

v(r) = —2° + Cx (3.126)
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e, portanto, retornando para y(x), concluimos que uma solugao de (3.122) é dada

por
9 1
- Cr = (3.127)
1
= y(z) = o (3.128)
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4 APLICACOES

Neste capitulo iremos apresentar algumas aplicacoes dos conceitos estudados

referentes as Equagoes Diferenciais Ordinarias. Tais aplicacoes envolvem conheci-

mentos de diferentes areas da ciéncia, como fisica, biologia e quimica.

4.1 Circuito Elétrico

Inicialmente, vamos considerar um circuito elétrico formado por um resistor

R, uma induténcia L e uma forga eletromotriz F(t) conforme a figura abaixo, que

representa um circuito RL.

VR
— |
o 1 > ‘o)
R
Vo L vV,
o 'o)

Figura 4.1: Circuito RL

Uma corrente elétrica é circula pelo circuito que é representado por:

di
L—+ Ri=E(t
dt+ t ()7

em que
.

L — é a indutancia (H),
R — ¢é a resisténcia (),

i — é a corrente (A),

| £ — ¢ aforca eletromotriz (V).

(4.1)

(4.2)

Problema 1: (ZILL e CULLEN, 2001) Uma forga eletromotriz (fem) de 30 volts

¢ aplicada a um circuito em série L-R no qual a indutancia é de 0,5 henry e a
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resisténcia, 50 ohms. Encontre a corrente i(t) se ¢(0) = 0. Determine também para

i(t — o00).

Resolugao:Para resolver este problema temos os seguintes dados:

(L—050,
R=50Q,
E=30V, (4.3)

1 é a corrente a determinar,

\ i(0) = 0 é a corrente no instante inicial ¢ = 0.

Substituindo os dados do problema na equagao (4.1), obtemos a equacao

diferencial

di
0,5— 4+ 507 = 30. 4.4
5 4 500 (4.4)

Dividindo esta equagao por 0,5, podemos reescreve-la como,

di
— + 100z = 60 4.5

que pode ser resolvida usando o método do Fator Integrante. Para isso, considerando

p(t) = 100 em (3.33), podemos calcular o fator de integracao p(t) dado em (3.44),

por
u(t) = e/ 100dt _ 100t (4.6)
Multiplicando a equacao (4.5) pelo fator de integracao obtido acima, vemos
que
100t 41 100t ; 100t
e + 100e™™" = 60e ", (4.7)

ou, equivalentemente como em (3.36),

%kaQZGw@“. (4.8)

Dai, integrando em ambos os lados com relacao a variavel ¢, obtemos

d 60
‘/akm%ﬁ:/f%MWtﬁemwzﬂﬁﬂm+0 (4.9)
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Portanto, dividindo a equagao acima por €% temos uma solugao geral i(t)
dada por

i(t) = g + Ce 100, (4.10)

Agora, utilizando a condicao inicial 7(0) = 0, na equagao (4.10),

3
0=<+ Ce 100 = (O = — (4.11)

concluimos que a solugao i(t) do problema em questao é

i(t) = 5 — S

- (4.12)

Além disso, passado um longo periodo de tempo, ou seja, fazendo t — 400,

a corrente serd igual a 2A.

4.2 Crescimento e/ou Decrescimento Populacional

Problema 2:(ZILL e CULLEN, 2001) A populacao de bactérias em uma cultura
cresce a uma taxa proporcional ao niimero de bactérias presentes em qualquer tempo.
Apdbs 3 horas, observa-se que ha 400 bactérias presentes. Apds 10 horas, existem

2000 bactérias presentes. Qual era o nimero inicial de bactérias?

Resolugao: Para resolver este problema temos os seguintes dados:

.
t variavel de tempo,

p(t) é a populacao ou nimero de bactérias no instante t,
p(3) = 400 nimero de bastérias em ¢t = 3,
p(10) = 2000 nimero de bastérias em ¢t = 10,

W 0) = pp ntimero inicial de bactérias.

Para modelar este problema, lembramos que a derivada pode ser interpre-

tada como taxa de variacao, entao a taxa no qual a populacao de bactérias cresce
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pode ser denotada por %, visto que p(t) representa a populagdo de bactérias no
instante de tempo t. Além disso o problema nos diz que esta taxa de crescimento
(%) ¢é proporcional ao nimero de bactérias presente em qualquer tempo ¢, ou seja,
denotando por k esta constante de proporcionalidade, deduzimos que o problema se

modela pela equacao diferencial ordindria linear de primeira ordem

dp

= = kp(t). (4.13)

Portanto, para determinar o nimero inicial de bactérias py, vamos inicial-

mente resolver o PVI

dp
a ~ ) (4.14)
p(0) = po.

e, posteriormente, usar os valores p(3) = 400 e p(10) = 2000 dados no problema.

Para resolver esta equacao, vamos utilizar novamente o método do Fator

Integrante.
dp dp
— =kp(t) = — —kp(t) =0 4.15
P ot = Ll (1.15)
Calculando o fator integracao u(t), quando p(t) = —k, obtemos
u(t) = el ~Fdt = =kt (4.16)

Multiplicando a equacao inicial, pelo fator de integracao pu(t) = e %, temos

que

*’“[@ —kp] =0, (4.17)

©

ou, equivalentemente, aplicando a distributiva,

d
— —eMkp=0 & —[e*pldt = 0. (4.18)



Agora, integrando esta tltima equacao,

/%[ektp}dt =C = eMp=0C.

Logo, a equacao que satisfaz o crescimento da populacao é dada por

p(t) = Ce. (4.19)

Como p(0) = py, substituindo em (4.19) obtemos

po=Ce"Y = py=C.

Portanto,
p(t) = poett (4.20)

é a solucao do PVI estabelecido acima.

Como o objetivo é determinar o nimero inicial de bactérias py, substituindo
os dados do problema p(3) = 400 e p(10) = 2000 na equagao de crescimento popu-

lacional (4.20), temos que

p(3) = 400 400 = poe’*
=

p(10) = 2000 2000 = poelo*.

Resolvendo este sistema, por isolar py na primeira equacao e substituir na

segunda equacao, vemos que

po = 400e™* = 2000 = (400e~*") ' = 2000 = 400e™

= 5=¢

Usando o logaritmo, encontramos

In(s)

Tk =1In(5) = k= ~ 0, 23.

Se k ¢é aproximadamente igual a 0,23, substituindo esse valor na primeira
equacao do sistema, encontramos o valor da populacao inicial py,
400 = pee* @) = py = 400e2%2) ~ 400(0, 50) ~ 200.
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Portando, a populacao inicial de bactérias era de aproximadamente 200

bactérias.

4.3 Reacao quimica

Problema 3: (ZILL e CULLEN, 2001) Dois compostos quimicos A e B sao com-
binados para formar um terceiro composto C. A taxa ou velocidade da reacao é
proporcional a quantidade instantanea de A e B nao convertida em C. Inicialmente,
ha 40 gramas de A e 50 gramas de B, e para cada grama de B, 2 gramas de A sao
usados. E observado que 10 gramas de C sao formados em 5 minutos. Quanto é

formado em 20 minutos?

Resolugao: Para resolver este problema temos os seguintes dados:

(

A = 40 gramas,

B = 50 gramas,

A = 2B, pois para cada grama de B, 2 de A s&o usados,

t) : é a quantidade do composto C no instante t,

=0
1

0 gramas

20) : é a quantidade do composto produzido em 20 minutos,

Para modelar este problema usando equagoes diferenciais, notemos inicial-

mente que combinando os compostos A e B para formar o composto C, ou seja,

A+B=X. (4.21)

Agora, como para cada grama do composto B, 2 gramas de A sdo usados, te-
mos que a quantidade do composto de A usada é o dobro da quantidade do composto

de B, ou seja, A = 2B, entao substituindo na equagao (4.21) temos,

X
2B+B=X = B:§.
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Portanto, % de B sao convertidos no composto C. Com isso,

X

A=2B = A .
3

Dessa maneira, as quantidades remanescentes de A e B, sao

2X X
A= (40-=2 B=(50-%=).
(0-5) v o= (0-5)

dX 2X X
_— = 4 _ — _ —

ou, equivalentemente, tomando k = kq,

dX
dt

Logo,

= k(60 — X)(150 — X).

Usando o método de Separacao de Variaveis, obtemos:

1

dX = kdt.
(60 — X)(150 — X)

Integrando a equacao,

1
/ 60— x)(150 - )" ~ / k. (4.22)

Para resolver a integral da equagao (4.22), usaremos o método das fragdes

parciais:

1 A B A(150 — X) + B(60 — X)
(60 — X)(150 — X) 60 — X T —x (60 — X)(150 — X)

Dessa maneira,

150A + 60B =1 A=—
—-A—-B=0 B—_—_—

Logo,

A B
X+ [ ————dX = [ kdt
/60—X +/(150—X)

1 —1
— 0 __gx / — 0 X =
:>/(60—X) ] @o—x)
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Calculando as integrais, obtemos

1 1
——1 — X —In(150 — X) = kit
30 n(60 )+ 3 n(150 ) + O,

ou, ainda,

In(150 — X) — In(60 — X) = 90kt + 90C}.

Aplicando a propriedade logaritmica,

150 — X
In [ "2 ) = 90kt + 90C
n(60—X> *

e, usando a funcao exponencial,

150 =X gomt £90C1
60 — X '

Considerando C' = €?°¢1| obtemos

150 — X

m OegOkt. (423)

Como X (0) = 0, resulta em:

150 — (0)

5
— kO _2
50— 10) Ce = C =2,

Substituindo C' = 2, na equagao (4.23),

150 =X 5 g

—_— = 4.24
60 — X 2 (424)
Usando a equagao (4.24), com X(5) = 10, vamos encontrar a constante
arbitraria k
150 =10 5 go4¢5 140 5 g0k so0k 28
60—10 2° 50 2" ‘ 25
28
= 5-90k =In (%) = 90k ~ 0,023.
Substituindo na equacao (4.24),
150 = X 5 23
—_— = —e . 4
60—x  2° (4.25)
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Multiplicando a equagao (4.25) por 2(60 — X),
2(150 — X)) = 5292360 — X)
e usando a distributividade,
300 — 2X = 300e%%% — 5X %0 = (5e%02% — 2) X = 300e™"%* — 300

entao X, em um certo instante t, sera

30069 — 300

X(t) = sy (4.26)

Passados 20 minutos, vamos calcular quanto é produzido do composto C, por

meio da solugao (4.26), ou seja,

300202200 — 300 300746 — 300 475,22 — 300

X(20) = 5e0,023(20) — 9 FE046 _9 7,92 -2
175,22
X (20) = — ~ 29 6.
= X(20) 5,92 ’

Dessa forma, apds 20 minutos tem-se uma producao de aproximadamente

29,6 gramas do composto C.
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5 CONCLUSAO

Este trabalho teve como objeto de pesquisa o estudo sobre as equacoes dife-
renciais, mais especificamente as equacoes diferenciais ordinarias de 1* ordem. Foi
abordado o contexto historico, as defini¢oes, todos os métodos necessarios para um

melhor entendimento acerca do assunto em questao, exemplos e algumas aplicagoes.

Além das aplicagoes demonstradas nesse trabalho, ha diversas maneiras de
se modelar um problema utilizando as Equagoes Diferenciais Ordinarias, como, por
exemplo, modelar a capitalizagao de investimentos, oscilador harmonico amortecido

e também o decaimento radioativo.

A histéria do calculo bem como o desenvolvimento da equacoes diferenciais
estarao sempre em constante crescimento, novas descobertas a cerca do assunto é
indispensavel para o desenvolvimento de outras areas cientificas que precisam de
algum modo modelar e expressar fendomenos reais, o que evidencia o avanco das

informacoes ao longo dos anos.

Sabe-se da dificuldade dos alunos que cursam uma graduagao que envolve
disciplinas de Célculo, por nao visualizarem as aplicacao que o mesmo possui ou
por nao ser o foco do curso. Visando isso, a proposta desta pesquisa foi apresentar
problemas relacionados a fisica, biologia e quimica, com o propésito de fazer com

que o leitor desperte interesse pelas disciplinas de Célculo.

Diversos problemas do mundo real utiliza as equacoes diferenciais ordinérias
(EDO) como uma forma de modelar matematicamente um fenémeno. Conclui-se que
as EDOs sao uma ferramenta importante que tem grande potencial e pode descrever
inimeros fenomenos, podendo ser aplicado em Fisica, Quimica, Engenharia Nuclear,

Arqueologia, Geologia, entre outros.
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