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RESUMO

O presente trabalho de conclusao de curso tem como tematica as Equagoes Diferenciais
Parciais (EDP’s), mais precisamente a equagao da onda, a qual pode ser utilizada para
modelar, por exemplo, o deslocamento vertical de uma corda de violao, que se mantém
fixa nas extremidades e sofre uma alteracao de modo a entrar em um padrao vibrato-
rio estacionario. Assim, objetivamos estabelecer uma regra que rege o deslocamento
u(x,t) — em um ponto qualquer x e num instante de tempo ¢t > 0 — de uma corda de
violao de comprimento L, esticada, flexivel e fixa em ambos as extremidades, ao entrar
em modo de vibragao. Como fundamentacao tedrica para a resolugao do problema,
demandou-se retomar e ampliar conceitos de Calculo Diferencial e Integral, Algebra
Linear, Equagoes Diferenciais Ordinarias e Séries de Fourier, além da apropriacao de
novos conhecimentos e métodos inerentes as equacoes diferenciais parciais. Metodo-

logicamente, a fim de resolver o problema de pesquisa, a saber,

a’ Uxx = Uyt
u(0,t)=u(L,t)=0, t>0

u(x,0)=f(x), u(x,0)=g(x), 0<x<L.

fez-se necessario reescreve-lo na forma de dois problemas auxiliares, A e B, resolvendo-
os separadamente, por meio das 3 etapas seguintes: transformar a equagao da onda
(Equacgao Diferencial Parcial) em duas Equagoes Diferencias Ordinarias (EDO’s) por
meio do método da Separagao de Variaveis; utilizar as condigoes de contorno e uma das
condigoes iniciais de forma a recairmos em um problema regular de Sturm-Liouville,
obtendo, assim, solu¢oes por meio de autovalores e autofungoes; utilizar o principio
da superposicao para, aliado a altima condigao inicial, reconhecer coeficientes de uma
série de Fourier em Senos, obtendo solugdes respectivas aos problemas A e B. A soma
das solucoes de tais problemas ¢, entao, reconhecida como a solugao do problema de

pesquisa, sujeita a algumas hipdteses sobre f e g.

Palavras-chave: Equacao da Onda. Equagdes Diferenciais Parciais. Séries de Fourier.



ABSTRACT

The present undergraduate final work has as its theme the Partial Differential Equa-
tions (PDE’s), more precisely the wave equation, which can be used to model the verti-
cal displacement of a guitar string, for example, which remains fixed in the extremities
and experiences a change, in order to enter a stationary vibratory pattern. Thus, we
aim to establish a rule that governs the displacement u(x, t) — at any point x and in an
instant of time t > 0 — of a guitar string of length L, stretched, flexible and fixed at
both ends when it goes into vibration mode. As a theoretical foundation for solving
the problem, it was necessary to retake and expand the concepts of Differential and In-
tegral Calculus, Linear Algebra, Ordinary Differential Equations and Fourier Series, in
addition to the appropriation of new knowledge and methods inherent to partial dif-

ferential equations. Methodologically, in order to solve the research problem, namely,

a2 Uxx = Uyt
u(0,t)=u(L,t)=0, t>0

u(x,0)=f(x), u(x,0)=g(x), 0<x<L.

it was necessary to rewrite it in the form of two auxiliary problems, A and B, solving
them separately, through the following 3 steps: transform the wave equation (Partial
Differential Equation) into two Ordinary Differential Equations (ODE’s) using the Vari-
able Separation method; use the boundary conditions and one of the initial conditions
in order to get a regular Sturm-Liouville problem, obtaining solutions through eigen-
values and eigenfunctions; use the principle of superposition, coupled with the last
initial condition, to recognize coefficients of a Fourier Sine Series, obtaining respective
solutions to the problems A and B. The sum of the solutions to such problems is then

recognized as the solution to the research problem, requiring some assumptions about

f and g.

Keywords: Wave equation. Partial Differential Equations. Fourier series.
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1 INTRODUCAO

O presente Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) tem como finalidade inves-
tigar e resolver detalhadamente a tematica “Ondas Estacionarias: Cordas Vibrantes”,
através de uma Equacao Diferencial Parcial (EDP): a Equacao da Onda. Essa tematica
apresenta muitas aplicacoes na fisica e nas engenharias Civil, Elétrica e de Producao.
Entretanto num contexto matematico, salientamos que, apesar do processo de resolu-
cao de problemas — que envolvem a equagao da onda — ser apresentado em diver-
sas bibliografias como Zill e Cullen (2001) e Boyce e DiPrima (2013), acreditamos ser
pertinente mobilizar conceitos de componentes curriculares do curso de Matematica
— Licenciatura, de forma a promover uma fundamentagao tedrica para o problema e
os objetivos desse TCC. Nessa perspectiva, analisamos a “equagao da onda” — uma
equacao diferencial parcial linear de segunda ordem — caracterizada pela modelagem
das vibracoes transversais em uma corda. Entao, consideramos uma corda de violao,
mantida fixa e tensa nas extremidades, de modo que o seu comprimento L apresente
uma relacao com o eixo x, em x = 0 e x = L e, ainda, que a corda seja homogénea, de
massa p por unidade de comprimento constante e que nao apresente resisténcia a fle-
xao. Supomos também que, a corda tenha a sua posicao inicial de equilibrio alterada
e é liberada no instante ¢ = 0, entrando em vibragao transversal — perpendicular ao
eixo x — de tal forma que seu movimento se verifique no plano xy. Ao analisarmos a
corda de um violao, é possivel identificar que cada ponto da corda se movimenta em
uma direcao perpendicular ao eixo x, gerando vibragoes transversais e o deslocamento
vertical em um ponto arbitrario, representado por u(x,t) medido a contar do eixo x
para t > 0. Notamos que quando a corda esta em vibracao o seu deslocamento u(x, t)
— deflexao da corda — é pequeno quando comparamos com a extensao L desta, pode-
mos observar também que em todos os pontos x ocorrem uma pequena inclinagao da
curva. A tensao T exerce uma forca tangencial a corda e seu modulo T € constante em
todos os pontos, sendo grande quando esta é comparada com a forca da gravidade —
sem acao de forcas externas agindo sobre ela, utilizando a 2* Lei de Newton e tomando
limites apropriados o problema descrito através da equagao da onda como motiva em
Zill e Cullen (2001).

Esse trabalho justifica-se pela curiosidade em compreender, matematicamente,
os movimentos ondulatdrios realizados pelas cordas de instrumentos musicais, quando

estas sao dedilhadas. Disto, surge a necessidade de conhecer e entender o processo
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de resolucao de problemas que envolvem a equagao da onda, ao modelar a vibragao
de uma corda de um violao, por exemplo. No entanto, cabe salientar que as apli-
cacoes desta equacao nao estao restritas a este modelo em particular, mas também
relacionam-se com estudos mais gerais, envolvendo fendmenos ondulatérios. Con-
forme Halliday (2012, p. 117), “as ondas sao um dos principais campos de estudo da
fisica [...]”, muito utilizadas na industria musical, podendo ser transmitidas de varias
formas, seja nos meios solidos ou pelo ar. Silva et al. (2001, p. 1), afirma que na
Engenharia de Reabilitacao, é comum o uso do dinamometro biomédico, composto por
sensores a corda vibrante. Esses servem para medir as forgas exercidas por pacien-
tes, principalmente em seus membros superiores e inferiores. Tal instrumento possui
cordas fixas e tensas nas extremidades e, por meio dos sensores mencionados, sua po-
sicao de equilibrio é alterada, produzindo vibracao de acordo com a necessidade do
paciente. Neste sentido, pesquisaremos um problema relacionado a uma equacao di-
ferencial parcial, a saber, “a equa¢ao da onda”, que é muito utilizada em Matematica
Aplicada (BOYCE; DIPRIMA, 2013, p. 486). Deste modo, temos como problema de
pesquisa a seguinte questao: Como utilizar a equagao da onda para estabelecer uma
funcao u(x,t) que rege as vibragoes transversais de uma corda de violao, determi-
nadas pelo deslocamento de sua posicao inicial de equilibrio em um dado instante
t =0, apos ser liberada em um ponto qualquer x?

A fim de detalharmos o problema de pesquisa, partimos das hipdteses nortea-
doras supracitadas. Consideramos, entao, uma corda fixa nas extremidades, determi-

nando as seguintes condigoes de contorno

u(0,t)=0, u(L,t)=0 ¢t>0. (1)

Além disso, infere-se que o movimento da corda depende de seu deslocamento e
velocidade iniciais, ou seja, da observacao do fendomeno em cada posi¢ao x, no instante
t = 0. Podemos representar estas ultimas grandezas, respectivamente, por f(x) e g(x)

obtendo, portanto, as condigoes iniciais

u(x,0) = f(x) u(x,0)=g(x) 0<x<L. (2)

Assim, o problema de pesquisa resume-se em encontrar uma funcao u(x,t) que
satisfaca a equacao da onda, sujeita as condigoes iniciais e de contorno descritas em (1)

e (2). Ou seja, buscaremos encontrar uma solu¢ao para o Problema de Valor Inicial e
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de Contorno (PVIC):

azuxx = Uy
u(0,t)=u(L,t)=0, 0<x<L, t>0 (3)

u(x,0) = f(x), wuy(x,0)=g(x), 0<x<L.

Ressaltamos que a constante a que aparece na equacao da onda deve ser maior
que zero, pois esta representa a velocidade da propagacao da onda na corda. O seu va-
lor sera dado em cada problema. Como a equacao da onda é unidimensional, podemos
observar o movimento de oscilacao somente no eixo das abscissas.

Em termos de objetivo geral, procuramos investigar a equagao da onda de forma
a estabelecer uma regra que rege os deslocamentos u(x,t) de uma corda de violao de
comprimento L, esticada e fixa em ambos as extremidades, ao entrar em vibracao, em
um ponto qualquer x e num instante ¢ > 0. Em termos de objetivos especificos, procu-
ramos:

- Conhecer e entender os principios fisicos envolvidos para estabelecer condi¢oes ini-
ciais e de contorno;

- Mobilizar conceitos dos componentes curriculares do curso de forma a resolver o pro-
blema de pesquisa;

- Investigar e compreender novos conceitos matematicos a serem utilizados;

- Exibir uma solugao da equagao da onda unidimensional, sujeita as condic¢oes iniciais
e de contorno.

Por fim, salientamos que esse TCC foi organizado em capitulos. Inicialmente,
define-se a metodologia e o referencial tedrico — este altimo esta dividido em 6 im-
portantes secoes, a saber: Ondas Estacionarias; Séries de Fourier; Existéncia e Unici-
dade de Solug¢oes para EDOs; Equacdes e Operadores Diferenciais; Problema de Sturm-
Liouville e 0 Método da Separagao de Variaveis. O capitulo seguinte, intitulado “Corda
Vibrante”, apresenta uma resolugao detalhada do problema de pesquisa, enquanto o

ultimo capitulo é destinado a algumas consideragodes finais.



14

2 METODOLOGIA

No intuito de respondermos a questao de pesquisa, vamos apresentar uma so-
lug¢ao nao nula, que satisfaca a equagao da onda, sujeita a condigoes iniciais e de con-
torno. Esta é uma questao abordada em diversas referéncias sobre EDP’s que trazem as
equagoes prototipo, a saber, Equacao do Calor, Equagao da Onda e Equacao de Laplace.
No entanto, faz-se necessario explicitar conceitos matematicos envolvidos, validando
resultados e criando uma sequéncia légica que justifique os passos utilizados na ob-
tencao de tal solugao. Neste sentido, metodologicamente, caracterizamos este trabalho

como uma pesquisa explicativa, visto que este tipo de pesquisa:

[...] tém como preocupagdo central identificar os fatores que determinam ou
que contribuem para a ocorréncia dos fenémenos. Esse é o tipo de pesquisa
que mais aprofunda o conhecimento da realidade, porque explica a razao, o
porqué das coisas. (GIL, 2002, p.42)

Nesta perspectiva, foi realizada uma pesquisa bibliografica, amparada por di-
versos materiais publicados (livros, periddicos, artigos cientificos, etc.) os quais apre-
sentavam equacoes diferenciais parciais (EDPs), mais especificamente, a equagao do
calor e da onda e suas propriedades matematicas, pois ambas tém processos de resolu-
cao semelhantes, entao na maioria dos livros consultados uma resolug¢ao complemen-

tava a outra. O desenvolvimento do trabalho contemplou algumas etapas metodologi-

cas, abaixo descritas.

e Etapa 1: analise de material bibliografico selecionado;

e Etapa 2: leitura analitica e interpretativa do material (escolhido na etapa ante-
rior) seguida da realizacao de apontamentos, e sintese dos principais conceitos e
resultados;

e Etapa 3: Estudo do procedimento para obtengao da solu¢ao do problema de pes-

quisa, explicando, de maneira mais detalhada, cada passo da resolugao.

Quanto problema de pesquisa, estamos interessados no processo de obtengao da so-
lugao do problema de valor inicial e de contorno (PVIC) que passa, em um primeiro

momento, em separa-lo em dois problemas auxiliares. Sao eles:
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Problema A:
a vxx =Vt
v(0,t)=v(L,t)=0, t>0 (4)
v(x,0) = f(x), v(x,0)=0, 0<x<L

Problema B:

2 —
A" Wyy = Wiy

w(0,t) =w(L,t)=0, t>0 (5)

w(x,0) =0, wi(x,0)=g(x), 0<x<L.

Cada um desses problemas sera resolvido separadamente de forma a obtermos
duas solucodes v(x,t) e w(x,t), cuja soma u(x,t) = v(x,t) + w(x,t) é solucao para o nosso
problema de pesquisa.

Os problemas A e B apresentam processos de resolu¢ao metodologicamente ana-
logos que passam por: aplicar o método da Separagao de Variaveis u(x,t) = X(x)- T(t)
— com uma constante de separagdo -"A"- e escrever a equacdo da onda a’u,, = iy,
na forma de duas EDO’s que, juntamente com as condi¢oes de fronteira, podem ser
associadas a um problema de autovalores y, = 7% e autofung¢des (X,(x)); obter uma
funcao u,(x,t) = X,,(x)- T,(t), que é uma solucao da equacao, para cada n € IN; utilizar

o principio da superposicao para escrever u(x,t) na forma de uma solugao em série

u(x,t)= icn Uy (x,t). (6)

n=0

Finalmente, para que esta solucao esteja completa, precisamos determinar os

coeficientes ¢, que estarao associados a série de Fourier em senos da funcao f.
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3 REFERENCIAL TEORICO
3.1 Ondas Estacionarias

Ondas Estaciondrias sao formadas a partir de uma superposi¢ao de duas ondas
idénticas, porém em sentidos opostos que, como resultado, determinam um padrao
estacionario de vibragao. Por exemplo, quando um violao é dedilhado, automatica-
mente as cordas sao colocadas em modo de vibracao, produzindo ondas. Como cada
corda esta fixa em ambas as extremidades, € nestes locais em que as ondas se refletem
e superpoem-se aquelas que estao propagando-se em sentido oposto, ocasionando um
padrao vibratério estacionario, ou seja, ondas estacionarias, conforme figura abaixo.
E nesse sentido que estaremos entendendo o modelo da corda vibrante de um violao,

neste trabalho.

Figura 1 — Possibilidades de ondas estacionarias em uma corda de comprimento L
com ambas extremidades fixas.

Fonte: <https://www.fisica.ufmg.br/ciclo-basico/wp-content/uploads/sites/4/2020/05/Ondas_
estacionarias_em_corda.pdf>

3.2 Séries de Fourier
3.2.1 Consideracgoes iniciais
A fim de entendermos e motivarmos o estudo das Séries de Fourier, precisamos

utilizar o conceito de ortogonalidade de fungoes, presente, muitas vezes, no curriculo

de Algebra Linear.


https://www.fisica.ufmg.br/ciclo-basico/wp-content/uploads/sites/4/2020/05/Ondas_estacionarias_em_corda.pdf
https://www.fisica.ufmg.br/ciclo-basico/wp-content/uploads/sites/4/2020/05/Ondas_estacionarias_em_corda.pdf
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Consideramos, para tal, o conjunto de fun¢oes

X 27X 3mtx X 27X 37tx
{1,cos(—),cos(—),cos(—),..., sen(—), sen(—), sen(—),...} (7)
p p p p p p

que é ortogonal no intervalo [—p, p] em relacao ao produto interno definido por
p
<fig>= [ fi-gtridx
~Pp

Suponha, ainda, que f seja uma funcao definida no intervalo [-p,p], que possa ser

escrita na forma da série trigonométrica:
f(x):a—2()+Z(an-cos(n—m)+bn-sen(n—nx)). (8)
p— p p

Resta, agora, determinar os coeficientes ag,ay,4a,,...,by,b,,.... Utilizaremos, para tal, as

relacoes de ortogonalidade.

3.2.2 Coeficientes de Fourier: Motivagao

3.2.2.1 Motivagdo para o coeficiente a

Primeiramente, integramos (formalmente) a expressao (8) no intervalo [-p,p] e

obtemos:
p p s p p
J f(x)dx:a—O dx+ Z(anj cos(@)dx+bnf sen(n—nx) dx). 9)
-p 2 Jp =T -p p -p p

Note, entao, que as integrais dentro do somatoério valem 0, visto que as fungoes
nmx nmx - N - .
”cos(—)” e ”sen(—)” sao ortogonais a funcao “1”, Vn € IN , pois pertencem ao

conjunto (7). Dai, segue que:

p
aO:ll—JJ f(x)dx. (10)
~p
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3.2.2.2 Motivagdo para o coeficiente a,,

Para encontrar os coeficientes a,,, retornamos a expressao (8), multiplicamos por

» mTex
cos

)" e integramos (formalmente) no intervalo [—p, p]. Dai,

P
0 p p
+Z(an.f cos(n—nx)-cos(mnx) dx + bnj sen(n—nx)-cos(mnx) dx). (11)
- -p p p -p p p
Pelas relacoes de ortogonalidade provenientes do conjunto (7), temos que
p
J cos(mnx) dx=0
-p p
b nrmx mrx 0, sem=n
J cos(—)-cos( )dx:
~p p p p,sem=n
p
J sen(@)-cos(mnx) dx=0
-p p p

Retornando a expressao (11), resta apenas

JP f(x)-cos(@) dx=a,-p,
p p

ou seja,

3.2.2.3 Motivagao para o coeficiente b,,

A fim de encontrar os coeficientes b,, retornamos a expressao (8), multiplica-
« mrcx ” . .
mos por sen(—) e integramos (formalmente) no intervalo [—p,p]. Por processo
p

analogo, encontramos:

bn:lfpf(x)-sen(@)dx. (13)
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3.2.3 A Série de Fourier — Defini¢ao e Convergéncia

A série trigonométrica definida em (8) com coeficientes ay, a,, e b,, — definidos,

respectivamente, por (10), (12) e (13) — é chamada de Série de Fourier da funcao f.

Definicao 3.1. A série de Fourier de uma fungao f definida no intervalo (—p, p) é dada por

f(x)= %O + i(an . cos(nTnx) +b,- sen(nTi(x))

em que

p
w= | fedx

p
1 (P nrx 1 (P nrx
an—l—jf_pf(x).cos(T)dx, e bn_l—)J:pf(x)-sen(T) dx.

E importante salientar que a simples expressao da série nao garante a conver-
géncia, por isso € indispensavel estabelecer hipdteses sobre f para garantir a conver-

géncia pontual de uma série de Fourier.

Teorema 3.2. (Teorema da Convergéncia de Fourier) Sejam f e f’ parcialmente con-
tinuas no intervalo (—p,p), isto é, sejam f e f’ continuas exceto, possivelmente, em um
numero finito de pontos no intervalo e tendo apenas descontinuidades finitas nesses pontos.

Entao:

i) em um ponto de continuidade da fungado, a série converge para f(x);

ii) em um ponto de descontinuidade da fungdo, a série converge para

fle)+ fx)
5 ,

em que f(x,) e f(x_) denotam os limites de f em x d direita e a esquerda, respectivamente.

Prova. Ver Teorema 2.1 em Iorio (2007, p. 121). O

3.2.4 Séries de Fourier do Cosseno e do Seno

Definicao 3.3. Uma fungdo é dita par se o seu dominio contém o ponto —x sempre que

contiver o ponto x e se f(x) = f(—x), para cada x no dominio de f. Analogamente, uma
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fungado é dita impar se o seu dominio contém o ponto —x sempre que contiver o ponto x e se

f(=x) =—f(x), para cada x no dominio de f.
Teorema 3.4. (Propriedades elementares de fungoes pares e impares)

1. O produto de duas fungoes pares é par.
. O produto de duas fungoes impares é par.

. O produto de uma fungao par por uma fungdo impar é impar.

2

3

4. A soma (diferenga) de duas fungoes pares é par.

5. A soma (diferenga) de duas fungdes impares é impar.
6

. Se f é par entdo

j_if(x)dx = 2J;af(x)dx.

a
J f(x)dx = 0.
—-a
Prova. Ver Zill; Cullen (2001, p. 213). O

7. Se f é impar entdo

3.2.5 Prolongamento Periodico

Uma série de Fourier — por ser uma série trigonométrica — nao s6 representa a
funcao no intervalo (—p,p) mas também da o prolongamento periodico de f fora desse
intervalo. Isto quer dizer que podemos aplicar o Teorema 3.2 ao prolongamento pe-
riddico de f ou entao podemos admitir de saida que a funcao dada é peridédica com
periodo 2p (isto é, f(x + 2p) = f(x)). Quando f é parcialmente continua e existem as

derivadas a direita de x = —p e a esquerda de x = p, entdo a série converge para a média

f(p-)+ f(=py)
2

nesses pontos extremos. O mesmo ocorre para os valores de prolongamento peridédico:

+3p,+5p,+7p, ... (ZILL; CULLEN, 2001, p.210)

3.2.6 Extensao par e extensao impar

No processo da resolu¢ao de nosso problema de pesquisa, estaremos traba-

lhando especificamente com duas fungoes, f e g, que sao definidas no intervalo [0, L].
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Para representa-las como uma expansao em séries de Fourier em senos ou em cossenos,

devemos definir extensoes periddicas impares ou pares, respectivamente, de forma a

obtermos funcoes estendidas, f e g.

Defini¢ao 3.5. Seja f : [0,L] —» R uma fungdo dada. Podemos definir para f:

(i) extensdo periddica par, denotada por f,, dada por:

fi(x) = filx+2L) = fi(x), VxeR.

falx) = fo(x+2L) = fo(x), VxeR.

Para representar esta ideia, apresentamos a figura abaixo:

Figura 2 — Extensao par e extensao impar.

f(x)

L X

(a) A funcdo dada f(x)

£,

—L L

(b) f(x) estendida como uma funcgao periddica par de periodo 2L
£,

. VAN /N

\/ fL\/ L\/
(c) fix) estendida como uma funcao periddica impar de periodo 2L

Fonte: Kreyszig (2008, p.15).

(15)
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3.2.7 Série em Cossenos

Considere uma fungao f par, definida em —L < x < L, com prolongamento pe-
riddico em que p = 2L. Fazendo uso de propriedades, enunciadas anteriormente no
Teorema 3.4, concluimos que:

1. f(x)- cos(%) é par, pois é o produto de fungoes pares.

2. f(x)- sen(%) € impar, pois é o produto de uma func¢ao par por uma fungao

impar.

Como consequéncia das propriedades relacionadas a integral, segue, entao, que os co-

eficientes de Fourier de f sao dados por:

p
0= L flx)dx,

p
an:zj f(x)-cos(nT?x)dx, VnelN,
0

b,=0, VneN.
Logo, f tem uma série de Fourier em cossenos:
a - nIx
f(x)= Oy Zan -cos(—).
2 p
n=1

Em outras palavras, a série de Fourier de qualquer func¢ao par é formada apenas

- . - nrx
pelas func¢des trigonométricas pares “cos (— ” e pelo termo constante.
p

3.2.8 Série em Senos

Considere, agora, uma funcao f impar, definida em —L < x < L, com prolonga-
mento periddico em que p = 2L. Utilizamos, novamente, propriedades enunciadas no

Teorema 3.4 e concluimos que:

T
1. f(x)-cos (%) é impar, pois € o produto de uma fungao impar por uma fungao

par.
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2. f(x)- sen(%) € par, pois é o produto de fun¢des impares.

Como consequéncia das propriedades relacionadas a integral, segue, entao, que os co-

eficientes de Fourier de f sao dados por:
ag = 0,

an:O, VI’lEN,

p
bn:zj f(x)-sen(”—”x)dx, VneN.
P Jo p

Logo, f tem uma série de Fourier em senos:

- - b, - ”_nx)
f(x) ; sen( p

Em outras palavras, a série de Fourier de qualquer fun¢ao impar é formada

- . e nrx
apenas pelas fung¢oes trigonométricas impares “ sen(—

3.3 Existéncia e Unicidade de Solugoes para EDOs

Teorema 3.6 (Existéncia e Unicidade de Solugoes para EDOs). Sejam a,(x),
ay_1(x),..., a1(x),ap(x) e g(x) fungdes continuas em um intervalo I e seja a,(x) = 0 para
todo x nesse intervalo. Se x = xq for um ponto qualquer em I, entdo existe uma tinica
solugdo y(x) do problema de valor inicial

n-1)

a,(x) 9" + a,_1 (x)p" D+ +a (x)y +ag(x)y = g(x)

Y(x0) = 30, ¥ (x0) = Vg ---» P V(x0) = pg

Prova. Ver em Zill; Cullen (2001, p. 143). O
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3.4 Equacoes e Operadores Diferenciais

A fim de compreendermos melhor a equagao da onda, iremos estabelecer algu-
mas classificacoes e entendimentos que nos fornecem subsidios para estabelecer um

percurso metodoldgico adequado.

Definicao 3.7. Equacao Diferencial (ED) é uma equagio que apresenta em sua formula-
¢ao derivadas de uma ou mais varidveis dependentes, com relagdo a uma ou mais varidveis

independentes. Podemos classifici-la como:

(i) Equagao Diferencial Ordindria (EDO) no caso em que apresenta derivadas de uma

ou mais varidveis dependentes, com relacdo a uma vinica variavel independente.

(i) Equagao Diferencial Parcial (EDP) no caso em que apresenta derivadas de uma ou

mais varidveis dependentes, com relagdao a duas ou mais varidveis independentes.

A partir disso, podemos afirmar que a Equagao da Onda, amplamente discutida
neste trabalho, a saber

2 _
A Uyy = Uy

classifica-se como uma EDP de segunda ordem, visto que essa é a ordem da deri-
vada mais alta presente na equacao. Além disso, poderemos classifica-la como uma
EDP linear e obter um resultado muito importante: o Principio da Superposi¢ao (Infi-

nito/Estendido), conforme veremos nas subse¢oes seguintes.

3.4.1 Linearidade

De uma maneira geral, utilizando a notagao x = (xy,---,x,) € O C R" para deno-

tar a possibilidade de n variaveis independentes xy,---, x,,, definimos:

Definicao 3.8. Seja x € () C R". Entdo a equagao

n n
Z a;j(x)- D;Dju(x) + ij(x) -Dju(x) + c(x) - u(x) +d(x) = 0 (17)
i,j=1 j=1
¢ dita uma Equacdo Diferencial Parcial Linear de Segunda Ordem, na qual D; = 2 ©
D; i denotam derivadas parciais.

= 9xj
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Observacao 3.9. Note que a equagao da onda (unidimensional) trata-se de uma EDP Linear
de Sequnda Ordem com: n =2, aj;(x) = a%, ayp(x) = =1, aj2(x) = ar(x) = by(x) = by(x) =
c(x)=d(x) = 0.

Perceba, ainda, que podemos reescrever a equagao (17), na forma

Lu=f, (18)
ao tomar f(x) = —d(x) e definir
(Lu)(x) = Z a;j(x) - D;Dju(x) + ij(x) -Dju(x) +c(x) - u(x). (19)

Sendo Q) um subconjunto aberto de R"” e as fungoes ajj, bj ec,1<1i,j<n, conti-

nuas em (2, definimos o operador diferencial parcial linear de segunda ordem

L:C*Q)— C%Q) (20)

uwr— Lu

em que Lu é dado pela expressdo (19) e entendemos C?(Q)) como o conjunto das fun-
¢oes u : (3 — R que sao duas vezes continuamente diferenciaveis. De maneira geral,

podemos definir funcdes k vezes continuamente diferenciaveis:

Definigao 3.10. Uma funcio f : Q — R é dita ser de classe C°, quando for continua em
todos os pontos de (). De maneira geral, diremos que uma fungao f : QO — R que possui,
em cada ponto de Q, todas as derivadas de ordem k, as quais sao fungoes continuas em (2, é

uma fungdo de Classe Ck. Escreve-se, entdo, fe Ck(Q).

3.4.2 Principio da Superposicao

O Principio da Superposicao consiste, basicamente, na possibilidade de obter-
mos uma solu¢ao mais geral de uma equagao diferencial por meio de combinacgdes li-
neares (finitas) de solu¢oes conhecidas. Porém, mostraremos que, sob certas hipoteses,
existe uma forma infinita para tal principio, apresentada no teorema a seguir, nas con-

dicoes da equacao diferencial parcial que estaremos trabalhando, a saber, a Equagao

da Onda.
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Teorema 3.11 (Principio da Superposi¢ao). Seja L um operador diferencial parcial linear
de segqunda ordem cujos coeficientes estao definidos em um aberto (3 C R". Suponha que
(up) 2, é um conjunto de fungoes de classe C* em Q, satisfazendo a EDP linear homogénea

Lu = 0. Entdo, se (a,,)}>, é uma sequéncia de escalares tal que a série
+00
u(x) = E Ay - U (X) (21)
n=1
é convergente e duas vezes diferenciavel termo a termo em Q, temos que u satisfaz Lu = 0.

Prova. A demonstragao segue, essencialmente, ideias apontadas por I6rio (2012, p. 8).

Suponha, inicialmente, que convirjam as séries

+00

w(x) = )y () (22)
m=1
+00
= Z.a'” - Dy, (x); (23)
D;Dju(x Zam D; Dty (x); (24)
quaisquer que sejam x € () e os indices 1 <1i,j <

Sendo L um operador diferencial parcial linear de segunda ordem, podemos substituir
(22), (23) e (24) em (19), obtendo:

n

(Lu)(x) = Z a;(x) DD u(x Zb +c(x) - u(x)
W (24) (23) (22)
= ia”(x) [iam Dleum(x)]+i [Zam Ditt,, )
i,j=1 m=1 ]
+C(x) : [iam ’ um(x)
m=1
=) an-| ) aij(x)- DiDjtty(x)+ ) bj(x)- Djty(x) +(x) um<x>]
m=1 1,j=1 j=1
(L) (x)
= Zam A(Luy)(x), VYxeQ. (25)
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No entanto, como (u,,)>°, € um conjunto de fun¢oes de classe C 2 em Q, satisfazendo a
EDP linear homogénea Lu = 0, obtemos que Lu,, = 0, para todo m € IN. Assim, de (25),

obtemos que u satisfaz

Lu

I
S

(26)

como queriamos. H

3.5 Problema de Sturm-Liouville

3.5.1 Problema regular de Sturm-Liouville

Defini¢ao 3.12. Sejam as fungées continuas p,q,r e r’ com valores x € [a,b], sendo 1" a
derivada de r e estes estando em um intervalo real, tal que r(x) = 0 e p(x) = 0 para todo x no

intervalo. O problema de contorno de dois pontos

d

[T+ (@) + A p(x) -y =0 (27)

sujeito a condigdes de contorno homogéneas

ai-y(a)+pr-y’(a)=0 (28)
az-y(b)+p2-y’(b) =0 (29)

¢ chamado um problema regular de Sturm-Liouville (ZILL; CULLEN, 2001, p.226).

Nas equagoes (28) e (29) supde-se que os coeficientes sao niimeros reais e indepen-
dentes de A e tomamos os pares (aq, B1) e (a2, f2) nao nulos.

Dizemos que A € R é um autovalor do Problema Regular de Sturm-Liouville se a
equagdo (27) tem solugao y # 0 (ou seja, solugdo nao trivial) que satisfaz as condigoes de
contorno (28) e (29). Neste caso, a solugdo y = y(x) é chamada de autofungao, associada ao

autovalor .

Observagao 3.13. Sendo a equagdo diferencial (27) homogénea, o problema de Sturm-
Liouville sempre admite a solugdo trivial y = 0. No entanto, ao propdsito que nos serve,
nao estamos interessados em obter autovalores cujas autofungoes correspondentes sejam tri-

viais.
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Teorema 3.14 (Propriedades do Problema Regular de Sturm-Liouville).
(a) Existe um ntimero infinito de autovalores reais que podem ser dispostos em ordem
crescente Ay < Ay < A3<---< A, <--- tais que A, — oo quando n — oo.
(b) Para cada autovalor hd apenas uma autofungdo (exceto para multiplos nao-zero).

(c) As autofungoes correspondentes a diferentes autovalores sao linearmente indepen-

dentes.

(d) O conjunto de autofungoes correspondente ao conjunto de autovalores é ortogonal

em relagdo a fungdo peso p(x) no intervalo [a, b].
Prova. Ver Zill; Cullen (2001, p. 227) O]

Exemplo 3.15. Considere o segquinte problema:

X"+1X=0
(30)
X(0)=0, X(L)=0.

Observe que (30) é um Problema Regular de Sturm-Liouville nas sequintes condigoes: r(x) =
1L, qx)=0,px)=1, a1 =a,=1, 1 =P =0,a=0e b =L, conforme as equagoes (27),
(28) e (29).

Os valores de A para os quais existem solugoes ndo triviais para o problema (30) sdo
chamados de autovalores e as solugdes nao triviais sao chamadas de autofungaes.

Vamos considerar, separadamente, trés casos: A >0, A=0e A <0.

Caso 1: A>0.
Sendo A positivo podemos escrever (de maneira conveniente) A = ;/12, comu>0,ea

equagao se torna
X" +u*X =0 (31)
cuja equagdo caracteristica é
P+’ =0, (32)
com raizes r = iy, de modo que a solugdo geral é

X(x) = cy cos(px) + cpsen (px). (33)
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Como X(0) = 0, temos
cicos(0)+cysen(0)=0 = ¢;-140=0 = ¢;=0.
Como X(L)=0ec; =0, temos
cy - sen(ul) = 0. (34)
Como estamos procurando solugdes nao triviais, so pode ocorrer c, # 0 e, portanto,
sen(uL) = 0. (35)

Sabemos que a fungao seno tem valor zero em todos os miiltiplos inteiros de 1. Assim,

so pode ocorrer uma quantidade infinita de valores reais, dados por
Pu-L=nm, VYnelN.

ou seja, p, = 9, Vn e IN.

Desta forma, como A = u?, temos uma sequéncia infinita de autovalores reais

associados ds autofungoes correspondentes

nmx
X, (x) = sen(T). (37)
Caso 2: A =0.
Neste caso, temos X' =0 = X' =¢c = X=cx+d.
~—— ~——
integragdo integracdo
Dai,

X(0)=0 = c-0+d=0 = d=0
X(L)=0 = c¢-L+d=0 = c¢-L=0 = c¢=0.

A solugao seria, portanto, X(x) = 0 (solugdo trivial) que nao nos interessa.

Caso 3: A <0.
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Neste caso, podemos supor A = —u?, com p > 0. Temos a equagdo
X=X =0 (38)

cuja equagdo caracteristica é r*> — y*> = 0, com raizes r = +p.

Desta forma, a solugdo geral escreveremos, convenientemente, na forma
X(x) = cq cosh px + cy senh px. (39)
Entao, temos

X(0)=0 = cycosh(0)+cysenh(0)=0 = ¢;:-1+¢c;=0 = ¢;=0

X(L)=0 = cysenh(ul)=0

Como p> 0, temos que senh(uL) #0 = ¢, =0. Assim, X(x) = 0 (solugao trivial)

que ndo nos interessa.

Concluimos, portanto, que apenas podemos obter autovalores e autofungoes para o problema

(30) no caso em que A > 0.

3.5.2 Problemas Relacionados

Exemplo 3.16. Considere o segquinte problema:

T’(0)=0

O problema apresenta equagdo caracteristica

n’ma®

L2

e+ =0

e, portanto, tem como solugdo geral a equagao

T(t)=1c cos(nTmt) + ¢ sen(nTmt).
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O problema nos dd o valor da derivada no ponto t = 0. Sendo assim, devemos derivar a

equagao (41) de forma a obter
T'(t) = - (mw) (mwt)_l_ (mw) (mwt)
=01~ |sen|——t |+ o ——)cos{—¢),

e, entao, como T’(0) = 0:

Assim, c; = 0 e ¢y é qualquer. Dessa forma, de (41), temos uma familia de solugoes:

T,(t) = cos(nTmt), VnelN.

Exemplo 3.17. Considere o segquinte problema:

le_l_(l’lT(a )ZZO

(44)

(45)

Como o exemplo é andlogo ao anterior (somente o que difere é a condigcdo de contorno dada

Z(0) = 0) utilizaremos expressao andloga a (41) para Z(t), a saber,
Z(t) =cjcos (nTnat) +c; sen(nTmt).
Desta forma,

Z(0)=1¢ cos(nTmO)+c2 sen(nTmO) =0

=1 =0

Neste caso, concluimos que ¢y = 0 e ¢, é qualquer. Assim, de (46), temos:

Z,(t)= sen(?t), VnelN.

(47)
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3.6 Método da Separagao de Variaveis

No intuito de resolver o problema de pesquisa, estamos em busca de solucoes
nao triviais para um problema envolvendo a equacao da onda. Sendo esta uma EDP,
como vimos anteriormente, uma das ferramentas mais eficientes (para este caso) € co-
nhecida como o método da separacao de variaveis. Este método consiste, basicamente,

em assumir uma solugao para a equagao diferencial na forma

u(x,t) = X(x)- T(t), (49)

isto é, supOe-se a solu¢ao como um produto de duas fun¢oes de uma variavel, X e T,
dependentes da posicao x e do tempo ¢, respectivamente.

Quando aplicado a equagao da onda, o método da separacao de variaveis per-
mite “transforma-la” em duas equagoes diferenciais ordindrias que, aliadas as condi-

¢Oes inicial e de contorno, recaem em problemas ja resolvidos nesta secao.
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4 CORDA VIBRANTE

4.1 Contextualizacao

Neste trabalho iremos nos aprofundar nas ondas mecanicas, porém sabemos
que existem varios tipos de propagac¢oes de ondas, como as ondas da agua, as ondas
eletromagnéticas, sonoras, entre diversas outras. Retornando ao problema a ser
estudado, vamos imaginar uma corda de violao, sabemos que ela se mantém fixa
nas extremidades, tendo um tamanho L qualquer. Esta corda permanece em estado
inerte horizontalmente, supomos que a corda sofra uma alteracao, sendo puxada
por exemplo, logo esta entrarda em estado oscilatério. Segue o grafico ilustrando os

movimentos circulares da corda.

Figura 3 — Corda Vibrante.

Fonte: Boyce e DiPrima (2013, p. 487).

Como podemos ver no grafico, a posicao da corda coincide com o eixo x, e como
os movimentos oscilatorios sao pequenos comparados com o comprimento da corda,
levamos em consideracao somente o eixo das abscissas para observar o movimento
desta, e utilizamos como parametros x e t, 0s quais representam a posi¢ao e o tempo,

respectivamente.
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4.1.1 O Problema de Pesquisa

Em resumo, definimos nosso problema de pesquisa na forma do seguinte PVIC:

a’ Uxx = Utts
u(0,t)=u(L,t)=0, 0<x<L, t>0 (50)
u(x,0)=f(x); u(x,0)=g(x), 0<x<L.
que engloba, respectivamente, a Equacao da Onda, as condi¢oes de contorno e as con-
dicOes iniciais.
Para resolver o problema (50) iremos separa-lo em dois problemas auxiliares,

problemas A e B, sendo eles:

e Problema A:

azvxx = Vtt;
v(0,t)=v(L,t)=0, 0<x<L, t>0 (51)
v(x,0) = f(x); v(x,00=0 0<x<L.
e Problema B:
azwxx = Wyt;
w(0,t) =w(L,t)=0; 0<x<L, t>0 (52)

w(x,0)=0; wi(x,0)=¢g(x) 0<x<L.

Depois de resolvidos, mostraremos que a soma deles, v(x,t) + w(x,t), também sera so-

lugao para o sistema em (50).

4.1.2 Solugao do Problema A

Queremos encontrar uma solugao do tipo

v(x, t) = X(x)- T(t) (53)
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Para isso vamos utilizar o método da separagao de Variaveis, descrita na secao (3.6).

Entao iniciaremos substituindo (53) na equagao da onda apresentada em (51), veja que

vy = X'(x)- T(t) (54)
Vxx :X”(X)' T(1) (55)
(&
v, = X(x)-T'(t) (56)
v = X(x)- T"(t) (57)

Substituindo (55) e (57) chegamos em (51)
a’X”(x)- T(t)=X(x)- T"(t) (58)

Vamos utilizar agora o método da separagao de variaveis e isolar as variaveis x e t,dessa

forma vamos obter

X"(x) 1 T”(t)
X(x) a2 T(t)

(59)

uma igualdade independente, ou seja, os membros direito e esquerdo dessa igualdade,
sao independentes de x e t, ou seja, o membro esquerdo depende somente de x e o
membro direito depende somente de ¢, isto é, cada membro da equacao deve ser igual

a uma constante. Entao, seja —\ essa tal constante. Temos que:

X”(x) 1 T”(t)

X~ @2 T - ) (60)
E, portanto,
X”(X) _ 7 _
X() =-1 = X'(x)+AX(x)=0 (61)
T”(t) _ VU 2 _
T - -2 = T'(t)+Aa"T(t)=0 (62)

E interessante observar que o Método da Separagao de Variaveis nos auxiliou para que

conseguissemos transformar uma equacgao diferencial parcial (51) em duas equagoes
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parciais ordinarias

X" (x)+ AX(x) =0
(63)
T”(t)+ Aa’T(t)=0

No problema A, (51), apresentamos as condi¢oes de fronteira v(0,t) = v(L,t) = 0, as

quais iremos substituir em (53), obtemos

0=1v(0,) = X(0)- T(t) .
0=v(L,t)=X(L) T(t)

Devemos tomar T'(t)# 0, pois se tivéssemos T (¢) = 0, encontrariamos v(x,t) = 0 em (53),
o que seria a solucao trivial, e isso nao tornaria interessante o nosso trabalho. Entao

temos
X(0)=0 e X(L)=0. (65)

Agora vamos substituir a condicao inicial v;(x,0) = 0, também disposta no problema A

(51), em (53) obtendo
0=v(x,0) = X(x)-T'(0) (66)

Novamente, nao estamos interessados na solugao trivial, entdo vamos usar X(x)= 0,

dessa forma deve ocorrer
T'(0)=0 (67)
Note que, aliando (63), (65), e (67), temos dois problemas de Sturm-Liouville:

X" (x)+ AX(x) =0
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Os dois problemas ja foram resolvidos na se¢ao 3.5 que aborda problemas de
Sturm-Liouville, e garantimos que (68) possui solu¢des nao triviais, se, e somente se, A

€ um autovalor positivo, sendo ele

2
/\:(%) . n=1,2,3.. (70)

e X(x) é proporcional as autofungdes correspondentes sen(%7*). Assim, para cada n =

1,2,3..., temos
X, (x) = sen(”T”) n=1,23.., (71)

conforme Exemplo 3.15.

Usando A dado em (70), obtemos

t
T, (1) = cos(mw ) n=1,23., (72)
conforme Exemplo 3.16.
Dessa forma, as func¢oes
t
V(% 8) = X, (x) - T, (t) = sen(”T”).cos(”T ) n=1,23.., (73)

satisfazem as condic¢oes de contorno v(0,t) = v(L,t) = 0 e a condicao inicial v(x,0) = 0.
Resta ainda, satisfazer a condigao inicial v(x,0) = f(x).
Observe que as solugdes {v,}7>] sao funcdes de classe CZ em R := (0,L)x (0, +o),

entao vamos considerar

v(x, t) = icn ‘v,(x, 1) = icn sen(nzx) cos(mzat) (74)

que ainda é uma solu¢ao, pelo Principio da Superposicao, a saber, o Teorema 3.11.

Resta apenas determinar os coeficientes c,,.

Fazendo t = 0, temos

f(x)=v(x,0) :icn sen(nnx) COS(nnzt-O) (75)

n=1
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como cos(0 =1, teremos que

icn sen(nnx) (76)

n=1

Observe que os coeficientes c),s sdo exatamente os mesmos coeficientes na série de Fou-
rier em senos para uma extensao periddica impar de f, denotada por f, com periodo

2L (ver Defini¢do 3.5). Como no intervalo [0,L], temos f(x) = f(x), podemos afirmar

que
2 (t nIx
_ =z . - . 77
LJ;f(x) sen( T )dx (77)
Portanto,obtemos a solugao desejada, a saber
— t
ch sen(nnx) cos(m;a ) (78)
n=1
em que,
2 (L
—ZL F(x) -sen(”T”x)dx (79)

Logo, chegamos a solucao do problema A, sempre que a série convergir.

4.1.3 Solugao do Problema B

Da mesma forma que trabalhamos o anteriormente, vamos supor que

w(x, t)=Y(x)- Z(t) (80)

Observe que as condi¢oes de contorno e a equagao da onda apresentadas no problema

B em (52) sao exatamente iguais as do problema A e (51). Por isso, de imediato obtemos

Y’ +AY =0 (81)

Y(0)=Y(L)=0 (82)
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(83)

Neste novo contexto, utilizaremos a condigao inicial w(x,0) = 0 e a separacgao (80) para

garantir que
0=w(x,0)=Y(x)-Z(0)
Como Y(x)= 0, decorre que
Z(0)=0

De (81), (82) e (83), obtemos os problemas de Sturm-Liouville

O problema (86) é exatamente igual ao problema (68) e portanto

Y,(x) = sen(nTnx), n=1,273..,

conforme Exemplo 3.15.

O problema (87) tem solugao

nrat

2
Z,(t) = sen( ) , n=1,2,3..,

conforme Exemplo 3.17.

Desta forma, as funcoes

)

(85)

(86)
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satisfazem as condi¢oes de contorno e condic¢ao inicial w(x,0) = 0, dadas no Problema
B (52).
Observe que as solugdes {w,,}+>] sdo funcdes de classe C2 em R = (0, L) x (0, +o),

entao vamos considerar

w(x, t) = ikn cw,(x,t) = ik” . sen(nTnx)- sen(mzat) (91)

que ainda é uma solucao, pelo Principio da Superposicao, a saber, o Teorema 3.11.
Resta, mais uma vez, determinar os coeficientes k,,.

Para isso, vamos considerar a condigao inicial w;(x,0) = g(x), ainda nao utili-
zada. Note que precisamos derivar, com relagao a t, a série dada em (91). Pela regra da

cadeia,

wta= o7 ()
n=1
Y sen (1) [ g 2201
" L L L

_ inna -k .Sen(nnx).cos(nnat)
- L " L L

=Y sen (") cos 7240 (92)
n=1

Fazendo t = 0, temos

g0 =u0=) a, sen

nnx)
n=1

. (93)

Observe, novamente, que os coeficientes a,;s sao exatamente os mesmos coefici-
entes na série de Fourier em senos para uma extensao peridédica impar de g, denotada
por ¢, com periodo 2L (ver Defini¢ao 3.5). Como no intervalo [0, L], temos g(x) = g(x),

podemos afirmar que:
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Retornando para k,, temos

nra 2 (t nmx
T'k”‘fjo 2(x)- sen(T)dx (95)
Ou ainda,
2 L nIx
k, = — . g(x)- sen(T) dx (96)
Assim, obtemos a solugao desejada,
o nrx nrat
w(x,t) = Z{kn . sen(T)- sen( T ) (97)
em que,
2 L nrx
o= | gt sen(T) dx (98)

Sendo esta a solugao do problema B, sempre que a série convergir.

4.1.4 Solugao do Problema de Pesquisa

Seja v(x,t) a solugao do problema A, expressa em (78) e w(x,t) a solucao do

problema B descrita em (97). Mostremos agora que
u(x,t) =v(x, t)+w(x,t) (99)

é solugao do problema (50). Vejamos que

a? Uy = a? (Vyx + Wyy) = a? vxx+a2wxx (100)

Utilizando as equacoes da onda descritas nos problemas A e B, temos

2 2
A" Vyy + A" Wy =V + Wy = (V+ W)y = Uy (101)
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Assim, u(x,t) dada em (92) satisfaz a equacao da onda em (50). Agora observe que

utilizando as condi¢oes de contorno dadas em (50), temos

u(0,t) =v(0,t)+w(0,£) =0 (102)
u(L,t)=v(L,t)+w(L,t)=0 (103)

Portanto, u(0,t) = u(L,t) = 0 satisfazendo as condi¢oes de contorno em (50). Por fim,

utilizando a posigao inicial e velocidade inicial dada em (50),

u(x,0)=v(x,0)+w(x,0) = f(x)+0 = f(x) (104)
ui(x,0) = v4(x,0) + wy(x,0) = 0+ g(x) = g(x) (105)

e, portanto, u(x,0) = f(x) e u;(x,0) = g(x), satisfazendo as condi¢des iniciais em (50).

Disso temos,

u(x, t) =v(x, t)+w(x,t) = i[cn ) Sen($)-cos(m£at)+kn . sen(nTnx). sen(m;at)]

n=1

(106)
com

2 L nrx

cn:%LLf(x)-sen(n—Zx)dx e kn:% Og(x)-sen(T)dx (107)

Esta, entao, ¢ a solugao do nosso problema de pesquisa (sempre que a série convergir)

a qual nos propomos obter neste trabalho de conclusao de curso.

4.2 Convergéncia da Solucao em Série

Alguns questionamentos podem aparecer a partir de todo o processo de obten-
¢ao da solucao que é formal, ou seja, sem preocupacdes com o rigor, visto que nao
apresentamos nenhuma hipoétese sobre as fungoes f e g.

Para que, de fato, obtenhamos uma solu¢ao para o nosso problema de pesquisa,
devemos impor algumas condi¢oes em f e g para que, nesse caso, a solu¢ao dada por
(106) e (107) seja efetiva.

Enunciaremos tais condi¢des por meio do resultado a seguir.
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Teorema 4.1. Suponha que f e g sejam dadas em [0,L] de forma que f,f’, f”,g, ¢ sejam

177

continuas e f”’,¢” sejam seccionalmente continuas. Suponha ainda que

f(0)=f(L)=f"(0)=f"(L) = §(0) =g(L) = 0.

Entao,

(i) ¢, ek, estao bem definidos por (107);

(ii) sao validas as igualdades

(iii) A expressao

o0
nTx niat nTx nrat
u(x,t)= c, - sen - COS +k,-sen - sen
n L n

n=1

dada em (106), define uma fungdo continua em R, de classe C? em R, que satisfaz a

equagdo da onda em R.

Prova. Ver Figueiredo (2012, p. 137). O
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A partir da pesquisa aqui apresentada, trabalhamos com um notério conjunto
de técnicas associadas as equacgoes diferenciais parciais, com enfoque na equacgao da
onda. Para isso foi preciso retomar, relembrar, estudar e ampliar conceitos presen-
tes no curriculo de graduagao, principalmente no que se refere ao Calculo Diferencial
e Integral, Algebra Linear, Equacdes Diferencias Ordinérias (EDO’s) e Séries de Fou-
rier, além da apropriacao de novos conhecimentos e métodos inerentes as Equacoes
Diferenciais Parciais (EDP’s). Em resumo, a fim de aprofundar a pesquisa nessa te-
matica, foram indispensaveis diversos estudos sobre Equacoes Diferenciais Ordinarias
(EDQ'’s), que nortearam o referencial tedrico e a selecao dos resultados, ao passo que
transformamos a equacao da onda, por meio da técnica da separacao de variaveis, em
duas EDO’s. Além do mais, ao associar tais EDO’s a condic¢ao inicial e as condicoes de
contorno recaimos em solugdes associadas a autovalores e autofung¢oes, provenientes
dos classicos problemas regulares de Sturm-Liouville. Com isso, ap6s o principio da
superposicao (infinito/estendido), foi possivel entender o contexto de séries de Fourier
e suas relagdes de ortogonalidade, presentes na Algebra Linear, de forma a encontrar
os coeficientes de Fourier associados. Destaca-se assim, minimamente, a importancia
dos contetidos utilizados.

Mais do que isso, durante o desenvolvimento do trabalho, em estudos sobre as
equacoes diferenciais e suas diversas aplicacoes, foi possivel perceber a importancia
da equacgao da onda tanto na matematica, quanto na fisica e nas Engenharias Civil,
Elétrica, de Producao, etc. Dentre as aplica¢cdes destacamos, também, que a equagao
da onda é muito utilizada na industria musical e na Engenharia de reabilitacao com o
uso do dinamdémetro biomédico.

Ressaltamos que muito do trabalho realizado é formal, ou seja, ainda necessita
de um aprofundamento tedrico e uma analise de hipdteses minimas. No entanto, apre-
sentamos no Teorema 4.1 algumas exigéncias sobre a posi¢ao e velocidade iniciais da
corda, f e g, que, quando garantidas, tornam valida a solugao a qual nos propomos
obter neste trabalho de conclusao de curso. Esta preocupagao é muito importante para
entendermos que uma fundamentagao teérica adequada depende, essencialmente, das
hipoteses assumidas.

Neste sentido, considero ser interessante a possibilidade de expandir esse tra-

balho para um estudo mais aprofundado dos resultados aqui apresentados. Essa mo-
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nografia abriu horizontes de curiosidade no estudo da matematica, pois no mundo em
que vivemos tudo é matematica, e relacionar o meio em que vivemos com a matema-
tica aplicada é muito importante para despertar nas pessoas uma visao ampliada desta
disciplina.

Enquanto licencianda em Matematica, tal trabalho foi de fundamental impor-
tancia na minha formacgao profissional, visto que possibilitou um estudo de varios con-
ceitos vistos durante a graduacao, retomando e ampliando conhecimentos da matema-
tica escolar e superior, que culminaram na escrita desta monografia, a qual foi ficando
mais interessante a medida que eram relembrados contetudos e enfatizava-se a impor-

tancia de cada componente curricular em meu desenvolvimento académico.
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