INTRODUCAO AO ESTUDO DE ESCOAMENTOS DE FLUIDOS SOB UMA
ABORDAGEM COMPUTACIONAL

Gleidson Machado Bragangeﬂ
Charles Quevedo Carpeﬂ
Radael de Souza Parolinf|

Resumo: O estudo da dindmica dos fluidos € de relevancia para diversas dreas do conhecimento, envol-
vendo, matematicamente, o trabalho com sistemas de equacdes diferenciais ndo lineares, cujas solugdes
ndo podem ser facilmente generalizadas e, dessa forma, diversos métodos numéricos t€m sido desenvolvi-
dos e aperfeicoados a fim de buscar solugdes para esses sistemas. O presente trabalho busca entender o
modelo matematico que descreve o perfil de velocidade do escoamento bidimensional em torno de um
cilindro. Buscamos comparar as solugdes analitica e numérica para o problema em questdo, assim como
analisar as implicagdes das hipdteses necessdrias para obtencdo dessas solucdes. A solugdo numérica
desenvolvida neste estudo apresentou uma boa descricdo de uma situa¢do de escoamento em torno de um
cilindro, pois, considera os efeitos viscosos e, consequentemente, as vorticidades, influindo no comporta-
mento do escoamento, enquanto a solucio analitica tende a ser mais suave no contorno do cilindro, visto
que considera apenas escoamentos irrotacionais.
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1 INTRODUCAO

Geralmente, podemos classificar a matéria em trés estados distintos, sendo esses: o estado
s6lido, liquido e gasoso. Desses, liquidos e gases fazem parte de um grupo denominado de fluidos,
com origem no latim (fluidus) e que significa uma substancia que se deforma ininterruptamente,
ou seja, que escoa, sob acdo de uma forga cisalhante (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2000)

Os fluidos ndo suportam forgas cisalhantes e, em consequéncia disto, essas forcas causam
um deslocamento molecular, o qual segue no sentido da for¢a aplicada. Ademais, como esse
grupo envolve liquidos e gases, é necessario distinguir essas duas classificagdes. Os liquidos
apresentam forcas reativas a compressao, os quais denominamos de incompressiveis. E com
relacdo ao gases, esses ndo suportam forcas compressivas e cisalhantes - forcas compressivas sao
capazes de modificar o estado do gas e forgas cisalhantes podem causar escoamento molecular
no sentido dessas forcas - portanto, denominamos os gases como sendo fluidos compressiveis
(NUSSENZVEIG, 1997; HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2000)

Neste trabalho iremos analisar o comportamento de um fluido em uma situacdo de
escoamento considerada padrdo na literatura. Assim, o objetivo desse estudo serd entender o

modelo matemadtico que descreve o perfil de velocidade do escoamento bidimensional em torno
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de um cilindro. Buscamos comparar as solucdes analitica e numérica para o problema em questao,

assim como analisar as implicagdes das hipdteses necessdrias para obtengdo dessas solugdes.

1.1 JUSTIFICATIVA

O estudo da dindmica dos fluidos € de relevancia para diversas dreas do conhecimento,
desde as mais aplicadas até aquelas consideradas tedricas. Na drea das engenharias, por exemplo,
o estudo da dinamica dos fluidos envolve problemas como: a dispersao de medicamentos no
corpo humano, a previsao do tempo, o movimento das galéxias, a aerodinamica de veiculos, a
extracdo de petrdleo, entre outros.

Um exemplo que pode ser abordado, dentro da dindmica dos fluidos, € a sustentacdo na
asa de um avido. Quando um fluxo de ar, com determinada velocidade, atinge horizontalmente a
asa de um avido, parte do fluido ao percorrer a superficie superior chega ao final de sua extensdo
com uma velocidade maior, pois as moléculas do fluido percorrem uma distincia maior em
um mesmo intervalo de tempo se comparado com a superficie inferior da asa, como pode ser
visualizado na Figura[l[|(NUSSENZVEIG, 1997).

Figura 1 — Sustentacdo na asa de um avido.
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Fonte: do autor.

Desta forma, a velocidade de escoamento do ar € maior acima da asa e, consequentemente,
a pressao ¢ menor. A diferenga entre a pressao acima da superficie da asa e abaixo dela contribui
para sua sustentagao.

Do ponto de vista tedrico, o estudo da dindmica dos fluidos envolve, matematicamente, o
trabalho com sistemas de equacdes diferenciais ndo lineares, as quais suas solu¢des analiticas
nao podem ser facilmente generalizadas. Desse modo, diversos métodos numéricos tém sido
desenvolvidos e aperfeicoados a fim de buscar solugdes para esses sistemas, sendo esse também

um ramo de conhecimento que tem se desenvolvido substancialmente nessa rea.
1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS
Como objetivos deste trabalho, pontuamos:

* comparar as solugdes analitica e numérica para o problema de escoamento em torno de

um cilindro;



* analisar as implica¢cdes das hipdteses necessdrias para obtencao destas solugdes.

2 METODOLOGIA

Neste trabalho iremos abordar a situacdo de escoamento em torno de um cilindro circular
de raio unitario e de altura infinita. Consideramos que o cilindro estd posicionado de forma
que seu eixo seja perpendicular a direcdo do escoamento, o que possibilita que a andlise do
campo de velocidades seja feita de forma bidimensional. Abaixo encontra-se uma ilustragdo para

exemplificar o escoamento abordado:

Figura 2 — Ilustracdo do escoamento abordado em
condi¢des especificas.
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Fonte: do autor.

Assumindo que o fluido é incompressivel, o campo de velocidades deve satisfazer a
equacao de Navier-Stokes (PONTES; MANGIAVACCHI, 2016):
a—v—l—ﬁ-grad V:—lgradp—i-vdivzﬁ—l—g, (1)
ot P
em que v é o vetor que descreve a velocidade do fluido, # € o tempo, p € a massa especifica do
fluido, p é a pressao, v € a viscosidade do fluido e g € a forca da gravidade.

Usando as relagdes

V=Up*, x; =xd, t =t*d/Uy, p=p*pUg, 2)

em que definimos d como o comprimento caracteristico do escoamento, pg a pressao do

escoamento, Uy a velocidade do escoamento, obtemos as varidveis adimensionais identificadas

pelos asteriscos. Podemos, assim, substitui-las na equacdo de Navier-Stokes (I)) e multiplicando
por d /U3 obtemos:

8 ) - - 1 - d g
8:* +v*.grad v = —grad p* + diviv 4 828 (3)

Uod /v Uig
Definindo o niimero de Reynolds por Re = Upd /v, considerando que os efeitos gravi-

tacionais podem ser desprezados e omitindo os asteriscos chegamos a seguinte representacao

adimensional da equacio de Navier-Stokes:

v

1
5 +V-grad v= —grad p+ Re div?7. 4)



A equacdo () sera discretizada para que possamos obter uma aproximagdo numérica
para o problema. A discretiza¢do consiste em substituir as derivadas por uma razao incremental
que ird convergir para o valor da derivada conforme o incremento tende a zero (CUMINATO;
MENEGUETTE JUNIOR, 2013)

Assim, em cada ponto da malha, sdo calculadas aproximagdes para uma fungio f(x,7) e
suas derivadas. Utiliza-se a Expansao em Série de Taylor para relacionar as aproximacoes das
derivadas e os valores da fun¢do num ponto (x , ) com os valores dessa fungdo numa vizinhanga
f(x+h,t+k)em torno do ponto (CUMINATO; MENEGUETTE JUNIOR, 2013)

No caso deste estudo, optamos por utilizar as aproximagdes por diferencga central, do
Meétodo de Diferengas Finitas (CUMINATO; MENEGUETTE JUNIOR, 2013), sendo descrita

por:

flth )= flx—=h,1) K 5
fx(x’t) - 2h _gfxxx(é: ’t>7 ( )
2
fxx(X,t) :f(x+h’t)_Zf(}l)Cz’t>+f(x_h’t)_%fxxxx(é,l), (6)
emque (x—h < & <x+h),
2
ftt(x’t) :f(x’t+k)_Zf(kxz’t)—i_f(x’t_k)_%fzzzz(é,l), (7)

emque (f—h<&<t+h);

fx+h,t+k) fx+h,t—k) f(x—h,t+k)
S =" T Ak amk ®)

—ht—k) W K
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emque (x—h<& ,&<x+h), t—k<{,8H<t+k).

A equacgdo discretizada via Diferencgas Finitas foi resolvida computacionalmente através
Método de Newton—Raphson (RUGGIERO; LOPES, 1996).

Analiticamente, o problema de escoamento em torno do cilindro foi analisado de forma

que o vetor
V=u(xy)+iv(xy) 9)

descreve a velocidade do fluido em um ponto (x;y), do plano z, com u(x;y) e v(x;y) fungdes
reais continuas, assim como suas derivadas parciais de primeira ordem.

Sendo assim, Brown e Churchill (2015, p. 384) descrevem que o vetor velocidade em
@) € “[...] o gradiente de ¢ e que a derivada direcional de ¢ em qualquer direcdo representa
o componente da velocidade do escoamento nessa direcao". Dessa forma, considerando que
0 escoamento € irrotacional e o dominio D é simplesmente conexo - D € aberto, dois pontos
quaisquer de D podem ser ligados por uma curva contida em D e qualquer curva fechada de D

delimita uma regido contida em D - podemos reescrever o vetor velocidade (9) como

V = ¢c(x;5y) +i @y(x;y) = grad ¢ (x3y), (10)



com ¢ determinando a funcdo potencial da velocidade.

Ainda, se ¢ for harmonica - qualquer solucdo ndo trivial da equagdo de Laplace, cujas
derivadas de primeira e segunda ordem sdo continuas - em um dominio D simplesmente conexo,
entdo podemos descrever ¥, denominada funcdo corrente, como uma harmonica conjugada de
¢ nesse dominio. Além disso, com ¢ e v, podemos escrever a fun¢do analitica, ou seja, uma

funcdo complexa cuja derivada existe em um ponto zo € em qualquer ponto de sua vizinhanga,

F(z) = ¢(x;y) +iy(xy) (11)

como um potencial complexo do escoamento.
Retornando ao problema de escoamento em torno de um cilindro, que pode ser represen-

2. consideramos que o escoamento ocorra da esquerda

tado pela equagio do circulo x* +y*> = r
para a direita e seja paralelo ao eixo x. Dessa forma, ainda podemos delimitar a regido do
escoamento como sendo acima (v > 0) e no decorrer do eixo # com relacdo ao plano uv ou w,
este associado ao plano z.

Assim, utilizando a transformacgdo de Kutta-Joukowski (PONTES; MANGIAVACCHI,

2016), definida por
1
w=2z+-—, (12)
Z

podemos reescrever o potencial complexo do escoamento na regido exterior ao semicirculo e

YA w

em que A é uma constante real positiva. Com isso, a velocidade torna-se

V:A(l—%), (14)

<

acima do eixo x como

que também representa velocidades de escoamento na regido inferior e, segundo a equagdo (I3),

ainda podemos reescrever a fun¢ao corrente, dada em coordenadas polares, como

r

y=A (r—l> sen(0). (15)

3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Ao abordar a situacdo de escoamento em torno de um cilindro, optamos por considerar
a sua altura infinita, sendo possivel analisar o campo de velocidades - composto pelos vetores
que indicam a variagdo da velocidade, levando em consideracdo a dire¢do e a dimensao espacial
- de forma bidimensional, pois supondo que o escoamento do fluido ocorre identicamente em
todos os planos paralelos a xy e o cilindro tem altura infinita, basta tomar apenas um plano
bidimensional, assim como desprezar os efeitos gravitacionais.

Além disso, buscamos analisar o caso dos fluidos incompressiveis, em que se pode
escrever o gradiente do tensor de tensdes, ou seja, deformagdes de cisalhamento, em torno de

vV?2 v;, no qual sua densidade (p) néo sofre alteragdes.



Através dos métodos descritos na sec¢do anterior e adotando as variacdes dx = dy =

4
502
% e dt =0,00001 em uma malha de 202 por 101 pontos, com Re = 0,9, foi possivel propor
uma solucdo numérica para a equagao de Navier-Stokes @), a qual pode ser observada na ﬁgura|§|

abaixo:

Figura 3 — Grafico da solucao numérica.

Fonte: do autor.

Com relacdo a solugdo analitica, para analisar o problema de escoamentos potenciais
incompressiveis e bidimensionais, utilizam-se conceitos do cédlculo de fun¢des de varidvel
complexa que satisfazem a equacdo de Laplace e as condicdes de Cauchy-Riemann, sendo essas
viabilizadoras de uma compreensdo matematica do escoamento.

Neste contexto, considerou-se que o escoamento tem caracter irrotacional, ou seja, quando
a rotac¢ao do fluido (vorticidade) em torno do cilindro for igual a zero e sendo inicialmente
irrotacional, permanece sobre toda regido. Outro ponto a se destacar € que efeitos viscosos,
geralmente, produzem vorticidade e, dessa forma, para manter-se o escoamento irrotacional
desconsidera-se a viscosidade do fluido. Quando abordam-se escoamentos irrotacionais, uma
caracteristica é dada pela presenca de um potencial, no qual o gradiente define o campo de
velocidades, ou seja, € uma fun¢do da posicao e do tempo.

Para obter a solu¢do analitica do fendmeno abordado, utilizou-se a equacao @ em que
foi necessdrio converter as coordenadas cartesianas para coordenadas polares, gerando a Figura 4]

abaixo:



Figura 4 — Grafico da solucdo analitica.
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Fonte: do autor.

Ao analisar os graficos produzidos pelas solu¢cdes numérica e analitica, é perceptivel que
ambos possuem caracteristicas distintas de escoamentos, o que pode ser visto pelas isolinhas, pois
na Figura[3|observa-se que as mesmas determinam a fronteira entre as regides com diferencas de
velocidades. Jd na Figura4] as linhas sdo determinadas pelos vetores de dire¢do que o escoamento

possui ao longo da malha.

4 CONCLUSOES

Diante deste estudo pdde-se compreender melhor o modelo matematico que descreve o
escoamento de um fluido, assim como os métodos numéricos para tratamento e busca de solucdes
relacionadas a equagdes diferenciais.

Ademais, a solu¢do numérica (Figura [3) desenvolvida neste estudo apresentou uma boa
descri¢do de uma situagdo de escoamento em torno de um cilindro, pois, se comparada com a
solucdo analitica, considera os efeitos viscosos e, consequentemente, as vorticidades, influindo
no comportamento do escoamento. Além disto, diante do que pode ser visualizado na Figura[d] a
solucdo analitica tende a ser mais suave no contorno do cilindro, sendo que considera apenas

escoamentos irrotacionais.
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