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Resumo

Este trabalho tem por objetivo principal analisar a dinamica espaco-temporal de espécies que
crescem e se dispersam em etapas discretas de tempo. Este fendmeno é descrito por equacoes
a diferencas, com a dispersao por difusao acoplada por uma Rede de Mapas Acoplados. Apre-
sentamos, inicialmente, um modelo para uma tnica espécie, cujo crescimento é afetado por um
efeito Allee forte. Vericamos, através de simulacoes numeéricas que dependendo dos valores da
taxa de crescimento intrinseco considerados, diferentes padroes de crescimento e distribuicao
espacial podem surgir. Em seguida, apresentamos um modelo presa-predador que descreve a
interacao entre duas espécies, uma presa sujeita a um efeito Allee forte e o seu predador. A
esse modelo foi acoplada a dispersao da mesma maneira que para o modelo com uma Unica
espécie. Finalmente, verificamos através de simulacoes numéricas que com a variacao da taxa
de crescimento intrinseco e dos encontros entre presas e predadores, as populagoes podem se
distribuir no dominio considerado formando diferentes padroes e, podem tender a diversos tipos
de equilibrios, como a extin¢ao de ambas as espécies, persisténcia somente da presa, coexisténcia
estavel ou oscilatoria.
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1 Introducao

Atualmente, tem-se realizado muitos estudos envolvendo din&mica populacional para
uma ou mais espécies interagindo. Dessa forma, como muitas vezes nao é possivel obter da-
dos concretos sobre determinadas espécies, torna-se necessario buscar meios para realizar tais
estudos. Com esse objetivo é que a modelagem matematica surge como uma ferramenta de
grande importancia, pois ela possibilita meios para obter resultados mais precisos através de
uma simplificagao do que ocorre na natureza. Assim, estudos envolvendo evolugao de bacté-
rias, epidemias (como dengue, febre amarela, entre outras), crescimentos populacionais, mode-
los presa-predador (crescimento, coexisténcia e morte), tém sido melhor analisados (MISTRO,
2009).
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Por exemplo, a introdugao de uma nova espécie (vegetal ou animal) em um hébitat é um
importante processo ecologico que pode ter sérias consequéncias econdmicas, além de alterar
o equilibrio de todo o ecossistema. Além disso, a dispersao de uma populacao de individuos
pode ser de grande importancia para a sua permanéncia ou extin¢ao em um determinado espago
e/ou ambiente, a forma como se movimentam, se distribuem e se localizam, entre outros. Dessa
forma, para melhor analisar e compreender a dinamica espaco-temporal de uma populacao é

necessario considerar o processo de dispersao (MISTRO, 1998).

Os modelos de crescimento populacional, de maneira geral, sdo considerados como uma
funcao decrescente da densidade populacional. Por exemplo, a equacao de Verhulst ou Logistica,
¢ um modelo onde uma espécie depende da outra, onde o coeficiente de crescimento decresce
linearmente a medida que a populagao cresce. Isso ocorre devido a dependéncia negativa
da densidade pela competicao intraespecifica, isto é, entre os individuos da mesma espécie
(COURCHAMP et al., 2009; KOT, 2001).

O ecologo Warder Clyde Allee, observou que algumas espécies com populagdes muito
pequenas nao competiam entre si. Devido a este estudo, que desafiou a teoria da evolucao,
foi que surgiu o padrao conhecido como Efeito Allee. Se a populacao for muito pequena,
nao ha razao para que exista competicao intraespecifica e assim, é natural considerar o fator
de crescimento como uma fungao crescente da densidade. O efeito Allee pode ser forte ou
fraco: o forte ocorre quando a populacao possui um limiar de crescimento, onde acima dele a
populacao cresce e abaixo dele a populagao vai a extincao; o fraco, ocorre quando a populacao
nao possui tal limiar, contudo, possui um fator de crescimento pequeno para baixas densidades
populacionais (COURCHAMP et al., 2009).

Dessa forma, o objetivo deste trabalho é analisar, inicialmente, um modelo de equagoes
a diferengas (discreto) que descreve o crescimento de uma populagao sujeita a um efeito Allee
forte. A esse modelo, serd acoplada a dispersao por difusao, usando o que chamamos de Rede
de Mapas Acoplados. Para este modelo serao feitas simulacoes numéricas para obter os diversos
padroes espago-temporais que ocorrem com a variacao da taxa de crescimento da populacao.
Em seguida, desenvolveremos um modelo presa-predador, também discreto, em que a presa
estd sujeita a um efeito Allee forte, bem como, a predacao de um predador especialista, ou seja,
essa presa é sua unica fonte de alimento. Para este modelo também serao feitas simulacoes

numéricas para observarmos a dinamica de crescimento e dispersao das populagoes.

Diante disso, na Secao 2, apresentaremos, de forma breve, um pouco sobre a teoria de
Equacoes a Diferencas e Redes de Mapas Acoplados. Na Secao 3, sera apresentado o modelo
para uma espécie sujeita a um efeito Allee forte, bem como, a adimensionalizacao, calculo dos
pontos de equilibrio e estabilidade local dos mesmos. Na Secao 4, sera acoplada a dispersao ao
modelo com efeito Allee para uma espécie, através de uma Rede de Mapas Acoplados. Nesta
mesma secao, serao realizadas simulagoes numéricas a fim de analisar o comportamento da
populacao ao dispersar-se pelo dominio, seguindo regras de movimentagao que caracterizam a

difusdao simples. Na Secao 5, sera desenvolvido um modelo presa-predador com efeito Allee forte



para a presa. Serd feita a adimensionalizacao do modelo, o calculo dos pontos de equilibrio,
viabilidade biologica e estabilidade local dos mesmos. Na Secao 6, acoplaremos ao modelo presa-
predador da Secao 5 a dispersao da mesma forma que para uma tnica espécie, bem como, serao
realizadas simulacoes numeéricas para este modelo. Finalmente, reservamos a Secao 7 para os

resultados e consideracoes finais.

2 Equacoes a Diferencas e Redes de Mapas Acoplados

A equacao

Ngpo = Ny + N1, (1)

desenvolvida por Kepler para obter os sucessivos elementos da sequéncia de Fibonacci, foi
a primeira idealizacao matematica de um fenémeno biologico em termos de uma relacao de
recursao, ou seja, de uma equacao a diferencas. A sequéncia de Fibonacci recebeu esse nome
devido ao matemaético italiano Leonardo de Pisa (1175-1250), que estudando a reprodugao de
coelhos obteve a sequéncia (1,1,2,3,5,8,13,...), a qual satisfaz a equacao (1)) (EDELSTEIN-
KESHET, 1988).

A equacao foi associada ao crescimento de coelhos, contudo, existem iniimeros even-
tos biologicos que podem ser idealizados por modelos nos quais equacoes discretas semelhantes
a esta estao envolvidas. Na natureza, muitas espécies animais e vegetais nao apresentam so-
breposicao de geracoes, ou seja, apoés a reproducao, os adultos morrem e sao completamente
substituidos por seus descendentes, em intervalos fixos de tempo. Em tais casos, os modelos
devem relacionar a populagao no tempo t + 1, denotada por N;,1, em termos da populacao Ny,
no tempo ¢t (ALLEN, 2007; GOLDBERG, 1986).

Isto nos leva ao estudo de modelos discretos ou modelos de equacoes a diferencas, da

forma

Nt+1 = f(Nt) (2)

onde f(N;) é em geral uma funcdo nao linear de Ny, que determina o comportamento da
populacao (crescimento, mortes, reproducao) (MURRAY, 2002). Alguns exemplos de modelos
de equagoes a diferencgas aplicados a biologia sao: divisao celular (MURRAY, 2002), crescimento
e dispersdao de plantas anuais (EDELSTEIN-KESHET, 1988), crescimento populacional de
insetos (EDELSTEIN-KESHET, 1988), dentre outros.

Considerando uma populacao inicial Ny, solugoes para a equagao podem ser obtidas
de forma recursiva, ou seja, N1 = f(Ny), Na = f(N1) e assim sucessivamente. Computa-
cionalmente, esta propriedade permite-nos uma exploragao numérica imediata deste tipo de
equagao. Além disso, as equagoes a diferencas também podem descrever a dindmica de organis-
mos que sofrem alteragoes abruptas ou que passam por uma sequéncia de fases a medida que
amadurecem (tém ciclos de vida discretos e bem definidos) (EDELSTEIN-KESHET, 1988).



Para as populacoes que apresentam ciclos de vida discretos e bem definidos, a dinamica
pode ser modelada com o acoplamento espacial de equacoes a diferencas, através do que de-
nominamos de Redes de Mapas Acoplados. Essas Redes de Mapas Acoplados sao modelos nos
quais as variaveis de estado sao descritas por densidades continuas, enquanto que, o espago e
o tempo sao representados por variaveis discretas. Estes modelos sao uma importante ferra-
menta para analisar padroes de distribuicao espacial e temporais das populagoes, resultantes
das interagoes biologicas (RODRIGUES e MISTRO, 2007).

Nas Redes de Mapas Acoplados, o espaco é representado como um dominio bidimensio-
nal discreto, dividido no que chamamos de sitios ou “patches”. Esses sitios representam lugares
fisicos onde se localizam as populagoes em estudo, por exemplo, um pomar onde se localiza
certa praga, plantas em uma plantacao onde se localizam insetos herbivoros, dentre outros (RO-
DRIGUES e MISTRO, 2007). A movimentagao entre individuos de sitios vizinhos é governada
pelas regras de movimentacao, que dependerao de como esses individuos se dispersam. Se a
dispersao for de forma aleatoria, dizemos que eles se dispersam por difusao; se a dispersao for
orientada, ou seja, se os individuos sao atraidos para determinadas posicoes do dominio por
algum odor, pela visdo, feromonio, etc, essa dispersao é denominada por taxia (MURRAY,
2002).

O acoplamento da movimentacao dos individuos ao modelo local é importante, pois
existem populacoes que tendem a extincao se mantidas isoladas. Contudo, ao se movimentarem,
as mesmas persistem. Um modelo famoso em que isso ocorre, é o modelo parasitoide-hospedeiro
de Nicholson-Bailey (EDELSTEIN-KESHET, 1988; ALLEN, 2007).

3 Modelo com Efeito Allee para Uma Espécie

Inicialmente, consideremos um modelo somente para uma espécie sujeita a um Efeito
Allee forte (ALLEN et al., 2005)

Ny = Nyexp [r (1 — %) (Nt[; 0)} = f(IVy), (3)

onde N;; representa a densidade de individuos no instante de tempo ¢t + 1, C' representa o

Limiar do Efeito Allee, K é a capacidade suporte do meio ambiente, e r é a taxa de crescimento

intrinseco, tal que, r > 0e 0 < C < K.

A dinamica populacional descrita pela equagao apresenta efeito Allee forte, ou seja,
existe um limiar (N correspondente ao ponto de equilibrio instavel) abaixo do qual, a populacao
tende a extingao. Para densidades populacionais maiores que Ny, a densidade populacional

aumenta até atingir a capacidade suporte do meio ambiente, como ilustrado na Figura 1.

Na Figura 1, a interse¢do entre a curva f(N;) e a linha diagonal, satisfazendo N, 1 = Ny,

representa os pontos de equilibrio do modelo. Observe que, a funcao f(NNV;) esta abaixo da



f(Ny)

Figura 1: Funcao de crescimento com efeito Allee forte f(N¢) com relacao a densidade Nj.

diagonal para 0 < N; < N{ e estd acima para Ny < N; < NJ.

3.1 Adimensionalizacao do Modelo

L Ny .
No modelo , faremos a mudanca de varidveis n; = N7 com o objetivo de

adimensionalizi-lo. A adimensionalizacao do modelo é importante, pois assim, todos os termos
da equacao serao adimensionais. Desta forma, poderemos analisar os parametros relevantes
que realmente determinam a dinamica do modelo e, além disso, reduziremos o niimero de para-
metros a grupos adimensionais (MISTRO, 2009). Assim, obtemos a equacao em sua forma
adimensional dada por

Nep1 = ngexp [r(1 —ng)(ng — )], (4)

onde o« = —, 0 < a < 1 é um parametro adimensional positivo relacionado a intensidade do

efeito Allee e r > 0 é a taxa de crescimento intrinseca.

3.2 Pontos de Equilibrio

Um ponto ou solugao de equilibrio n* para um modelo de equacoes a diferencas, é definido
como o valor que satisfaz

N1 =n =n", (5)

ou seja, nao ocorrem mudancas da geracao ¢ para a geracao ¢t + 1 (EDELSTEIN-KESHET,
1988).

Assim, para o modelo , obtemos os pontos de equilibrio



o n, =1

3.3 Estabilidade Local dos Pontos de Equilibrio

Consideremos a equagao como ny1 = f(n). Para verificarmos a estabilidade dos pon-
tos de equilibrio do modelo , utilizaremos o seguinte critério de estabilidade (EDELSTEIN-
KESHET, 1988),

[f'(n7)] < 1. (6)

Derivando a funcao , obtemos
f'(n) =exp[r(1 —n)(n —a)] +nr(l —2n + a) explr(1 —n)(n — a)] (7)
Entao, substituindo os pontos de equilibrio em (7)), temos
o f(n5) = f'(0) = exp (—ar);

e f'(n})=fa)=14ar(l—a);

e ffny)=f(1)=14r(a—-1).

Sendo assim, analisaremos as condicoes de estabilidade, em cada ponto de equilibrio:

e |f'(ny)| = 1f(0)] = |exp(—ar)| < 1, nesse caso o ponto de equilibrio nj = 0 é estavel
pois a > 0, r > 0 e sempre ——— < 1;
exp (ar)
o |f'(n))| =1f(a)] =14+ ar(l—a)| <1, nesse caso o ponto de equilibrio n] = « sera

estavel se a > 1. Contudo, temos que o < 1 sempre. Dessa forma, o ponto nj é instavel.

o |f'(nd)| = |f ()] =1+r(a—1)| < 1, nesse caso o ponto de equilibrio n} = 1 sera

2
estavel se [1 — - | < a < 1.
r

4 Modelo com Efeito Allee para Uma Espécie com Disper-
Sa0

Nesta se¢do, introduziremos a variavel espago no modelo (4)), através de uma Rede de
Mapas Acoplados e abordaremos como ocorre a dispersao da populacao no habitat. Para tal,
consideremos o habitat como um dominio bidimensional discreto de tamanho n x n sitios identi-
ficados com a posigao x = (i,7), onde i, j = 1,2, .., n. Esses sitios representam lugares fisicos do
espaco onde habitam as espécies que queremos estudar (RODRIGUES e MISTRO, 2007). Um



exemplo da importancia de se considerar a dispersao da populacao, segundo Edelstein-Kechet
(1988), & o classico modelo parasitoide-hospedeiro de Nicholson-Bailey. Tal modelo possui um
equilibrio nao trivial que nunca é localmente estavel, podendo levar as espécies a extingao, mas

ao considerar a dispersao, ambas as populagoes coexistem.

Vamos considerar que as fronteiras sejam reflexivas, ou seja, que a espécie nao ultrapasse
a fronteira do sitio(do dominio) e que permaneca no interior do mesmo. Esse tipo de fronteira
¢ adequado quando os individuos da populacao encontram-se numa regiao favoravel, ou seja, o
ambiente é indspito fora do dominio, ou quando existem limitaces geograficas para a dispersao
dos mesmos. No caso de um modelo espacialmente estruturado, podemos incluir movimentacoes

das populagoes, assim como, heterogeneidade espacial (CARA, 2016).

4.1 Formulacao do Modelo

Consideremos um dominio bidimensional discreto de tamanho 55 x 55 sitios, descrevendo
a movimentacao dos individuos entre os sitios de uma determinada vizinhanca. Neste caso, a
movimentacao ocorrera entre os quatro sitios vizinhos mais proximos de um determinado sitio

x. Dessa forma, definimos a Vizinhanga de Von Newmann (como ilustrado na Figura 2), como

G-1.J)
D/4

D/ /4

@D G. i) . jt1)
1-D

D/4

(a) (b)

Figura 2: (a) Vizinhanca de Von-Newmann; (b) Movimentagao entre os quatro sitios vizinhos mais
proximos.

Consideremos que apenas uma fracao dos individuos da populac¢ao nao se movimentam
e que os demais se movimentem de modo limitado aos quatro sitios vizinhos mais proximos.
Desta maneira, a dinamica vital de um modelo com dispersao ocorre em duas etapas distintas:
uma etapa de movimentacao em que ocorre a dispersao e a outra que chamamos de reacao, na

qual, acontece a dinamica vital da populagdo dentro de cada sitio (reprodugao e morte).

Além disso, seja n;, a densidade de individuos da populacao no sitio x no instante de

tempo t, antes da dispersao e ngx a densidade de individuos da populacao no sito x, no instante



t, apos a dispersao, tal que

Ny, = Ny — Z Sy + Z By, (9)

yeEVe yeVe

onde Sy, representa a quantidade de individuos que saem do sitio z e vdo para cada um dos
seus vizinhos y € V,, a cada instante de tempo ¢; E7, representa a quantidade de individuos
que entram no sitio z, oriundos de cada um dos sitios y € V,,, a cada instante de tempo t.

Apos a etapa de movimentagdo ocorre a dinamica vital dentro de cada sitio, descrita
pela equacao,

Miyr = 1y exp [r(1 —ng)(nf — )], (10)

Consideraremos que a populacao se dispersard por difusao simples.

4.1.1 Dispersao por Difusao Simples

A difusao é um dos mais importantes mecanismos de transporte utilizados por organis-
mos biologicos (MISTRO, 1998). Desta maneira, consideramos que os individuos dispersam-se
aleatoriamente, ou seja, por um processo difusivo. Para isso, definimos o parametro de dis-
persao denotado por D, variando (0 < D, < 1), representando a fracado de individuos que
deixam um determinado sitio em cada instante de tempo, dispersando-se igualmente entre os
quatro sitios vizinhos mais proximos. Definimos, as entradas e saidas de individios do sitio x

n n
no instante t, por: E' = Dnzt e S;' = Dnzt, respectivamente.

4.1.2 Simulacoes

Realizamos simulac¢oes do modelo (10}, utilizando o software MATLAB, com a dispersao
por difusao, com o objetivo de analisar as diferentes maneiras em que a populacao se dispersa
quando variamos alguns dos parametros fundamentais do modelo, que sao a taxa de crescimento
intrinseco r e o coeficiente que representa a acao do efeito Allee o e mantemos fixo o parametro
de movimentacao D,,, pois ele determina somente a fracao de individuos que entram ou saem
do sitio em cada instante de tempo t. Em todas as simulacoes consideramos que somente o

sitio central x = (28, 28) esta inicialmente ocupado com ng = 1.

Consideramos, inicialmente r = 1,1, « = 0,01 e D,, = 0,7. Na Figura 3, apresentamos
a distribuicao espacial da populacao em diferentes instantes de tempo. Observamos que a
populacao se difunde no espaco de maneira homogénea, o que significa que, em qualquer sitio
havera o mesmo nimero de individuos. Como a taxa de crescimento r é baixa em relacao aos
efeitos da dispersao e do efeito Allee, a movimentacao é lenta, mesmo com D, = 0,7. Por isso,

em 90 iteracoes o dominio ainda nao foi todo ocupado.

Na Figura 4, apresentamos em (a) a evolugao temporal populacionais totais de todos os

sitios e em (b) a densidade populacional total no sitio central x = (28,28). Apo6s os transientes,
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Figura 3: Distribuicdo espacial dos individuos para r = 1,1, « = 0,01 ¢ D, = 0,7, em
t =10, 30, 50, 70, 80, 90.

a populacao total representada em (a) tende a um equilibrio e a populagao total no sitio central
tende ao equilibrio estavel nj = 1, comprovando o resultado obtido analiticamente na Subsegao
3.2.
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Figura 4: Evolucao temporal da: (a) populagdo total; (b) densidade populacional no sitio central
z = (28,28).

Considerando r = 2,3, através da Figura 5, observamos que ocorrem padroes espago-
temporais aparentemente heterogéneos. Isto se comprova na Figura 6, onde ilustramos a evo-
lugao temporal populacional total em (a) e a densidade populacional total no sitio central em

(b). Para esse valor de r, a populacao cresce oscilando entre dois valores fixos, determinando o
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que chamamos de ciclo de periodo 2.
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Figura 5: Distribuicdo espacial dos individuos para r = 2,3, « = 0,01 e D, = 0,7, em

¢ = 10, 30, 50, 70, 80, 90.
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Figura 6: Evolucao temporal da: (a) populagao total; (b) densidade populacional no sitio central
xr = (28,28).

Na Figura 7, apresentamos a distribuicao espacial dos individuos para r = 3,9, a = 0,01
e D, = 0,7. Observamos que os individuos da populacao formam padroes espaco-temporais
completamente distintos dos obtidos para os valores menores de r considerados. A populacao
distribui-se heterogeneamente pelo dominio, ocorrendo o que chamamos de caos, pois nao é

possivel observar padroes na distribuicao espacial.

Na Figura 8, ilustramos a evolugao temporal populacional total em (a) e densidade
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populacional no sitio central em (b). Através desta figura, comprovamos que a populacao
cresce caoticamente, apresentando um comportamento aperiédico.
ial em t=50
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Figura 7: Distribuicdo espacial dos individuos para r = 3,9, « = 0,01 ¢ D, = 0,7, em
t = 10, 30, 50, 70, 80, 90.
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Figura 8: Evolucao temporal da: (a) populacdo total; (b) densidade populacional no sitio central
z = (28,28).

Na Figura 9, ilustramos a evolugao temporal da populagdo total em (a) e densidade
populacional no sitio central em (b), para r = 0,9. Observamos que inicialmente a populacdo
cresce, mas com o passar do tempo, tenderd & extincao. Esse mesmo comportamento ocorre

para qualquer valor de r < 1.

Assim, concluimos que ao fixarmos D, = 0,7 e a = 0,01 e variarmos o parametro r,
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Figura 9: Evolucao temporal da: (a) populagdo total; (b) densidade populacional no sitio central
z = (28,28).

para r < 1 a populacao sempre tenderda a extincao. Se 1 < r < 2, a populagdo tendera a
um equilibrio estavel e apresenta distribuigao homogénea pelo dominio. Quando consideramos
2 < r < 3, apopulacao cresce mais rapidamente ocupando todo o dominio no tempo considerado
e apresentando padroes espago-temporais heterogéneos. As densidades populacionais totais
apresentam ciclos, ou seja, oscilam entre valores fixos. Ja para valores altos de r (r > 3), a
distribuicao espacial é heterogénea e caotica. As densidades populacionais totais apresentam

comportamentos aperioédicos.

5 Modelo Presa-Predador com Efeito Allee para a Presa

Nesta secao utilizaremos um modelo presa-predador discreto com Efeito Allee Forte para

a presa, onde iremos analisar sua dindmica vital. Tal modelo, é descrito conforme as equacgoes

N, N, —C
Nit1 = Niexp [r (1—#)( tK )—th}, (11)

P = vN.B, <12)

onde, N,y 1 e P, representam as densidades de presas e predadores, respectivamente, no tempo

t+ 1. Além disso, r, C, K e ~ sao constantes positivas, com 0 < C' < K:

r = taxa de crescimento intrinseca para a presa;
e (' = coeficiente do limiar Allee;
e K = capacidade suporte do meio ambiente;

v = taxa de crescimento do predador relativa aos encontros com a presa.



13
5.1 Adimensionalizacao do Modelo

Vamos adimensionalizar o sistema fazendo a seguinte troca de variaveis:

N,
Se ngy = ?t = N, =n, K — Nt+1 = nt+1K. (13)
Se p = WPt:B:%:PtH:Z%' (14)

Substituindo as novas variaveis no modelo ((11))-(12)), temos o sistema adimensionalizado

i1 = neexp [r(l —ng)(ne — a) — py (15)
Pnt1 = Brup, (16)

_C _ = A
onde, a = & e 3 = 7K sdo 0s novos parametros.

No modelo ([15))-(16]), v ¢ um parametro que representa a fragao entre o limiar de efeito
Allee C' e a capacidade suporte K. Observe que, quanto mais proximo o limiar C estiver
de K, maior serd «, ou seja, maior terd que ser a populacao inicial de presas para que elas
persistam. Se C' > K o limiar Allee serd muito elevado e assim ocorre a extincao das presas
e, consequentemente, dos predadores. [ representa a proporcao de encontros entre presas e
predadores que darao origem a predadores e r representa a taxa de crescimento intrinseca da

presa, com «, e r parametros positivos.

5.2 Pontos de Equilibrio

Fazendo, n;y1 = ny = n* e prig = py = p*, obtemos os seguintes pontos de equilibrio do

modelo ([L5)-(16):
b <n87p8) = (070);
o (nip){) = (170);

o (n3,p3) = (a,0);
1 1 1
o (ni,px)=1|—-,r 1——) (——Oz)).
i 13) (ﬁ ( B)\B
5.2.1 Viabilidade Biolégica dos Pontos de Equilibrio

Para que um ponto de equilibrio seja vidvel biologicamente, este deve ser nao negativo.

Desta forma,

e (0,0) é sempre viavel biologicamente e significa que ambas as espécies vao a extingao;

e (1,0) significa que o predador vai & extinc¢ao e é viavel biologicamente;



14

e (a,0) significa que o predador vai a extin¢ao e que a presa depende do valor de a. Este

equilibrio é biologicamente viavel, pois o > 0;

e (n%, p}) representa a coexisténcia das espécies. Para que este equilibrio seja biologicamente

viavel, devemos ter

(i) %>0:>6>0;

(ii) r(l—%) (%—a)>0:>6>1eoz<%.

5.2.2 Estabilidade Local dos Pontos de Equilibrio

Através da matriz Jacobiana J associada ao sistema, aplicada em cada ponto de equi-

librio (n},p}) com 0 < i < 3, utilizando o Critério de Estabilidade para duas Equacoes a

Diferengas que pode ser encontrado em Edelstein-Keshet (1988), os pontos de equilibrio serao
estaveis se

TrJ| <14detJ <2 (17)

,onde T'r.J e det.J representam, respectivamente, o traco e o determinante da matriz J.

Deste modo, a matriz J associada ao modelo ([15)-(16), ¢ da forma

(18)

J(ni,pi) = [ exp[r(1 —n;)(n; — a) —ﬁf;](l +nir(1 — a — 2n;)) ﬁ_nl ] |

onde 0 <7 < 3.

Como desejamos que haja a coexisténcia das espécies, aplicaremos o critério de esta-

bilidade apenas para o equilibrio de coexisténcia (n},p3). Assim, substituindo nj = %,
pi=r(l— %)(% — @) na matriz , temos
R l+ir(l—a—-2) -1
‘](Ndvpd): g 1\v/1 § (19)
pr(l—=3)(5 —a) 1

A partir da matriz (19), temos

T?“(J):2+lr<1—a—z)

s s
e
det(J)zl—i—r(—%—%—i—l—ﬁa—i—a).

Assim, concluimos que aplicando a condi¢ao de estabilidade , segue que o equilibrio
2p
B — Pa—p

2
(n%; p3) serd estavel se r < ea<f—1- i
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6 Modelo Presa-Predador com Dispersao

Nesta secao, analisaremos a dinamica de dispersao das populacoes descritas pelo modelo
presa-predador —. A movimentacao serd acoplada através de uma Rede de Mapas
Acoplados, considerando que as presas e predadores dispersam-se somente entre os quatro

sitios vizinhos mais proximos, como descrito em (§).

6.1 Formulacao do Modelo

Consideremos um dominio bidimensional discreto de tamanho 55 x 55 sitios, com fron-
teiras reflexivas. A dispersao ocorrera por difusao simples, com coeficientes de dispersao para
a presa e o predador, definidos respectivamente, por D, e D, (0 < D,,D, < 1). Dessa
forma, presas e predadores se movimentam de maneira aleatoéria, e em cada instante de tempo,

dispersam-se entre os quatro vizinhos mais proximos (como ilustrado na Figura 2).

Além disso, sejam n,, e p; ,, respectivamente, as densidades de presas e predadores no
sitio # no instante de tempo ¢, antes da dispersao e n; . e p; ., respectivamente, as densidades

de presas e predadores no sito x, no instante ¢, apos a dispersao, tal que

N, = ma— Y Sy+ Y Ep, (20)

yeVy yeEVy
Pro = Pa— Y SU+ > EI (21)
yeVy yeVy

onde S e SP, representam, respectivamente, a quantidade de presas e predadores que saem
do sitios = e vao para cada um dos seus vizinhos y € V,, a cada instante de tempo ¢; £, e
EV, representam, respectivamente, a quantidade de presas e predadores que entram no sitio z,

oriundos de cada um dos sitios y € V,, a cada instante de tempo t.
Apobs a etapa de movimentagdo ocorre a dinamica vital dentro de cada sitio, descrita

pelas equagoes,

/

Ny = nyexp[r(l —ny)(ng — o) — pi (22)
Py = Bnip; (23)

Definimos as entradas e saidas de presas e predadores do sitio x no instante ¢, respecti-

vamente, por: Ej' = Dn%7 Ef = Dp% e S;' = Dn%7 St = Dp%-

6.2 Simulacoes

Faremos simulac¢oes para o modelo —, com o objetivo de analisarmos os diferentes

padroes espago-temporais que ocorrem, fixando os parametros a = 0,01, que representa a acao
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do efeito Allee, e os coeficientes de movimentagao da presa e do predador D,, = D, = 0,7, e
variando a taxa de crescimento intrinseca da presa r > 0 e a taxa de encontro de predadores com
a presa > 1. Em todas as simulagoes, consideramos que somente o sitio central x = (28, 28)

estard inicialmente ocupado com ng =1 e py = 0, 5.

Inicialmente, consideremos r = 1,3 e = 1,5. Na Figura 10, apresentamos a distribuicao
espacial das populacoes de presas e predadores em diferentes espacos de tempo. Observamos
que as populagoes se dispersarao homogeneamente pelo dominio, ou seja, ao final do processo de
dispersao, em qualquer sitio havera o mesmo niimero de presas e predadores. Além disso, como
o coeficiente de efeito Alee v e o de dispersao da presa e do predador D,, e D, foram fixados
e considerando valores baixos para a taxa de crescimento r e para o coeficiente de predacao f3,

observamos que o crescimento e a dispersao de ambas as espécies é lento.

Distribui¢do Espacial de Presas em t=10 o Distribuicdo Espacial de Presas em t=70 o Distribuicdo Espacial de Presas em t=100

&o Espacial de Predadores em t=100

o Distribuicdo Espacial de Predadores em t=10 ODistribui(; s

0 10 20 30 40 50

Figura 10: Distribuigdo espacial das presas (primeira linha) e dos predadores (segunda linha), para
r=13,8=15 a=0,0leD,=D,=0,7, nos tempos ¢t = 10, 70, 100.

Na Figura 11, apresentamos em (a) a evolu¢ao temporal das densidades populacionais
totais de presas e predadores em todos os sitios e, em (b) a densidade populacional total no sitio
central x = (28,28). Apos os transientes, a populagao total de presas tende a um equilibrio
e a populacdo total de predadores tende a extingdo, representada em (a); e as populagoes
no sitio central tendem ao equilibrio de extin¢do do predador (n},p}) = (1,0), como obtido

analiticamente na Subsecao 5.2.

Considerando r = 4,5 e = 1,5, apresentamos na Figura 12, as distribuicoes espaciais

de presas e predadores em diferentes instantes de tempo. Observamos que, inicialmente ocorrem
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Figura 11: Evolugao temporal da: (a) densidade populacional total de presas e predadores em todos
os sitios; (b) densidade populacional de presas e predadores no sitio central z = (28, 28).

padroes espago-temporais heterogéneos para ambas as populacoes. Contudo, apos esses transi-

entes iniciais, as populagoes irao se distribuir homogeneamente pelo dominio. Isto se comprova

na Figura 13, onde ilustramos a evolucao temporal da densidade populacional total em todos

os sitios em (a) e a densidade populacional total no sitio central em (b). Inicialmente, as popu-

lagoes totais de presas e predadores oscilam aperiodicamente até atingirem um equilibrio. Ja

no sitio central, apos as oscilacoes, as populacoes de presas e predadores tendem ao equilibrio

estavel de coexisténcia (n%, p5) = (0,67;0,98), como obtido analiticamente na Subsecao 5.2.

Distribuicdo Espacial de Presas em t=70

Distribui¢do Espacial de Presas em t=10

5
10
15

1

0 20 30 40 50
Distribuicdo Espacial de Predadores em t=10 s Distribuicdo Espacial de Predadores em t=70
5
10
15
20 1
25
30
35
05
40
45
50
0
0 20 30 40 50

1

Distribuicdo Espacial de Presas em t=100

Distribuicdo Espacial de Predadores em t=100

10 20 30 40 50

Figura 12: Distribuigdo espacial das presas (primeira linha) e dos predadores (segunda linha), para

r=4,5 =15 a=0,0leD,=D,=0,7, nos tempos t = 10,70, 100.

Na Figura 14, apresentamos a distribuicao espacial das densidades populacionais de

0
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Figura 13: Evolugao temporal da: (a) densidade populacional total de presas e predadores em todos
os sitios; (b) densidade populacional de presas e predadores no sitio central z = (28, 28).

presas e predadores para r = 3,0, § = 3,0. Observamos que ambas as populacoes formam

padroes espago-temporais heterogéneos, ocorrendo oscilacoes que sao identificadas por padroes

que parecem anéis.
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Distribuicdo Espacial de Presas em t=100

10 20 30 40 50

Distribuic@o Espacial de Predadores em t=100

5

10 20 30 40 50

15

Figura 14: Distribuigdo espacial das presas (primeira linha) e dos predadores (segunda linha), para
» = 0,7, nos tempos ¢ = 10, 70, 100.

r=3,0,6=3,0,a=0,0le D, =

Na Figura 15, ilustramos a evolucao temporal das densidades populacionais totais em

todos os sitios em (a) e no sitio central em (b). Observamos que as populagoes de presas e pre-
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dadores coexistem, oscilando entre densidades menores e maiores, de maneira quase periédica.

2000 15 T T

presa
predador

1500

1000

500

Densidade de Presa e Predador

Populagéo Total de Presa e Predador

o
o

o

50 100 150 50 100 150
Tempo Tempo

(a) (b)

o

Figura 15: Evolugdo temporal da: (a) densidade populacional total de presas e predadores em todos
os sitios; (b) densidade populacional de presas e predadores no sitio central x = (28, 28).

Ao fixarmos r = 3,0, a = 0,01 e D,, = D, = 0,7 e variarmos a taxa de encontro
entre presas e predadores (3, tal que, 2 < < 3, o modelo apresentara ciclos peridédicos. De
fato, quando 8 = 2,0, através da Figura 16 observamos que em ¢t = 100 a distribuicao espaco-

temporal das espécies ocorre de maneira quase homogénea pelo dominio.

Ao verificarmos a evolucao temporal das populacbes, como apresentado na Figura 17,
concluimos que as populagoes oscilam periodicamente, apresentando ciclo de periodo 2. Na dis-
tribuicao espacial de ambas as populagoes parece que elas ficarao homogeneamente distribuidas,

depois de passado um tempo, isso ocorre pois a amplitude das oscilagoes é muito pequena.

Ja, para § = 2,5, na Figura 18, ilustramos a distribui¢do espago-temporal para ambas
as espécies, e observamos que as populacoes ocupam todo o dominio de maneira heterogénea.
As densidades populacionais totais no sitio central, apresentadas na Figura 19 (b), oscilam

periodicamente formando ciclos de perfodo 6.

Apos as simulacoes realizadas, concluimos que ocorrem diferentes padroes-espaco tem-
porais com a variacao da taxa de crescimento intrinseca r e do parametro 5. Apresentando
desde a extincao de ambas as espécies, extincao somente dos predadores e coexisténcia. Essa

?

coexisténcia pode ser oscilatoria periddica ou tendendo a um ponto de equilibrio estavel.
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Figura 16: Distribuigdo espacial das presas (primeira linha) e dos predadores (segunda linha), para

r=3,0,6=2,0,aa=0,0le D, =
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da: (a) densidade populacional total de presas e predadores em todos

os sitios; (b) densidade populacional de presas e predadores no sitio central z = (28, 28).
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Figura 18: Distribuigdo espacial das presas (primeira linha) e dos prepadores (segunda linha), para
, = 0,7, nos tempos t = 10, 70, 100.
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Figura 19: Evolucao temporal da: (a) populacao total de presa e predador; (b) densidade populacional
de presa e predador no sitio central x = (28, 28).
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7 Consideracoes Finais

Neste trabalho, inicialmente, analisamos um modelo discreto de equagoes a diferencas
que descreve o crescimento de uma tnica populacao sujeita a um efeito Allee forte. Analiti-
camente, adimensionalizamos, calculamos os pontos de equilibrio e establidade dos mesmos.
Observamos que, ha um ponto de equilibrio, denotado por nj, que se a populagao inicial estiver

abaixo desse valor, tendera a extingao. Esse valor determina o limiar do efeito Allee.

Ao modelo para uma espécie, foi acoplada a dispersao por difusao simples, usando uma
Rede de Mapas Acoplados. Assim, desenvolvemos um modelo discreto espacialmente estrutu-
rado. Realizando simulagoes numéricas, obtivemos diferentes padroes de distribuicao espacial,
desde uma distribuicao homogénea e populagao tendendo ao equilibrio estavel, até distribui-
cao aparentemente caodtica com a populagao total oscilando aperiodicamente. Essas variacoes

ocorreram apenas alterando a taxa de crescimento intrinseca r.

Em seguida, desenvolvemos um modelo presa-predador discreto, em que a presa esta
sujeita a um efeito Allee forte. Esse tipo de modelo é util, por exemplo, quando se deseja
verificar se tem como controlar uma certa espécie invasora, nao extinguindo-a, mas mantendo
a niveis baixos. Dessa forma, o predador atuara para inibir o crescimento da presa, juntamente

com a acao do efeito Allee.

Analisamos o modelo presa-predador adimensionalizado, calculando os pontos de equi-
librio, estabilidade e viabilidade biolégica de cada ponto. Em seguida, acoplamos a dispersao
por difusao através de uma Rede de Mapas Acoplados. Realizamos simula¢oes numeéricas com
o objetivo de avaliar como a variacao nos valores dos parametros do modelo influencia nos

diferentes tipos de padroes espaco-temporais obtidos.

Assim, concluimos que ao fixarmos D,, D, = 0,7 e o = 0,01 e variarmos o parametro
r e [, para r < 1 as populacoes sempre tenderao a exting¢ao. Isso ocorre porque, com uma
taxa de crescimento pequena e a influéncia negativa do efeito Allee faz com que a populacao
de presas seja baixa e ainda sendo atacada pelo predador, se extinguira e posteriormente, sem

as presas, o predador vai a extincao também.

Para 1 <r <2el < B < 2, as populagoes tenderao a um equilibrio de extin¢ao dos
predadores e as presas apresentam distribuicdo homogénea pelo dominio. Quando consideramos
4 <r<bel < f < 2, apopulacao de presas cresce mais rapidamente ocupando todo o
dominio e a populacao de predadores cresce mais lentamente, contudo, como h& abundancia de
presas, tornasse maior que a populacao de presas no tempo considerado. Ambas as populacoes
apresentam padroes espago-temporais heterogéneos e oscilam aperiodicamente até tenderem ao
equilibrio estavel. Apoés atingirem o equilibrio estavel de coexisténcia a distribuicao espacial

vai tornando-se homogénea.

Quando fixamos r = 3 e variamos 2 < [ < 3 observamos que, para § = 2,0 a dis-

tribuicao espaco-temporal das populagoes ocorre de forma heterogénea e as populacoes totais
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ficam oscilando indefinidamente, formando um ciclo de periodo 2. Para § = 2,5, novamente a
distribuicao espacial é heterogénea, com a evolucao das espécies no sitio central ocilando, for-
mando ciclos de periodo 6. Finalmente, quando 5 = 3,0, a distribuicao espacial é heterogénea
e aparentemente caotica. Dessa forma, as populacgoes totais nao apresentam estabilidade e nem

ciclos periodicos.

Por fim, concluimos que, tanto para uma unica espécie, quanto para o modelo presa-
predador, o que define a persisténcia, extin¢ao ou coexisténcia das espécies, sao os valores con-
siderados para os parametros dos modelos estudados. Em especial, no modelo presa-predador,
a taxa de crescimento deve ser alta o suficiente para que a predacao e o efeito Allee nao levem

a populacao de presas a extincao e, consequentemente, os predadores.
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