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“Triste época! E mais facil desintegrar um
atomo do que um preconceito.”
Albert Einstein



RESUMO

Nesta monografia, com base numa proposta experimentalmente factivel, derivamos
um modelo de trés modos para descrever o comportamento de um sistema de
condensados de Bose-Einstein dipolares confinados numa armadilha o6tica com
estrutura de trés pocos de potencial ndo alinhados. O modelo inclui interacdes de
curto e longo alcance, tunelamento entre os pog¢os de potencial adjacentes e uma
anisotropia associada a interacéo dipolo-dipolo entre particulas de diferentes pocos.
Através de calculos analiticos e numéricos, investigaremos as dinamicas classica e
qguantica dos valores esperados das populacbes de cada um dos pocos,
caracterizando o regime de interacdo relevante para nosso estudo. Usando
ferramentas da teoria de perturbacdo, deduziremos um hamiltoniano efetivo e
através de uma abordagem semiclassica obteremos resultados analiticos do
comportamento do sistema. Por fim, mostraremos que o modelo de trés pocos

simula um dispositivo do tipo transistor.

Palavras-chave: Condensado de Bose-Einstein. Atomotronica. Integrabilidade.

Modelagem matematica.



ABSTRACT

In this monography, based on an experimentally viable proposal, we derive a model
for describing the behavior of a dipolar Bose-Einstein condensates confined in triple
well non aligned potentials. The model takes into account interactions of short and
long range, tunnelingbetween adjacent potential wells and an anisotropy associated
to interwell dipoledipole interactions. Using analytical and numerical calculation, the
classical and quantum dynamics for the expectation values of the populations in each
well, are investigated. Then, by using perturbation theory tools, an effective
Hamiltonian is deduced. Through a semiclassical approach, analytical results are
presented. Lastly, we show that the modelwith three mode can simulate a device like-

transistor.

Keywords: Bose-Einstein condensate. Atomtronics. Integrability. Mathematical

modeling.
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1 INTRODUCAO

A Fisica Quéantica, também conhecida como Mecéanica Quéantica, trata
principalmente de descrever fendmenos fisicos que acontecem em escalas atémica
e subatbmica. Ela foi formulada a partir de novas ideias para explicar fenbmenos
fisicos que ndo podem ser explicados pela Fisica Classica (também conhecida como
Mecanica Newtoniana), como por exemplo a radiagdo de corpo negro. O primeiro
estudioso, considerado o pai da Fisica Quantica, a formular conceitos sobre o tema
foi o fisico alemao Max Planck. Em 14 de Dezembro de 1900, em um congresso ha
Alemanha, ele apresentou um estudo sobre a radiacdo do corpo negro. Neste
trabalho ele postulou que a troca de energia via radiacdo eletromagnética entre
atomos da parede de uma cavidade de corpo negro é quantizada, ou seja, 0S
atomos da parede da cavidade de corpo negro absorvem ou emitem energia em
“‘multiplos inteiros” de uma quantidade de energia (NUSSENZVEIG, 1998). Estes
pacotes de energia receberam a denominacdo de quantum de energia, o qual mais
tarde deu origem ao nome desta teoria: Mecanica Quantica.

Entretanto, o trabalho de Planck ganhou evidéncia em 1905, em um trabalho
intitulado “Um ponto de vista heuristico sobre a producgao e a transformacgao de luz”
de autoria do fisico alem&o Albert Einstein (EINSTEIN, 1905). Einstein propds uma
explicacdo do efeito fotoelétrico com base na quantizacdo de energia, conceito
recentemente proposto nas ideias de Planck sobre radiacdo de corpo negro. A
explicacdo do efeito fotoelétrico, dezesseis anos mais tarde, rendeu a Albert Einstein
o prémio Nobel de Fisica. Segundo Einstein “A ideia mais simples é a que um
guantum de luz transfere toda a sua energia a um unico elétron”.

Ainda assim, a partir da aplicagdo das ideias de Planck, a teoria da Mecénica
Quéntica comecou a evoluir rapidamente e a ganhar credibilidade entre os fisicos
tedricos e experimentais. Por exemplo, do ponto de vista tedrico, apds quase vinte
anos da explicacdo do efeito fotoelétrico, Einstein, em 1924, a partir das ideias da
mecanica estatistica para fotons desenvolvida por Satyendra Nath Bose (fisico
indiano), teorizou a existéncia do fendmeno da condensacdo de bosons (EINSTEIN,
1924). Este fenbmeno prediz que para temperaturas ultrabaixas, préximas ao zero

absoluto, todos os bdsons vao para um estado de mais baixa energia, formando,
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devido o principio de superposicdo, uma onda macroscépica. Ainda na década de
20, surgiram nomes importantes para o desenvolvimento da fisica quantica como
Erwin Schrodinger, que em seu trabalho "Quantisierung als Eigenwertproblem”
(Quantizagdo como um Problema de Autovalor) desenvolveu o conceito e as ideais
do que hoje sdo conhecidas como a equacao de Schrodinger, e Werner Heisenberg,
com inumeras contribuicdes nesta ciéncia, como o Principio de Incerteza (Pl). partir
desta época o fascinio dos fisicos pela Mecanica Quantica pode ser ajuizado pelas

inUmeras descobertas na area. Temos como exemplos a descoberta, em
1937, de um estado andémalo de liquidos, hoje conhecido como superfluido, pelo
fisico russo Pyotr Kapitsa, ao estudar o hélio liquido. Ou a desenvolvimento da teoria
guantica de campos, de Richard Feynman, reconhecida com um prémio Nobel em
1965.

Entretanto, a partir dos estudos de Planck, Bose, Einstein, Schrodinger e
outros fisicos, tal previsdo tedrica foi confirmada experimentalmente em 1995.
Usando sofisticados experimentos para o resfriamento de bésons, Eric A. Cornell e
Carl E. Wieman (ANDERSON et al., 1995), usando vapor de rubidio Rb-87,
conseguiram temperatura ultrabaixas, da ordem de nano kelvin, possibilitando desta
forma a evidéncia experimental do fendbmeno da condensacéo. Hoje o fenémeno é
conhecido como Condensacéo de Bose-Einstein (CBE) em homenagem a estes dois
grandes fisicos. Vale salientar que o CBE é formado de particulas de spin inteiro,
obedecendo as propriedades da estatistica quéntica que rege os bodsons, a
estatistica de Bose-Einstein.

A confirmacdo experimental do CBE despertou grande interesse da
comunidade cientifica e, desde entdo, o estudo no contexto de &tomos ultrafrios
continua atualmente em intensa atividade, tanto no campo tedrico quanto no campo
experimental. Do ponto de vista fisico, os sistemas de condensados podem ser
vistos como um meio quase ideal para estudar fenbmenos tipicamente quanticos.
Desta forma os condensados podem ser vistos como uma ferramenta que permite
condicOes favoraveis para o estudo da fisica basica e uma grande possibilidade para
a investigacéo de aplicacdes tecnoldgicas. Do ponto de vista tedrico, a modelagem
matematica de tais sistemas fisicos contribui para uma melhor compreensédo e

previsao dos fendmenos que ocorrem nos condensados. Desta forma a modelagem
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matematica, juntamente com a existéncia de modelos integraveis, poderdo ser
ferramentas de supra importancia para esclarecer e prever novos fenémenos fisicos
gue acontecem nesta escala. Do ponto de vista tecnolégico, os CBE tem sido
importante no entendimento e no desenvolvimento da atomotronica (OLSEN;
BRADLEY, 2015). Na referéncia (STICKNEY; ANDERSON; ZOZULYA, 2007), é
apresentado um estudo com CBE néao dipolares, em uma estrutura de trés pocos de
potencial alinhados que imita o funcionamento de um dispositivo do tipo transistor.
Neste sistema os CBE n&o dipolares sdo colocados em trés modos distintos e
alinhados e o fluxo de atomos entre os dois po¢cos mais externos € controlado pela
populacdo de &tomos de um terceiro poco intermediario de potencial. Uma
investigacdo nesta mesma linha, mas usando CBE dipolares, nos quais além da
interacdo de curto alcance considera-se também a interacdo entre dipolos, foi
realizada por (LAHAYE et al.,, 2009). No trabalho os autores apresentaram um
estudo sobre a dinamica do CBE numa estrutura de trés pocos de potencial
alinhados, focando basicamente no efeito de longo alcance da interacdo dipolo-
dipolo. Posteriormente a influéncia da anisotropia da interagdao dipolo-dipolo entre
pocos adjacentes foi verificado para uma disposicao triangular de um potencial de
trés pocos, conforme referéncia (GALLEMI et al., 2013). Mais recentemente, foi
observado que para valores apropriados de acoplamentos o modelo apresentado
por (LAHAYE et al., 2009) é integravel (YMAI et al., 2017) e que a quebra da
integrabilidade pode ser utilizada com um mecanismo para controlar o fluxo de
bosons entre os dois pocos externos do dispositivo tipo transistor (WILSMANN,
2017).

No presente trabalho foi realizada uma analise de um modelo para CBE
dipolares confinados por armadilhas 6ticas numa configuracdo de um potencial de
trés pocos nado alinhados que inclui interacdes anisotrépicas entre pocos de
potencial adjacentes devido a interagéo dipolo-dipolo. Tal andlise tem a finalidade de
investigar para quais valores dos parametros fisicos e condi¢des iniciais 0 sistema
proposto apresenta um comportamento similar a de um transistor, isto €, como o
fluxo de atomos entre dois pocos pode ser controlado pela populacdo de bdsons
num poco intermediario. Com o intuito de atingirmos 0s nossos objetivos, como
metodologia serd empregado aqui 0 método analitico e também método numérico.

Na parte numérica pretendemos diagonalizar exatamente a Hamiltoniana do modelo
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proposto usando para isto uma linguagem de programagdo ou um software
especifico, como por exemplo o C++. O trabalho estd organizado da seguinte
maneira: no capitulo 2 discutimos a possivel realizacdo experimental do sistema e a
derivacdo do modelo tedrico; no capitulo 3, realizamos uma andlise classica para
estabelecer escolhas apropriadas para os parametros fisicos do modelo quéntico
com o objetivo de obter os efeitos desejados de um transistor; no capitulo 4
apresentamos uma Hamiltoniana efetiva que descreve o sistema num determinado
regime. Usando teoria de perturbacfes para o modelo efetivo e aplicando processo
de segunda ordem, determinamos os parametros efetivos do modelo; no capitulo 5
mostramos a dindmica quantica e analisamos o0 comportamento do transistor usando
diferentes condicfes inicias, e finalmente o capitulo 6 é reservado para as

conclusdes deste trabalho.
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2 DERIVACAO DO MODELO

Neste capitulo, iremos derivar o Hamiltoniano para descrever um sistema
constituido por CBE dipolares confinados numa armadilha oOtica que tem uma
configuracdo de trés pocos de potencial ndo alinhados. O sistema proposto
experimentalmente descreve a interacéo de curto alcance (intrapoc¢o), a interacao de
longo alcance determinada pela interacdo entre dipolos (extrapoco), além do
tunelamento entre os pocos de potencial. Antes de seguirmos em frente na
derivacdo do modelo, primeiramente olharemos se o sistema proposto que

desejamos analisar, € possivel de ser realizado experimentalmente.

2.1 Descricao do Aparato Experimental

Vamos considerar trés condensados de Bose-Einstein constituidos por N
bdsons dipolares confinados em uma armadilha 6tica produzida por um conjunto de
lasers. Na figura (1) € mostrada uma representacdo esquemdatica do aparato

proposto.
Figura 1 - Representacdo esquematica do aparato experimental. Os poc¢os estédo

indicados pelos nimeros 1, 2 e 3 e as setas verdes claras indicam a orientacdo de

polarizacédo dos condensados dipolares representados em vermelho.

direcao de polarizacao

laser
1 - o ——
laser 3
laser transversal
laser

Fonte: Autor (2018).
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O potencial de confinamento gerado pelo conjunto de lasers, forma uma
armadilha o6tica cujo potencial para uma estrutura de trés pocgos, € descrito

aproximadamente pela seguinte expressao

3

1 2
Vamr (5,3,2) = =Vy +5mawix? Vo )" exp (—;[(y— Yo+ (z zl->2]>, @D
: 0

i=1

Na equacéo acima, tanto V, e V; controlam a profundidade do pogo potencial,
w, € a frequéncia da armadilha e depende basicamente da intensidade de um laser

gaussiano. O parametro w, , dado em mm, descreve a cintura do laser gaussiano e
m representa a massa dos atomos dipolares. As coordenadas espaciais do centro de
cada poco séo: (y4,2;) = (=l cosa,0), (y3,2,) = (0,l sena) e (ys,z3) = (I cosa;0), onde |
€ a separacao entre 0os pocos 1 e 2 e entre 0s pocos 2 e 3, e a é 0 angulo que
determina o afastamento do poco 2 em relacdo ao alinhamento dos pocos 1 e 3
(veja figura 3).

O potencial da armadilha pode ser simplificado através de uma aproximacao
harmonica e desta forma o potencial de cada poco é cilindricamente simétrico, como
apontado na referéncia (GRIMM; WEIDEMULLER; OVCHINNIKOV, 2000). Levando
em conta esta aproximacdo, o potencial de confinamento para cada poco de

potencial i € agora dado por
1 1 1
Vamr (,,2) = =V + V1) +5 02x? +-mw?[(y — y)2 + (2 — z)?],  (22)

~ 4V P ~ . .
onde y; e z; S0 0s centros dos pocos, x = 0e w? = m—aj’z é a frequéncia de radial da
0

armadilha otica. Assumiremos w, > w, , de tal forma que os pocos de potencial
assumam a forma de uma elipsoide com formato similar de um "charuto".

Como dito anteriormente, o potencial V.., pode ser realizado
experimentalmente através da superposicdo de trés lasers paralelos com um laser
gaussiano transversal que é responsavel pelo confinamento ao longo da direcéo x,
conforme apresentado na figura (1).

Tendo em mente o potencial de confinamento da armadilha, passamos agora

a descrever o potencial de interagao presente no sistema. O potencial de interacao
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(V) entre os bosons possui duas contribuices: um potencial de curto alcance (V)
devido as colisdes dentro do pog¢o. Aqui os bdsons podem ser tratados como se
fossem “bolinhas rigidas” que colidem dentro de um mesmo pogo; e um potencial de
longo alcance (V,,), devido a interacdes entre dipolos elétricos que podem estar
localizados hum mesmo poco, ou em pocos distintos. Segundo (LAHAYE; PFAU,;

SANTOS, 2010), o potencial de interacdo entre bdsons dipolares é dado por

VFE = 7)) = Vg(F— 7) + Vg (7 — 7). (2.3)

O Potencial de interacdo de curto alcance é

4mh?a
m

Vea@ = 7)) =g6(F = 7'),g = (2.4)

onde m é a massa da particula e a € o parametro atébmico que influencia nas
dindmicas das colisdes, conhecido como comprimento de espalhamento da onda s.
O parametro a esta associado ao tipo de interacdo, atrativa ou repulsiva, entre as
particulas dipolares. Lembramos que com o atual desenvolvimento das técnicas

experimentais, a interacdo pode ser controlada através da aplicagcdo de um campo

magnético externo B em torno da ressonancia de Feshbach [Fritsch 2012]. A

dependéncia da interacdo com o0 campo magnético externo é dada por

a(B) = ayg (1 - _A Bo>’ (2.5)

Acima a4 representa o comprimento de espalhamento longe da ressonancia
e B, representa o intervalo da ressonancia onde o comprimento de espalhamento é
divergente. Em outras palavras, o valor de a define o tipo de interagcdo entre os
bosons dipolares: quando o comprimento de espalhamento da onda for positivo (a >
0) os bésons dipolares irdo se repelir, enquanto se o comprimento de espalhamento
da onda for negativo (a < 0) os bésons dipolares irdo se atrair.

Ja o potencial de interacdo de longo alcance é dado pela expresséao,
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(2.6)

2 2

L. Kou“ (1 — 3 cos~ 0

V - = > >
aa( =17 41 ( |7 — 7| )

onde 1 é o mddulo do momento de dipolo magnético dos bosons dipolares, «, € a
suscetibilidade magnética do vacuo e 6 € o angulo entre a orientacdo dos momentos
dipolares dos bédsons e o # - #. Cabe ressaltar que 0 momento de dipolo magnético
da particula depende do tipo de &tomo que sera usado. Aqui consideraremos bdsons
dipolares que possuem um momento dipolar grande o suficiente para que o efeito de
longo alcance esteja presente, como por exemplo o atomo dipolar cromo *2Cr
(LAHAYE et al., 2009) e o atomo dipolar disprésio ***Dy (FERRIER-BARBUT et al.,
2016). No que segue, assumiremos a > 0 (interacdo repulsiva) e que os bdsons
dipolares serdo polarizados numa certa direcdo através da aplicacdo de um campo
magnético externo, conforme esquematicamente mostrado na figura (3).

Tais suposicoes elencadas acima garantem a estabilidade de um condensado
dipolar, uma vez que, devido a forma geométrica do poco, tipo charuto, tende a
favorecer a disposicdo lado-a-lado dos dipolos em uma maior proporgcéo e,
consequentemente, a forca de interacdo entre os bdsons dipolares do sistema sera
predominante repulsiva (veja figura 2) (KOCH et al., 2008).

Figura 2 — Polarizacdo das particulas. Item (a): Dois dipolos polarizados lado a lado
se repelem. Item (b): Dois dipolos polarizados em linha se atraem.

b)

Fonte: Autor (2018).
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2.2 Derivagéo do Hamiltoniano

A Hamiltoniana geral que descreve um sistema contendo bosons dipolares &
dada por (DALFOVO et al., 1999)

H= f a7 W (FH,W(7) +% f ABrEFYTAOYTEWE -YE)YE)  (2.7)

hV?

sendo que para 0 nosso caso de interesse H, = e

+ Vomr(x,y,2). Para obter o
modelo que descreverd o sistema de bdsons dipolares confinados em uma
armadilha oOtica com trés pocos de potencial descrito acima, usaremos a
aproximacédo de trés modos, onde assumimos que as energias envolvidas no
sistema sao insuficientes para criar/destruir b6sons em um estado de mais alta

energia. Expandindo os campos bosonicos W' (7) e ¥ (¥) nas seguintes formas

¥ (7)) =p1(Pa; + ¢,(Pa; + ¢3(Pas, (2.8)

Y@ = p;Pal + ¢p3(Pal + ¢3(F)al, (2.9)

Onde a;re a; (sendoi=1,2,3 os pogos de potencial) sdo os operadores de criagdo e

aniquilagéo, respectivamente, e satisfazem uma algebra bosonica definida pelas
seguintes relacbes de comutacgao

[ai,af] = 6,

[N aj] = —a;63;,

[Ni' CLJT] = a]TSij,

onde N;= alTai € 0 operador numero e representa a populacédo de bosons dipolares
no poco i. Na aproximagéo de trés modos os bosons séo criados/destruidos somente

no estado fundamental ¢;(#) = ¢;(# —7')de cada poco de potencial, que nesta
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aproximacédo € anélogo ao estado fundamental de um oscilador harménico, como

podemos ver através da expressao (2.2) e do hamiltoniano abaixo.

. A2 .
HY = — S+ Vo (x,y,2). (2.10)

Substituindo as expressoes (2.8) e (2.9) na expressao (2.7), obtemos o Hamiltoniano
gue modela aproximadamente o sistema descrito no inicio da secdo. O Hamiltoniano

pode ser escrito da seguinte forma

3
U
= 72 N;(N; — 1) + U;NyN, + Up3NoN3 + UsNiN; — J(ala, + alay)

=1

—J(ala, + alas), (2.11)
Onde os acoplamentos do modelo sdo dados por:

J=1ij= = [ d*Po; () Hep; (),
Uy = 4n,izafd3 Pl (NP + 2 [ d37Pd3 7" | ()| Vag F = 7)) FDI%, k= 1,2,3,

_ (1-3cos?6;;) Uy

- =/ - - >y - 2
Uyj =2 [ 737 |9 (DVaa (7 = )|, D" ~ —5—,
ij

- -7 - =/ 2
Uy =2 [d37 a3 (D)I*|¢; (P

No Hamiltoniano acima, o parametro J é a taxa de tunelamento entre pocos. Note
que ] = J;, = J,3, devido a simetria do sistema, enquanto que J,5 € nulo pelo fato da
sobreposicao das fungdes de onda nos pocos 1 e 3 ser muito pequena. O parametro
U, é a energia de interacdo entre bdsons dipolares em um mesmo poco, devido a
interacdo de contato (interagdo de curto alcance) e a interacdo dipolo-dipolo e o
indice k indica o poco da fungdo gaussiana "estreita”, de poco localizado. O
parametro U;; € a energia de interacdo entre bosons dipolares, onde os indices i € j
indicam os pocos devido a interacao dipolo-dipolo (interacdo de longo alcance). Na
aproximagdo do parametro U;; assumimos que as larguras das fungdes gaussianas

¢;(7) séo muito pequenas em comparacéo a distancia I, onde r;; € a distancia entre
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0s centros geometricos dos pogos, 68;; € o angulo entre o vetor de polarizacéo e o
vetor da posicao relativa dos centros dos pocos i e j, conforme indicado na figura a

seqguir.

Figura 3 — Representacdo esquematica da dire¢do de polarizacdo. As setas indicam
a direcao de polarizagdo com seus respectivos angulos. Os pocos estédo indicados

pelos numeros 1, 2 e 3.

1 2lcosa 3

Fonte: Autor (2018).

Na figura 3, 8,5 = 6,5+ a e 6;, = 0,3 — a representam o0 angulo entre a direcao de
polarizacdo e a orientacdo relativa entre dipolos situados em pocos distintos. Em
nosso estudo utilizaremos em angulo pequeno a = 5° para que a aproximacao
harmoénica possa ser aplicada e o angulo 8,53 = 98° de modo que ressalte o efeito dos

efeitos que desejamos observar.

3
2 N;(N; = 1) = N(N — 1) — 2(N; N, + NyN5 + N,N3), (2.12)

i=1

No qual N € o numero de particulas. O uso dessa identidade nos permite escrever
U,

SN(N —1)),

um Hamiltoniano efetivo dado por (a menos de uma constante >

H = (U;; — Ug)NiNy + (Upz — Ug)NyN3 + (U3 — Ug) NiN3 —](aIaz + a;ra1) -

](a;raz + a;rag,), (2.13)
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Observe na expressdao do hamiltoniano acima, que as interagcbes entre 0s
condensados sao descritas em termos das energias de interacfes efetivas de longo

alcance apenas, de amplitude U;; — U,. A partir deste Hamiltoniano estudaremos o
caso no qual U, = U;;. Nesta condi¢do o hamiltoniano efetivo pode ser reescrito da

seguinte forma
H = UNy(N1+yN;) —J(ala, + ala)) — J(ala, + alas), (2.14)

Onde U= U12 - U13 e

_ Uy Uz [(2cos @)®(1 — 3 cos? B,3) — (1 — 3 cos? By3)] (2.15)
U U  [(2cos @)3(1 —3cos26;,) — (1 —3cos26;3)] '

Para a escolha de parametro supracitada, obtemos y = 0,835461. Note que o fator

y # 1lintroduz uma anisotropia nas energias de interacao.
2.3 Dinamica Quantica

Um sistema quantico evoluindo no tempo é completamente caracterizado por
um estado |¥(t)), cuja evolucdo temporal é governada pela equacdo de

Schrédinger
2. |¥(t)) = H|P(®)), (2.16)

onde d; = ai' A solucéo desta equacéao é dada por
t

|P(©) = U®)|po) (2.17)

iHt

Acima, U(t) = e » € o operador evolucao temporal, |¢p,) €é a configuracéo
do estado initial e h = h/2m, h € a constante de Planck.

Para se ter uma completa descricdo do estado |W(t)) é necessario
diagonalizar o Hamiltoniano H, isto é, encontrar o conjunto completo de autoestados

|¥,,) e suas correspondentes autoenergias E,, comn =1, ..., d, onde d & a dimensé&o
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do espaco de Hilbert (EH) do Hamiltoniano H, admitindo um conjunto de autoestados
de energias discretas.

Usando a relacdo de completeza, sendo I a matriz identidade,

d
DNl = 1, (2.18)
n=1

podemos escrever o operador de evolucao temporal na seguinte forma

d Bt
U = z e W )a, (2.19)

n=1

Onde a,, = (¥,|¢,) e |la,|? é a probabilidade de encontrar o sistema no autoestado
|¥,,) do Hamiltoniano.

Para um sistema de N bdsons dipolares confinados em um sistema de trés
pocos de potencial, o autoestado |¥,) pode ser escrito como sendo uma

superposicao de estados na base de Fock

N N

W) = D> Gy INa, oy N = Ny = ), (2:20)

N1=0 N2= 0

onde N;, i=1,2¢é o nuamero de bdsons confinados no poco i, N é o numero total
de bosons no sistema e é uma quantidade conservada dada por N = N; + N, + Ns.

Note que, devido a essa conservacdo do numero de boésons, a dimensédo do

Hamiltoniano matricial € dada pord = w

Para a analise que faremos nos proximos capitulos precisaremos
inicialmente, no que tange as caracteristicas do sistema, construir a forma matricial
do Hamiltoniano. Para isso, sera necessario saber como os operadores de criagdo e
aniquilacao de bésons atuam sobre os vetores no espaco de Fock. A atuacéo destes

operadores nos vetores de Fock nos levam as seguintes relacdes:

al |Ny, Ny, N3y = /N, + 1|Ny + 8,4, Ny + 8,5, N3 + 6,5)
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a; |Ny, Ny, N3y = /NNy — 8,4, Ny — 8,5, N5 — &,.3)
N; [Ny, Ny, N3) = ny|Ny, Ny, N3), 1=1,23,

onde N, = afal € o operador nimero no pogo | e §; ; € o delta de Kronecker, definido

da seguinte forma

_ (0,sei #j
6;; = {1sei=j (2.21)

Com as informacGes acima conseguimos construir a forma matricial do
Hamiltoniano. O proximo passo € diagonalizarmos esta matriz. Para isto usaremos a
linguagem de programacédo C,, (maiores detalhes do codigo serdo apresentados
nos Apéndices A e B). A diagonalizagdo do Hamiltoniano nos permite encontrar
todos os autovalores e autovetores. A manipulacédo de autovalores e autovetores e a
implementacéo de novas rotinas e sub-rotinas, nos permite computar quantidades de
realidade fisica. Para o nosso caso a quantidade de realidade fisica, quantidade que
pode ser medida no laboratério, € a evolucdo temporal do valor esperado da

populacdo de cada pocos. Esta quantidade € computada da seguinte forma
(Ni) =(POIN|¥(®)), =123 (2.22)

No proximo capitulo desenvolveremos uma andlise semi-classica para o
modelo e verificaremos que o modelo de trés pocos, num certo regime dos
parametros de acoplamento, possui uma estrutura de dois pocos. Isto significa que a
dindmica para as quantidades fisicas de interesse pode ser obtida usando um setor
do Hamiltoniano. Neste regime que chamaremos de regime ressonante, o custo
computacional € muito menor pois precisamos diagonalizar um Hamiltoniano

matricial efetivo que tem uma dimensédo d = N + 1.
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3 REGIMES DE INTERACAO

Neste capitulo, partindo do Hamiltoniano (2.14), mostraremos que o0 modelo
com a estrutura de trés pocos apresenta ainda uma estrutura de dois modos. Para
procedermos com a investigacdo, na proxima subsecdo estaremos desenvolvendo
uma aproximacao semiclassica para o modelo efetivo apresentado no capitulo

anterior.
3.1 Estrutura de Dois Modos

Nesta subsecdo, verificaremos que o modelo possui uma estrutura de dois
modos e que uma aproximacgdo semiclassica pode ser utilizada a fim de comparar e
definir diferentes regimes que poderao ser verificados no modelo quéntico, uma vez
gue é estudar o possivel controle populacional dos pocos via variacdo temporal pela
aproximacdo semiclassica e, até o momento, os resultados da aproximacéo tém se
mostrado bastante préximos dos experimentais. Mais adiante, definiremos o regime
de tunelamento ressonante.

Para verificar que o modelo em estudo possui uma estrutura escondida de

dois modos, comecamos definindo os novos operadores

Nyz=N; + N -1 = (al +al
13 1+ V3, a3 \/E(af"as), a13\/§(a1+a3),

gue satisfazem uma algebra bosénica, isto é,

[N1,3'a13] = —ap3, [N1,3'a1r3] = a1r3' [‘11,3,‘113] = 1.

O Hamiltoniano efetivo (2.14), em termos dos novos operadores e y = 1, pode

ser reduzido da seguinte forma

H == UN2N13 - \/E](al-:;az + a13a;). (31)
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Desta forma, compreenderemos os po¢os 1 e 3 (dois modos) como apenas
um poco efetivo (um modo), o poco 13. Sendo assim, o modelo que tem uma
estrutura de trés modos, esconde na verdade uma estrutura de dois modos, 0 pocgo
13 e o0 pogo 2. Na proxima subsecao, seguindo a referéncia [Links et al. 2006],
faremos uma aproximagéo semiclassica usando o modelo efetivo com a estrutura de

dois pocos.

3.2 Aproximagdo Semiclassica e Regime Ressonante

Nesta subsecdo estudaremos o analogo classico do modelo de dois modos
apresentado na subsecéo anterior. Considerando que N;, g; € 0s pocos j = 13,2 sédo
variaveis quanticas que satisfazem as relacées de comutacdo candnica: [6,3,60,] =

[Ny, Ni3] = 0,[N;, 6] = i6;;1. Fazendo a troca de variavel

13 = €i913\/N13 , Az = ewz\/ Nz, ZN = Niz3 =Ny,

onde Z representa a diferenca de ocupacdo fracionaria e N = N,; + N,, obtendo a

representacdo semiclassica do hamiltoniano de dois modos

H = UN2N13 - 2\/5]1/N13N2 COS(913 - 62) (32)
.. o £ H N, 2¢
Agora podemos definir as variaveis classicas h = =y ey = 6,5 — 6,, para

obter o analogo classico do modelo de dois modos dado pela expressao

h =2 (1-22) —2(1 = Z%)cos (%) (3.3)
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onde definimos /1=U]—N. Assumindo a condicdo inicial Z(0) = 1 e ¢(0) = 0 e
considerando que a energia é conservada com o passar do tempo, obtemos

2¢(t)
N

h=0= %(1 -72() - [2(1 —ZZ(t))cos<

— cos (2(%0) =f(z@®) = ’1—\’:/_222“) €[-1,1] (3.4)

Pela conservacdo do numero de bdsons temos que Z(t) = 1 — 2n, e assumindo a
condicdo de que a populagdo no pogo 2 oscila muito pouco, isto &, f(1 —2¢) =1,
obtemos a seguinte relacdo entre os acoplamentos e o valor constante da populacao

do poco 2

(3.5)

Desta forma, quando a densidade relativa de populagéo no pogo 2 (n,) for pequena
e constante e atender a relacdo n, < ¢, podemos definir o regime ressonante de
tunelamento. Este regime é caracterizado por uma forte interacdo repulsiva entre os
bosons dipolares, pequena oscilagdo da populacdo do poco 2 e uma oscilacdo
coerente entre as populacdes dos pocos 1 e 3. De um modo geral, este regime é

atingido quandoA > 1. Para efeito ilustrativo, se considerarmos n, < 1072, ou seja, 0

poco 2 menor que 1% do total, entdo a razdo entre os acoplamentosl = % > 28. Na

figura (4) apresentamos a evolugéao temporal do valor esperado das populacdes dos

pocos 1 e 2.
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Figura 4 - Gréficos da evolucdo temporal de (n,)e de (n,), com n; = NﬁiNS, ] =

1,y = 1 e estado inicial |6,0,0), para U = 1,2,3 e 10, respectivamente.

<n, >(Hamiltoniano) == <n, >(Hamiltoniano) =

a) <n,>(Hamiltoniang) == b) <n,>(Hamiltoniano) ==

MHf MMn
A ﬂ A
06
5 0.6 v
0.4 0.4
0.2
1]
0 100 200 300 400 500
tJ
1.2 1.2 - .
<n,>(Hamiltoniano) === <n; >(Hamiltoniano) ==
c) <n,>(Hamiltoniano) = d) <n,>(Hamiltoniano) =

e

0.6 0.6

<ny
<n>

0.4 0.4

o I

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

tJ tJ

Fonte: Autor (2018).

Observe que na medida que o parametro de interacdo vai aumentando, a
amplitude de oscilacéo do valor esperado da populagédo do poco 2 vai diminuindo,
enquanto a amplitude de oscilagdo do poco 1 vai aumentando. O regime ressonante
de tunelamento é atingido quando a amplitude de oscilacdo (N,) -» 0 e a amplitude
de oscilagdo dos pocos 1 e 3 torna-se harmodnica e atinge o seu valor méximo. Do
ponto de vista do modelo quantico existe uma oscilacdo coerente entre 0s pogcos 1 e
3, isto significa que apesar do regime de interacéo ser forte, existe um tunelamento
ressonante entre 0s pogos 1 e 3.
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No proximo capitulo mostraremos como computar a dindmica quantica do
modelo de trés pocos usando um modelo efetivo de dois po¢os néo interagente com
um tunelamento efetivo. Este aspecto do ponto de vista computacional tem muita
relevancia, j& que a mesma dinAmica pode ser obtida usando apenas um setor do
Hamiltoniano de trés de pocos. Isto implica que a dimensionalidade do Hamiltoniano

7

efetivo de dois pogos d =N+1 é muito menor que a dimensionalidade do

_ (N+2)(N+1)

Hamiltoniano de trés pocos (d >

). Como consequéncia 0S mesmos

resultados obtidos a partir do modelo de trés pocos podem ser obtidos através do
modelo efetivo de dois pocos, porém com um custo computacional bem menor.
Entretanto, para que isto aconteca necessitamos encontrar um tunelamento efetivo.
A maneira como abordaremos esse problema, serda apresentado no préoximo

capitulo.
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4 PROCESSOS DE SEGUNDA ORDEM E HAMILTONIANA EFETIVA

Neste capitulo vamos mostrar que o modelo de trés modos para o caso y = 1,
sem anisotropia, pode ser mapeado num modelo efetivo de dois modos nao
interagente, mas que possui um tunelamento efetivo que depende dos parametros
de acoplamento U e J do modelo de trés pocos.Conforme vimos no capitulo anterior,
0 modelo de trés pogcos apresenta um regime que denominamos de ressonante
guando a relacdo entre os acoplamentos satisfaz a condigdo U] > J. Nesse regime,
foi verificado que a dindmica exibe um comportamento peculiar. Os bdsons tunelam
apenas do poco 1 para 0 poco 3, sem acumular-se no poco 2. Este resultado pode
ser apreciado na figura (4), apresentada do capitulo anterior usando a condicéo
inicial com N, = 0. Note entretanto, que no caso em que y =1, se o poc¢o 2 for
inicialmente populado (N, # 0) e a condicdo de regime ressonante for satisfeita, a
populacdo de bdésons dos pocos 1 e 3 ainda mantém o comportamento peculiar
apresentado anteriormente, ou seja, a porcao liquida de bdsons continuam
tunelando apenas entre si e mantendo a quantidade inicial de bésons no poco dois
aproximadamente constante. Na figura (5) apresentamos a evolucdo temporal do
valor esperado das populacdes dos pocos usando uma condicao inicial para o poco

2com N, # 0.

Note que a escolha apropriada dos acoplamentos dentro do regime
ressonante deixa basicamente o valor esperado da populacdo do pogo 2 invariante
no tempo, enquanto o valor esperado das populaces dos pocos 1 e 3, apresentam

um carater harmonico e coerente.
4.1 Hamiltoniano Efetivo de dois modos

Considerando que o valor esperado de ( N, ) é aproximadamente constante,

pela conservacdo do numero de bosons, o valor esperado de ( N; + N3 ) também
- . d d
serd aproximadamente constante. Consequentemente, — (Ni) ==—(N3), 0 que

significa que quando a populagcdo do pogco 1 aumenta, a populacédo do poco 3

diminui na mesma proporcdo. Em outras palavras a oscilacdo entre os pogos 1 e 3 é
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coerente, com diferenca de fase constante igual a m/2. Por outro lado,
podemos ver que para y = 1 o termo de interagdo UN,(N; + N;) do Hamiltoniano do
modelo trés modos (2.14) € uma constante e, desta forma, ndo afeta a dindmica
modelo. Assim, o comportamento da dindmica do modelo de trés pocos pode ser
descrita por um modelo efetivo de dois modos néo interagente, cujo Hamiltoniano é

dado por

Hop = Vo = —Jor(alas + alay), (4.1)

Onde J.r € uma taxa de tunelamento efetiva que deve depender dos parametros de

acoplamento do modelo de trés pocos. Na proxima subsecao, usando ferramentas
da teoria de perturbacdo dependente do tempo, mostraremos como determinar

analiticamente este parametro.

4.2 Processo de Segunda Ordem

Para determinarmos a expressdo do ., em termos dos parametros U e

Jquando y =1, escrevemos 0 Hamiltoniano para o modelo de trés pocgos, da

seguinte forma

H = UN,(N1+ N3) —J(ala, + ala;) — J(ala, + alas), (4.2)

=H0+V,

onde H, = UN,(N;+N3;) é o termo de interagdo e V = —][a}”(a1 +a3) +
(al + al)a,] é o termo associado ao tunelamento entre os pogos adjacentes.
No regime ressonante, onde UN > ], podemos tratar o termo de tunelamento

IV como uma perturbacdo em relacdo ao termo de interacdo H,. Pela teoria de

perturbacao dependente do tempo, a taxa de transi¢cao (probabilidade por unidade
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NG

de tempo), para processos de ordem k, T,~..

de um autoestado inicial |p) de

H, para um autoestado final |r) de H, é dada por (SAKURAI; COMMINS, 1995)

2m 2

) _

1, = S r v @) s (E, - Ey) (43)

onde, E,eE, sdo as energias dos estados iniciais e finais, respectivamente,

v = v é para a taxa de transicdo de primeira ordem (Regra de Ouro de Fermi),
Vlg)X{aqlv)

V@ = Y mé para a taxa de transicdo de segunda ordem e §(x) € a Delta de

Dirac definida como

0,sex #0
8(x) = {+ o,se x = 0. (4.4)

No que segue desejamos calcular qual é a taxa de transicdo para um unico béson
tunelar do poco 1 para o poc¢o 3, estando o poco 2 inicialmente populado, isto €,
onde a populagcédo do poco 2 é constante (N, = [). Para desenvolver estes calculos

precisaremos das seguintes relacdes:

azrlnl) =y +1n; +1)
allnl) = \/Fllnl - 1)

Ny Ing) = mylny), =123

En1,n2,n3 = UnZ(nl +n3)

Acima E, n,n, SG0 0s autovalores de energia do termo de interagdo do

Hamiltoniano H,.
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Usando o Hamiltoniano efetivo de dois po¢os vemos que a taxa de transicao
de primeira ordem do estado inicial |N, 0) para o estado final |[N — 1,1) depende do

elemento de matriz

(N = 1,1{yOINO = (N — 11|V fin0y = JesVN. (4.5)

Entretanto, quando o aplicamos o mesmo procedimento no Hamiltoniano de
trés pocos, a taxa de transicdo de primeira ordem, do estado inicial |N,[,0) de H,

para o estado final [N — 1,1,1) de H,,, é nula, pois

(N-1,1,1| VDN, 1,0) = (N —1,1,1| Vf|N,1,0) = 0. (4.6)

No entanto, a taxa de transi¢cao de segunda ordem depende do elemento de matriz

(N=1,1,1I[V@|N,1,0) =

z (N - 11 l,1|V|n1,n2,n3)<n1,n2,n3|V|N, l: O) _

E —FE
N,L,0 nq{,nyn
n1.n2.n3 b3

(N=1,,1|VIN — 1,1 + 1,0)N — 1,1 + 1,0|V|N, , 0)
+
Engio— En-11+10
(N—1,1,1|VIN,l — 1,IXN,l — 1,1|V|N,1,0)

EN,l,O - EN,l—l,l

J2r 1+1 [
U(Z+N+1+N—l+1>m' (4.7)

Comparando os elementos de matriz de primeira ordem eq. (4.5) e de segunda

ordem eg. (4.7), concluimos que

Jer = ﬁ( e ), (4.8)

U \I+N+1 N-Il+1
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uma vez que, tanto a taxa de transicdo de primeira ordem e de segunda ordem
devem nos levar ao mesmo resultado. Agora nos resta somente verificar se a
dindmica quantica dos hamiltonianos efetivos de trés e dois pocos produzem

resultados analogos. Na figura (5) apresentamos esta comparacao.

Figura 5 - Comparacao das dinamicas da Hamiltoniana e da Hamiltoniana efetiva.

Graficos da evolucao temporal de (n,) e de (n, ), com n; = ﬁ U=10]=
1 3

1,y = 1. Figura (a): para o estado inicial |6,0,0). E figura (b): para o estado inicial
|6,1,0).

<n, >(Hamiltoniano) <n; >(Hamiltoniano)
a) <n,>(Hamiltoniano) b) <n,>(Hamiltoniano)

<n; >(Hamiltoniano EfeTiV0) s <n; >(Hamilteniano Efetivo)

0.6

<n;>
<ng>

tJ tJ

Fonte: Autor (2018).

Veja que as duas dinamicas estdo concordando muito bem, inclusive para

intervalos de tempos longos.

Este comportamento de oscilagdo harménica e coerente dos valores
esperados das populacdes dos pocos 1 e 3, abre a possibilidade de investigacdo de
como poderiamos fazer para controlar o tunelamento entre esses pocos. Esta
possibilidade de controle do tunelamento, nos permite criar um dispositivo que imita
o funcionamento de um transistor. Este efeito transistor sera analisado no proximo

capitulo.

500
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5 EFEITO TRANSISTOR

Neste capitulo mostraremos que usando a evolucdo temporal do modelo de
trés pocos, podemos simular um efeito analogo de um transistor eletrénico. O
transistor que apresentaremos aqui opera com bdsons dipolares ultrafrios e séo
blocos de construcdo para o desenvolvimento de uma nova area da Fisica
denominada atomotrdonica (OLSEN; BRADLEY, 2015). Na proxima subsecdo
fazemos esta analogia e apresentamos o modelo efetivo que descreve o efeito

transistor.

5.1 Analogia com o transistor

Para fazer a analogia com o transistor eletronico, a partir de agora denominamos o

poco 1 como a fonte, 0 pogo 2 como o gate e 0 pogo 3 como o dreno.

Na equacéo (2.14), o hamiltoniano do modelo de trés modos foi dada por

H = UN,(N; +vy N3) —](aIaz + a4 a;r) —](a;a3 + aza;r),

= UN,(y —1)N; + [UN,(N; + N3) —J(ala, + ayal) —j(alas + ayal)].  (5.1)

O hamiltoniano entre [...] corresponde ao caso quando y = 1. Mostramos também
gue no regime ressonante, N, = le N; + N; = N;3; Sao constantes e que a dinamica

do Hamiltoniano entre [...] pode ser descrita por um hamiltoniano efetivo H.r =

—Jer(alas; + a;al) onde J.; é dado pela eq. (4.1). Portanto, o hamiltoniano efetivo

para o caso em que y # 1 é dado por

H=Ully—-1) —]ef(aIa3 + alag), (5.2)
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Na proxima subsecdo, faremos uma abordagem semiclassica do
Hamiltoniano efetivo acima, com o intuito de obtermos solucdes analiticas que

relacionam os parametros e as quantidades de interesse fisico.
5.1.1 Abordagem Semicléssica

Para efetuarmos a analise semiclassica, primeiramente precisamos das
relagbes que mapeiam os operador da Mecénica Quantica para as variaveis da
Mecénica Classica. Para o modelo em estudo precisamos as relacdes semiclassica

a = %N, af =[N e

— T P
N, =gq/q, j=123

que satisfazem uma &lgebra bosénica e as variaveis

N
)

que satisfaz a relagdo de comutagdo canbnica [Z,¢]=1e N;3=N;+ N;.
Substituindo estas expressdes no Hamiltoniano (5.2), obtemos a representacdo

semiclassica do mesmo, dada por

Hye = Ul(y — 1)N3 — JosNy3+/1 — Z? cos (;—d)) (5.3)

13

Considerando que o valor de N, é grande, podemos definir as variaveis classicas
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e portanto, o analogo classico do modelo quantico é

H
H,. = N—SC =Ul(y — DA —ny) — 2/op4/n1(1 — ny) cos ¢y, (5.4)
13
onde ¢, = 1\2,—¢.A partir deste Hamiltoniano pretendemos encontrar a amplitude e
13

frequéncia de oscilacdo. Considerando que N;; € uma constante e assumindo que a

condicao inicial é (n,¢) = (1,0), obtemos a seguinte relacao

Uiy —1) [1-
cosg, = (sz ) nlnle[—1,1] (5.5)

onde levamos em conta que energia também é conservada, isto é, H.(0) = H.(t).

Note que n; € [n,1] e n; possui o valor minimo n quando cos ¢; = + 1. Definindo a

Ul(y-1)

constante p = 2]
ef

e resolvendo a equacao acima quando cos¢, = *+ 1, obtemos

a solucéao

n = (5.6)

A=1-n =— (5.7)



39

Como sabemos, a dindmica classica é descrita pelas Equagfes de Hamilton

—0J H, ’
ny = 6—¢>1 = —2]er (n1(1 - n1)) sen ¢4, (5.8)

]ef(1 - 2”1) c

C

. J0H
¢, = =Ul(l-vy) - 0S¢,. (5.9)
' o n (1 —ny) '
Da primeira equagdo acima temos que sin ¢, = — " ___ . Fazendo uso
P quag g L 2)epyniny)

desta equacdo e da equacgédo (5.5), juntamente com a relacdo fundamental da

trigonometria (cos? ¢, + sin? ¢, = 1), obtemos
nf = 4]e2f(1 —n)[(1 + p*)n, — p?l. (5.10)

Definindo o ansatz n; = 1— A sen? (th) e substituindo na equacdo acima,

obtemos a frequéncia da oscilacdo que é dada por

w = Zj%f = 2for/1+ p2. (5.11)

Retornando para o modelo quéantico, levando em conta que as oscilacbes séo
coerentes, identificamos os valores esperados das populagbes dos pocos 1 e 3

como (n;) = nye(nz) = n3 = 1—n; = Asen? (%t) Na figura 6 (a), comparamos
as dindmicas do modelo usando o Hamiltoniano (2.14) e a solugcdo analitica e
observamos que elas concordam muito bem. Na figura 6 (b), observamos que a
amplitude A de oscilagdo decresce rapidamente quando uma unica particula é
inicialmente colocada no pogo 2, para y abaixo de ~ 0.9. Este comportamento sera

essencial para observarmos 0 mecanismo do tipo transistor no modelo.
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Figura 6 - Figura (a): Comparacédo das dinamicas usando a Hamiltoniana e a solugéao
,U =10, J =1,y = 0.99.

Nj
Ny + N

analitica. Evolucao temporal de (n;)e n;,comn; =
para o estado inicial |6,1,0). Figura (b): Gréafico de amplitude (A) pela populacédo de
bosons no poco dois (Ny), para valores de

U=10,] =1,eN, =6ey = 0.8, 095, 0.99, 1.

(Hamiltoniano) — —— gamma =0.8 gamma = 0.99
a) (Solugdo Analitica) b) _ gamma=0.95 gamma=1

1 A A " A A A P A A
\ J / / i / / |

Q 100 200 300 400 500

tJ

Fonte: Autor (2018).
5.1.2 Dindmica do Transistor

Nesta subsecdo, apresentamos a evolucdo temporal dos valores esperados
para diferente configuracdo inicial para a populagdo do poco 2 (gate). Na figura (7)

apresentamos estes resultados.

N

Figura 7 - Evolucdo temporal de (n;),(n, )e(n3), com n; =ﬁ,U =10, J =
1 3

1,y =0.835461. Figura (a): para o estado inicial |6,0,0). E figura (b): para o estado
inicial |6,1,0).



41

<n, >(Hamiltoniano) <n, >(Hamiltoniano)
a) <n,>(Hamiltoniano) b) <n,>(Hamiltoniano)
<n 3> (Hamiltoniano) e <n 3> (Hamiltoniano) s

<n;>
2

<np>
o

Fonte: Autor (2018).

No gréfico da figura 7 (a), usando a condicao inicial |6,0,0), isto é, todos os
bosons no poco 1 (fonte) e auséncia de bdsons no portédo, a dinamica fica oscilando
entre a fonte e o dreno e amplitude de oscilagdo é maxima e com uma frequéncia w

dada pela expressédo (5.11). Nesta condicdo dizemos que o transistor esta ligado.

No grafico da figura 7 (b), agora usando a condicdo inicial |6,1,0), podemos
ver que o tunelamento entre a fonte e o dreno é completamente suprimida e todas
as populacbes estdo presas na configuracao inicial. Neste cenario dizemos que o

transistor esté desligado.

Para concluir este capitulo, vale a pena mencionar que o modelo de trés
pocos é a estrutura mais simples possivel para simular um dispositivo do tipo
transistor. Como mostramos acima, vimos que o tunelamento entre a fonte e o dreno
podem ser controlados manipulando a populacdo do gate. Entretanto, este controle
nao é unico. Na referéncia (WILSMANN, 2017), um estudo similar foi feito. Neste
trabalho os autores usaram um potencial externo aplicado sobre os pocos de
potencial associados a fonte e ao dreno, para controlar a taxa de tunelamento entre

a fonte o dreno.

500



42

6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, com base numa proposta experimental factivel para um
sistema de condensados de Bose-Einstein dipolares confinados numa armadilha
Otica com estrutura de trés pogos de potencial ndo alinhados, foi derivado um
Hamiltoniano de trés modos para descrever o seu comportamento. O modelo leva
em conta as interacfes de curto alcance (interacbes que acontecem dentro dos
pocos de potencial) e de longo alcance (interagbes do tipo dipolo-dipolo que
acontecem entre pocos de potencial vizinhos) com anisotropia conforme sua direcao

de polariza¢do, bem como o tunelamento entre os pocos de potencial adjacentes.

Na sequéncia, no caso de interacdo isotrOpica, mostramos que O
Hamiltoniano possui uma estrutura escondida de dois po¢cos e um estudo usando
métodos numéricos, foi feito para investigar a dindmica quéantica, onde foi
computado os valores esperados das populacdes de cada um dos pocos. Com esta
analise preliminar, concluimos que o modelo pode atingir varios regimes, sendo o
regime denominado ressonante o mais interessante e relevante para 0 No0SSso
propdsito. Nesse regime observamos que a evolucdo temporal do valor esperado
das populacdes dos pocos 1 e 3 é harmbnica e coerente, enquanto o valor esperado
da populacdo do poc¢o 2 se mantém estacionaria com o passar do tempo. Isto quer
dizer que existe um tunelamento ressonante acontecendo entre 0s pocos 1 e 3 sem
que haja acumulo de bdsons no poco 2. No regime ressonante, foi mostrado também
a dindmica do modelo de trés pocos pode ser descrita por um Hamiltoniano efetivo
de dois pocos ndo interagente e que possui uma taxa efetiva de tunelamento.
Usando ferramentas da teoria de perturbacdo, calculamos a taxa efetiva de
tunelamento em termos dos acoplamentos dos originais via um processo de
segunda ordem. Isso nos permitiu fazer uma abordagem semiclassica para o caso
de interacdo anisotropica e obter resultados analiticos para a dindmica classica das
populacdes de cada um dos pocos, bem como a determinacdo de uma expressao
para a amplitude e frequéncia desta dinamica, que foram imediatamente inferidos

para a dinamica quantica do Hamiltoniano de trés pocos.

Em seguida, analisamos a dindmica quéantica para diferentes condigbes

iniciais no regime ressonante, e concluimos que o modelo de trés pocos apresenta
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um comportamento do tipo transistor. Quando assumimos a condic¢ao inicial, com o0s
bésons apenas no poco 1 (na fonte), a dindmica mostra que esta populacéo fica
oscilando de uma forma harmoénica e coerente entre a fonte e o po¢o 3 (o dreno)
sem sofrer interferéncia do poco 2 (o gate). Nesta condicdo o transistor esta ligado.
Entretanto, quando usamos a condic¢ao inicial, com muitos bésons na fonte e uma
um namero pequeno de bosons no portdo, a dinamica mostra que os bosons ficam
presos na configuracédo inicial. Nesta condicdo, o transistor esta desligado. Observe
que uma pequena quantidade de bdsons inicialmente colocada no poco 2 afeta
drasticamente o comportamento da dinamica. Desta forma, se tivermos um controle
da populacdo do poco 2, teremos como controlar efetivamente o fluxo de bosons
entre a fonte e dreno, isto €, de certa forma temos um dispositivo do tipo chave liga-

desliga.

Este estudo inicial abre a possibilidade para a investigacdo de casos onde
condensados de Bose-Einstein sdo confinados em estruturas que possuem mais
pocos de potencial. O estudo desenvolvido e apresentado neste trabalho,
juntamente com a perspectiva de investigagcdo em estrutura mais complexa, pode ter
importantes aplicacbdes no contexto de atomotronica (OLSEN; BRADLEY, 2015).
Assim, modelar, investigar e analisar estruturas com um maior grau de complexidade
€ de supra importancia e serdo assuntos de pesquisa para nossas futuras

investigacoes.
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APENDICE A — MODELO DO HAMILTONIANO CLASSICO (TRES POCOS)

Abaixo, segue o codigo em C,, que gera os valores de (n; ), comi=1,2,3,
em funcdo do tempo. Para diagonalizacdo do Hamiltoniano utilizamos a método de

Jacobi

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include <conio.h>
intd (inty, int z)
{
if (y==2)
{
return 1;

else

return O;

int main ()

inta, b,i,j,n,p,q,f, g, h, par, M, k, ci, r, so, dim, npl, np2, somci;
float u, w, t, e, tg, c, s, temp1l, temp2, temp3, temp4, N1tk, dt, tk, Q;

printf("digite o nimero total de bosons no poco 1: \n");
scanf("%i", &npl);



printf("digite o numero total de bosons no poco 2: \n");
scanf("%l", &np2);

printf("digite um valor para w: \n");

scanf("%f", &w);

printf("digite um valor para u: \n");

scanf("%f", &u);

printf("digite um valor para t: \n");

scanf("%f", &t);

n =npl + np2;
dim = ((n+2)*(n+1))/2;

float mat[dim][dim];
float T[dim][dim];

float Result1[dim][dim];
float Result2[dim][dim];
float maior;

float tau;

float n1[dim][dim];

float n2[dim][dim];

float n3[dim][dim];

int matci [n+1][n+1];

so=-1;

somci = 0;
for(j = 0; j <= n; j++)
{
for(i = 0; i <= n+j; i++)
{
matci[j][i] = somci;
somci = somci + 1;

}



ci = matci[0][np1];

for(=0; qg<=n; g++)
{

for(p = 0; p <= n-q; pt++)

{
SO =Ss0+1;
r=-1;

for(j=0; j <=n; j++)

{

for(i=0; i <= n-j; i++)
{

r=r+1;

mat[so][r] = (w*(n - i - )*(i + ju))*(d(p, )*d(q.)*d(-p-q +n, -i - j+n)) +

t(sqrt((1 +j)*(-i - + n))*d(p, i)*d(q, 1 +j)*d(-p-g +n,-1-i-j+n)+
sart(*(1 - i-j+ n))*d(p, i)*d(q, -1 +))*d(-p-q+n, 1-i-j+n))+

t(sqrt((1 +i)*(-i - j + n))*d(p, 1 +i)*d(q, )*d(-p-g +n,-1-i-j+n)+
sqri(i*(1 - i-j+n))*d(p, -1 +i)*d(q, )*d(-p-q +n, 1-i-j+n)),

so =-1;

for(g =0; q <=n; g++)
{



for(p = 0; p <= n-q; p++)
{

SO =Ss0+1;
r=-1,

for(j = 0; j <= n; j++)

{

for(i = 0; i <= n-j; i++)
{

r=r+1,

nl[so][r] = i*d(so,r);

so=-1;

for(qg = 0; g <=n; g++)
{

for(p = 0; p <= n-q; p++)
{

sSO=s0+1;
r=-1;

for(j = 0; j <= n; j++)

{

for(i = 0; i <= n-j; i++)



{

r=r+1,

n2[so][r] = (n-i-))*d(so,r);

so =-1;

for(g = 0; g <=n; q++)
{

for(p = 0; p <= n-q; p++)
{

SO=s0+1;
r=-1,

for(j=0;j<=n; j++)
{

for(i = 0; i <= n-j; i++)
{

r=r+1;

n3[so][r] = j*d(so,r);



float id[dim][dim];

for(i=0; i<=dim-1; i++)
{
for(j=0; j<=dim-1; j++)
{
if (i == )
{
id[i]] = 1,
}
if (i 1=])
{
id[i][] = 0;
}

maior=1;

while (fabs(maior) > 0.0000001)
{

maior = mat[0][1];
p=0;
q=1;
for(a=0; a<=dim-1; a++)
{
for(b=a+1; b<=dim-1; b++)
{



if (fabs(maior) < fabs(mat[a][b]))
{

maior = mat[a][b];
p=a;
q=Db;

if(fabs(maior) < 0.0000001){
c=1;
s=0;

}

else{

tau = (mat[q][q] - mat[p][p]) / (2*maior);

if (tau >= 0)

{
tg = 1/ (tau + sqgrt(tau*tau + 1));

}

else

{
tg = 1/ (tau - sgrt(tau*tau + 1));

c =1/sqrt(1 + tg*tg);

S = tg*c;

}



for(i=0; i<=dim-1; i++)
{
for(j=0; j<=dim-1; j++)
{
T[0T = c*(d(i,p)*d(,p) + d(i,a)*d(j,q)) + s*(d(i,p)*d(j,q) - d(i,a)*d(j,p)) + d(i,j)*(1 -
d(i,p))*(1 - d(,a));

for(i=0; i<=dim-1; i++)

{
for(j=0; j<=dim-1; j++)
{
templ = 0.0;
for(g = 0; g<=dim-1; g++)
{
for(h = 0; h<=dim-1; h++){
templ=temp1+T[g](il*mat[g]h[*T[h][l;
}
}
Result1[i][j]=temp1;
}
}
for(i=0; i<=dim-1; i++)
{
for(j=0; j<=dim-1; j++)

{
temp2 = 0.0;



for(g = 0; g<=dim-1; g++)
{
temp2=temp2+id[i][g]*T[g][i];

}
Result2[i][j]=temp2;

for(i=0; i<=dim-1; i++)

{
for(j=0; j<=dim-1; j++)
{
mat[il[j] = ResultL{i[j]
}
}

for(i=0; i<=dim-1; i++)

{
for(j=0; j<=dim-1; j++)
{
id[i][j] = Result2[i][j];
}
}
printf("\n");

printf("\n (autovalores) As colunas da matriz sao:\n");

for(i=0; i<=dim-1; i++)



for(j=0; j<=dim-1; j++)

{
printf("%f\n",Result1[i][j]);
}
printf("\n");
}

printf("\n (autovetores) As colunas da matriz sao:\n");

for(i=0; i<=dim-1; i++)

{
for(j=0; j<=dim-1; j++)
{
printf("%f\n",Result2[j][i]);
}
printf("\n");
}
M = 1000;
Q =500;
dt = Q/M;
FILE*dados;

dados = fopen("H.txt", "w");

for (k=0; k<=M; k++)

{
tk = k*dft;

temp3 = 0;

for (i=0; i<=dim-1; i++)

{
for(j=0; j<=dim-1; j++)
{

for (g=0; g<=dim-1; g++)



{

temp3 = temp3 + ((Result2[ci][i]*Result2[ci][]])
Result1[j][i)*tk)))*((Result2[g][i*Result2[g][il)*n1[g][g]);

}

N1tk = temp3/npl;

printf("%f\n",tk);

printf("%f\n",N1tk);

printf(*\n");

fprintf (dados,"%f %f \n", tk, N1tk);

printf("\n");
}
for(j = 0; j <=n; j++)
{
for(i=0; i <= n-j; i++)
{

printf("%i %i %i %i \n",i, n - i - |, j, matci[j][i]);
}
}
printf("%i \n",ci);
return O;

}

*

(cos((Resulta[i][i]



APENDICE B — MODELO DO HAMILTONIANO EFETIVO

Abaixo, segue o cbédigo em C,, que gera os valores de (n; ), comi=1e 3,
em funcdo do tempo. Para diagonalizagdo do Hamiltoniano efetivo utilizamos a

método de Jacobi

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <conio.h>

intd (inty, int z)
i{f (y==2)

{

}

{

}
}

int main ()

{

inta, b,i,j,n,p,q,f, g, h, par, M, k, ci, npl, np2;
float u, w, t, e, tg, c, s, templ, temp2, temp3, temp4, N1tk, dt, tk, Q, J;

return 1;
else

return O;

printf("digite o nimero total de bosons no poco 1: \n");
scanf("%i", &npl);

printf("digite o0 nimero total de bosons no poco 2: \n");
scanf("%i", &np2);

printf("digite um valor para w: \n");

scanf("%f", &w);

printf("digite um valor para u: \n");

scanf("%f", &u);

printf("digite um valor para t: \n");

scanf("%f", &t);

printf("digite um valor para ci : \n");

scanf("%i", &ci);

n =npl,

float mat[n + 1][n + 1];
float T[n + 1][n + 1];



float Resultl[n + 1][n + 1];
float Result2[n + 1][n + 1];
float maior;

float tau;

J = (t*t/w) * ((npl + np2 + 1.)/(1. - np1l*npl - np2*np2 + 2.*npl*np2));

for(i=0; i<=n; i++)
{
for(j=0; j<=n; j++)
{
mat[i][j] = (W*np2*j*(u-1))*d(j,i) + (sqrt(1 + j))*I*(sqrt(-j+n))*d(1+j,i)*d(-1-j+n,-
i+n) + (sqrt(j))*I*(sqrt(1-j+n))*d(-1+j,))*d(1-j+n,-i+n);

}
}

float id[n + 1][n + 1];

for(i=0; i<=n; i++)

{
for(j=0; j<=n; j++)
{
if (i ==j)
{
id[i][] = 1,
}
if (i'=])
{
id[i][i] = O;
}
}
}
maior=1;

while (fabs(maior) > 0.0000001)

maior = mat[O][1];

p=0;

q=1;

for(a=0; a<=n-1; a++)
{

for(b=a+1; b<=n; b++)

{
if (fabs(maior) < fabs(mat[a][b]))
{

maior = mat[a][b];
p=a



}
}

}
if(fabs(maior) < 0.0000001){

c=1;

s=0;
}
else{

tau = (mat[q][q] - mat[p][p]) / (2*maior);

if (tau >= 0)
{
tg = 1/ (tau + sqgrt(tau*tau + 1));
}
else
{
tg = 1/ (tau - sgrt(tau*tau + 1));
}
c =1/sqrt(1 + tg*tg);
S = tg*c;
}
for(i=0; i<=n; i++)
{

for(j=0; j<=n; j++)

{
TG = c*(d(i,p)*d(,p) + d(i,a)*d(,q)) + s*(d(i,p)*d(,q) - d(i,a)*d(,p)) + d(i.j)*(1 -
d(i,p))*(1 - d(,q));

}
}

for(i=0; i<=n; i++)
{
for(j=0; j<=n; j++)

{

templ = 0.0;

for(g = 0; g<=n; g++)

{
for(h = 0; h<=n; h++){
templ=temp1+T[g][iI*mat[g][h]*T(h][;



}
Result1][i][j]J=temp1;
}
}

for(i=0; i<=n; i++)

{ for(j=0; j<=n; j++)
Eempz =0.0;
for(g = 0; g<=n; g++)
Eemp2:temp2+id[i][g]*T[g]U];
}I;QesuItZ[i][j]:tempZ;
}

for(i=0; i<=n; i++)
{

for(j=0; j<=n; j++)

mat[il[j] = Result1[il[];

for(i=0; i<=n; i++)
{
for(j=0; j<=n; j++)
{
id[i][j] = Result2[i][jl;
}
}

printf("\n");

}

printf("\n (autovalores) As colunas da matriz sao:\n");
for(i=0; i<=n; i++)
{
for(j=0; j<=n; j++)

{
}

printf("%f\n",Result1[il[j]);



printf("\n");
}

printf("\n (autovetores) As colunas da matriz sao:\n");
for(i=0; i<=n; i++)
{

for(j=0; j<=n; j++)

printf("%f\n",Result2[j][i]);

}
printf("\n");

}

M = 1000;
Q = 1000;
dt = Q/M;

FILE*dados;
dados = fopen("Heff.txt", "w");

for (k=0; k<=M; k++)

{
tk = k*dt;

temp3 = 0;
for (i=0; i<=n; i++)
{
for(j=0; j<=n; j++)
{
for (g=0; g<=n; g++)

{

temp3 = temp3 + ((Result2[ci][i[*Result2[ci][]]) * (cos((Resultl[i][i] -
Result1[j][j])*tk)))*((Result2[g][i]*Result2[g][i])*9);

}

}
}

N1tk = temp3/npl;
printf("%f\n",tk);
printf("%f\n",N1tk);

printf("\n");

fprintf (dados,"%f %f \n", tk, N1tk);
printf("\n");
}



printf("%f\n",J);
return O;

}



