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RESUMO

Quando trabalhamos com célculos numéricos em ambientes computacionais, operamos
sobre numeros de ponto flutuante. Dessa forma, o resultado é apenas uma aproximacao
de um valor real e erros gerados por arredondamentos ou truncamentos podem levar a
resultados incorretos, nao podendo ser afirmada a exatidao das respostas estimadas sem
o auxilio de uma analise de erro. Ao utilizar-se intervalos para representacao de valores
reais, torna-se possivel controlar a propagacao desses erros, pois resultados intervalares
carregam consigo a seguranca de sua qualidade. Para transformar a funcao intervalar a
partir de uma funcao real, geralmente é usado o método da extensao intervalar. Trabalhos
utilizando indicadores estatisticos mostram que a complexidade dos algoritmos utilizando
o método da imagem intervalar é muito maior do que utilizando o método da extensao
intervalar, porém ainda nao existe nenhuma anélise quanto a utilizagdo do método da ima-
gem intervalar aplicado nas fungdes com distribuicao de probabilidade. Nesse contexto,
o presente trabalho possui o objetivo de utilizar o método da imagem intervalar, ao invés
da extensao intervalar, para resolver as fungoes densidade de probabilidade com entradas
intervalares, a fim de obter resultados mais exatos em um tempo razoavel de processa-
mento. Como ultimo objetivo, foram analisadas as complexidades computacionais para
computar tais fungées com o método da imagem intervalar. Como resultado, certifica-se
que, ao utilizar o método de imagem intervalar, em alguns exemplos os intervalos solugao
foram retornados com menor didmetro, porém o esfor¢o computacional aumentou de uma

ordem constante para uma ordem exponencial.

Palavras-chave: Anadlise de complexidade. Extensao Intervalar. Imagem Intervalar.






ABSTRACT

When we work with numerical calculations in computational environments, we operate
on floating-point numbers. Thus, the result is only an approximation of a real value and
errors generated by rounding or truncations can lead to incorrect results, and the accuracy
of the estimated responses can not be affirmed without the aid of an error analysis. By
using intervals to represent real values, it becomes possible to control the propagation
of these errors, because interval results carry with them the safety of their quality. To
transform the interval function from a real function, the interval extension method is
usually used. Statistical work shows that the complexity of the algorithms using the
interval image method is much greater than using the interval extension method, but there
is still no analysis regarding the use of the interval image method applied in the functions
with probability distribution. In this context, the present work aims to use the interval
image method, instead of the interval extension, to solve the probability density functions
with interval inputs, in order to obtain more accurate results in a reasonable processing
time. As a last objective, computational complexities were analysed to compute such
functions with the interval image method. As a result, it is ensured that when using the
interval image method, in some examples the solution intervals were returned with smaller
diameter, but the computational effort increased from a constant order to a exponential

order.

Key-words: Analysis of complexity. Interval Extension. Interval Image.
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1 INTRODUCAO

O primeiro relato da utilizagao de intervalos como estimativa formal de uma gran-
deza foi o algoritmo de Arquimedes para estimar o valor de 7. Entre 3.000 e 4.000 anos
atras, o valor de m era obtido por tentativa e erro, sem fazer nenhum calculo para con-
siderar esses possiveis erros. A busca pelo valor exato de 7 levou ao desenvolvimento
de novos conceitos e técnicas, como limites e algoritmos iterativos, além de proporcio-
nar maior precisao nos resultados. Arquimedes, através de uma sucessao de poligonos
inscritos e circunscritos com ntumero de lados crescente, conseguiu gerar uma sequéncia
convergente de intervalos para estimar essa constante. Por outro lado, a aritmética inter-
valar associada & computacao cientifica surgiu com alguns estudos isolados na década de
1950, tendo esses estudos chamado a atengdo de varios pesquisadores. Em 1958, Sunaga
apresenta seu trabalho, onde sdo investigadas as regras que definem as operacoes arit-
méticas entre intervalos. Porém, somente em 1962, com o primeiro livro publicado por
Moore (1966), esses resultados passaram a receber mais atengao.

Os problemas da computagao cientifica se concentram fundamentalmente em trés
aspectos: na criacao do modelo computacional que reflita de forma mais fiel possivel a
realidade em questao, no controle e andalise dos erros que ocorrem no processo compu-
tacional e na escolha das técnicas de programacao adequadas para desenvolvimento de
software cientifico. Algoritmos convencionais, normalmente utilizados em computagao ci-
entifica, chamados de algoritmos pontuais, computam uma estimativa para uma resposta,
e, talvez, um erro estimado. O usudario ndo pode afirmar a exatidao da resposta estimada
sem o auxilio de uma analise de erro, que é extensa, dispendiosa e nem sempre viavel.

Existem trés fontes de erros em computagdo numérica: a propagacao de erro nos
dados e parametros iniciais, que é a mais dificil de ser contornada, porque nao é possivel
torna-la arbitrariamente pequena via computacao adicional; o erro de arredondamento e
o erro de truncamento. As técnicas intervalares consistem em uma alternativa para alcan-
car limites garantidos para os resultados de computacoes cientificas, através do controle
rigoroso e automatico do erro do resultado (MESQUITA, 2004). Justificando-se, assim,
o emprego de técnicas intervalares para contornar erros gerados pela aritmética de ponto
flutuante.

Técnicas intervalares manipulam dados e parametros iniciais como intervalos, com
o indicativo do erro maximo presente nestes valores antes que os mesmos sejam intro-
duzidos no computador. A propagacao do erro nos dados iniciais e a acumulacao do
erro de arredondamento em qualquer sequéncia finita de operacoes aritméticas podem ser
ambas rigorosamente controladas simplesmente pela utilizacao de aritmética de maquina
(MESQUITA, 2004). Desta forma algoritmos intervalares, em contraste com os algorit-
mos pontuais, computam um intervalo como solugao, com a garantia de que a resposta

pertence a este intervalo.
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A matemadtica intervalar fornece uma alternativa aos erros ocasionados por apro-
ximagoes utilizando intervalos, os quais foram definidos com o proposito de automatizar
a analise do erro computacional. Na aritmética intervalar, um valor real x é aproximado
por um intervalo fechado X que possui limites inferior e superior, da forma X =[x, 7],
de modo que este intervalo contenha o valor real x (MOORE, 1966). Dessa forma, todos
os calculos reais precisam ser substituidos por calculos que utilizem aritmética intervalar,
além de que o comprimento deste intervalo pode ainda ser utilizado como medida para
avaliar a qualidade da aproximacado obtida. Para transformar uma funcdo intervalar a
partir de uma funcao real, geralmente sao usados dois métodos: o método da extensao
intervalar, € um método mais simples de fazer a transformacao; ou o método da imagem
intervalar, que é mais trabalhoso, porém em muitos casos é o mais exato.

Dentre as diversas solugoes de implementagao possiveis para um dado problema,
¢é preciso avaliar qual é a mais adequada e, depois disso, julgar quanto a otimalidade da
solucao desenvolvida. Para isso, existe a andlise de algoritmos, a qual tem por objetivo
melhorar, quando possivel, o desempenho desse algoritmo e qualifici-lo em termos de
sua eficiéncia. Existem diversos critérios para a avaliacdo de um algoritmo, dentre eles:
quantidade de memoria ocupada, exatidao da saida, processamento requerido e tempo de
processamento (TOSCANI; VELOSO, 2009).

Na literatura as fung¢oes de densidade de probabilidade das varidveis aleatérias s6
foram implementadas utilizando o método da extensao intervalar, baseado na matematica
intervalar de Moore (1966) e na aritmética de exatiddo maxima de Kulisch e Miranker
(2014). O objetivo deste trabalho é utilizar o método da imagem intervalar para definir
essas fungoes intervalares a partir de fungoes reais e assim poder fazer uma comparagao
com os resultados ja obtidos quando utilizado o método da extensao intervalar. Para
tanto, a implementacao do método da imagem intervalar sera desenvolvido utilizando o
pacote de extensao para programacao intervalar da linguagem de programagao Python,
denominado IntPy (BARRETO, 2016), o qual ja possui definido o tipo de intervalo e
operagoes sobre esse. Por fim, serd analisada a qualidade dos intervalos obtidos a fim
de comparar resultados com as fungoes em que foram utilizados o método da extensao

intervalar.

1.1 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é utilizar o método da imagem intervalar para
definir fungoes de densidade de probabilidade das variaveis aleatorias continuas com en-
tradas intervalares a partir de fungoes reais e, assim, poder comparar com os resultados
ja obtidos em outros trabalhos que utilizaram o método da extensdo intervalar. A fim
de atingir o objetivo principal, os objetivos especificos a serem executados sao listados e

detalhados logo abaixo:
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e Transformar as fungoes de densidade de probabilidade das variaveis aleatérias con-

tinuas reais em intervalares a partir do método da imagem intervalar;

e Estudar as fungoes de densidade de probabilidade das varidveis aleatorias continuas

Uniforme, Exponencial, Pareto e Weibull nas suas formais reais;

e Aplicar nas fungoes estudadas o método da imagem intervalar, esse desenvolvido na

linguagem de programacao Python;

e Coletar os resultados da aplicacdo do método da imagem intervalar nas fungoes de

densidade;

e Apoés aplicado o método da imagem intervalar e coletado os resultados, sera feito

um estudo e a andlise numérica desses;

e Por fim, realizar a analise de complexidade desses resultados, verificando em que
classe de complexidade esses estardao, comparando com os resultados ja presentes na

literatura utilizando o método de extensao intervalar.

1.2 Organizacao do Trabalho

O presente trabalho organiza-se da seguinte forma:

O Capitulo 2 apresenta uma fundamentacao tedrica sobre matematica intervalar,
citando os principais conceitos, as operagoes aritméticas basicas, a otimizagao de cal-
culos para multiplicacao e divisao intervalar, a topologia do conjunto IR, o método da
imagem intervalar e o método da extensao intervalar. Também sao apresentadas as des-
crigoes sobre complexidade de algoritmos, com sua defini¢ao e a sua divisao em classes de
problemas. Também é abordado nesse capitulo a complexidade intervalar.

No Capitulo 3, alguns trabalhos ja desenvolvidos, relacionados ao tema matema-
tica intervalar e o uso do método de extensao intervalar, sdo apresentados de modo que
esses sao contribuintes em conceitos e auxiliam no presente trabalho. No Capitulo 4
descrevem-se as fungoes densidade de probabilidade das variaveis aleatérias continuas
com distribui¢oes nas duas formas, com entradas reais e intervalares, apresentando suas
respectivas férmulas.

No Capitulo 5 sao apresentados os intervalos encapsuladores gerados a partir do
método da imagem intervalar para as func¢oes de densidade de probabilidade das variaveis
aleatérias continuas com distribui¢oes Uniforme, Exponencial, de Pareto e Weibull.

No Capitulo 6 , desenvolve-se a andlise numérica onde sao apresentados os resulta-
dos obtidos a partir da computacao da funcao densidade de probabilidade com distribuicao
Uniforme, Exponencial, de Pareto e Weibull, na forma intervalar. A andlise de complexi-
dade a partir das métricas de erros é apresentada no Capitulo 7 com o objetivo de apurar

a qualidade dos resultados intervalares obtidos.
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No Capitulo 8 apresentam-se as conclusoes obtidas no presente trabalho. Reservou-
se este espaco para também apresentar as perspectivas de trabalhos futuros, os quais se
deseja desenvolver a partir do conhecimento adquirido no presente trabalho e dar conti-

nuidade em trabalhos relacionados.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serao apresentadas as principais defini¢des que se fazem necessarias
no estudo da Matematica Intervalar, como: um breve histérico sobre essa, mostrando
como surgiu; a definicdo do conjunto de ntimeros reais intervalares [ R; principais opera-
¢oOes aritméticas. Por fim, apresenta-se uma breve revisao sobre as fungoes intervalares,

que se farao importantes para o desenvolvimento desse trabalho.

2.1 Operagoes Aritméticas em IR

Define-se IR como sendo o conjunto de todos os intervalos reais.
IR = {[z1;%][21;72 € R, 21 < 75}

Abaixo apresenta-se uma representacao geométrica do conjunto IR.

peyl ¥

108 6 4 /1 24 6 8 10

—10+

Figura 1 — Representagdo Geométrica do Conjunto IR

Podemos observar na Figura 1 de Moore (1966), os pontos na diagonal onde y=x
entre (x,x) e (y,y) que representam os nimeros reais contidos no intervalo [z;y] e este
intervalo é representado pelo vértice (z,y) do tridngulo. Também podemos observar que
todo nimero real x € R pode ser visto como um intervalo de IR. Para tanto, basta
identificar os pontos x € R com os intervalos pontuais X = [z;z] € IR.

Sejam A, B € IR dois intervalos de reais. As operacoes de soma, subtracao,
multiplicagao e divisdao em IR sao definidas por A* B = {a *bla € A,b € B}, onde
x € {+,—,.,/} é quaisquer uma das quatro operagdes aritméticas. Assume-se também

no caso da divisao que 0 € B.
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Capitulo 2. Fundamentacio Teorica

Soma Intervalar: Sejam A, B € IR dois intervalos de reais, com A = [a;;a3] e B =
[b1; bs].

Entdo, A+ B = [(a1 + by); (@ + b2)]

Exemplo: Sejam A = [2;3] e B = [4;5]. Temos A+ B = [2;3]+[4;5] = [2+4;3+5] = [6; §]

Subtragdo Intervalar: Sejam A, B € IR dois intervalos de reais, com A = [a;; 3] e
B = [by; by).

Entdo, A — B = [(ay — by); (@3 — by)]

Exemplo: Sejam A = [1;5] ¢ B = [3;7]. Temos A — B =[1;5] = [3;7]=[1 - T7;5—3] =
[=6:2]

Negativo de um Intervalo: Seja A € IR um intervalo de reais, com A = [a1;a3).

Entdo, —A = [—ag; —a4]
Exemplo: Seja A = [8;9]. Temos —A = —[8;9] = [-9; —§]

Multiplicagao Intervalar: Sejam A, B € IR dois intervalos de reais, com A = [a;; @3]
e B = [by; b;]

Entao, A.B = [min{a1.by, a1.bs, @3.b1,a3.b9 }; maz{ay.by, ay.be, @3.b1, 5.5 }

Prova: Para que a operacao de multiplicagdo seja fechada em IR, precisamos

que a.b € A.B, sempre que a € A e b € B, ou seja, que A.B = [min{a.b/a € Ab €
B};max{a.b/a € A b€ B}|.

Exemplo: Sejam A = [—2;3] e B = [—4;5].
Temos A.B = [—2; 3].[—4; 5] = [min{(—2).(—4), (—2).5,3.(—4), 3.5}; max{(—2).4, (—2).5,3.(—4),3.5}] =
[min{8, —10, —12, 15}; [maz{8, —10, —12,15}] = [~12; 15].

Divisao Intervalar: Sejam A, B € IR dois intervalos de reais, com A = [a;;a3)
e B=[b;;by] e 0 ¢ B.

a; a1 G2 G2

ymax {b27 57 E: bl}:| com () g [blbe]

by bi" by’ by

A
Entio, — = A.B~! = {mm{al a; ap ag}
B
B

Exemplo: Sejam A = [2;3] e

2;3]
Temos 45 = {

-
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2.1.1 Otimizagao de Calculos para Multiplicacao e Divisao Intervalar

Para fins de implementagao em computadores, podemos otimizar os calculos feitos
no caso da multiplicagao e da divisao, desenvolvidos por OLIVEIRA (1997), considerando-
se os sinais dos extremos dos intervalos, que nos levam a analisar os seguintes nove casos:
Sejam A, B € IR dois intervalos de reais, com A = [a;;a3] e B = [by; by]. A Tabela 1 exem-
plifica algumas operacaos de multiplicagao conforme os valores dos sinais dos extremos

dos intervalos.

Tabela 1 — Operacao de Multiplicagao

1. ap>0eb; >0 — A.B = [a1.b1;a3.b9]
2. ﬂ206h<0§5 —>A.B:[c72.71;c72.5]
3. a; >0eby <0 — A.B = [@3.b1;a1.b]
4. a1 <0<azeb >0 — A.B = [a1.b9; a3.b2)
5. a1 <0<azeb <0<by — A.B=[min{ai.by,az.b1};maz{a;.b,az.b2}]
6. a <0<aeby <0 — A.B = [az.by; a1.b]
7. a2 <0eb >0 — A.B= [ﬂ.@;@.h]
8. @<06ﬁ<0§5 %A.B:[ai.g;ﬂ.bil]
9. Gz<0eby <0 — A.B= [@.E;ﬂ.ﬁ]

A Tabela 2 exemplifica algumas operagoes de divisao intervalar confome os valores

dos sinais dos extremos dos intervalos.

Tabela 2 — Operacao de Divisao

1. ay>0eb >0 S A/B= |2, |2
7 * e _bg_ _bl_

2. a1 >0e0 € [bi;bo] — A/B =nao definido
3. a;>0eby <0 S A/B= |2 |%
7 _bg _bl_

4. 4, <0<azeb >0 S A/B=|2] 22
7 - o _bl_ _bl_

5. a; <0<@e0€[b;b] — A/B=ndo definido
6. a1 <0<azeby <0 — A/B = 42 ; @
7 _bg_ _b2_

7 @ <0eb >0 S A/B= |22
* . _bl_ _bg_

8. Gz < 0e0 € [bi;bo] — A/B =néo definido
9. a3 <0eby <0 S A/B= |2, |%
b1 ] " [ b2]

Esses nove casos, tanto para multiplicacao quanto para divisao, servem para sim-

plificar e otimizar os calculos com intervalos.
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2.2 Topologia do Conjunto IR

Os conceitos topoldgicos aqui vistos serdo de suma importancia para os resultados
futuros desse trabalho. Destaca-se o conceito do didmetro de um intervalo, pois esse,
segundo CLAUDIO D. M.; MARINS (1989) ¢é um indicativo da influéncia dos erros dos
dados de entrada e dos erros de arredondamento e truncamento do resultado final obtido.
Distancia entre Dois Intervalos: Sejam A = [ay;a3] e B = [by; by dois intervalos de
IR conforme Figura 2. Definimos a distancia de A e B como sendo o niimero real nao
negativo d(A, B) = max{|a; — by, |@ — ba|}. Note que: A = B & dist(A, B) = 0.

dist(A,B)
<=

| | L | |
| T 1 1 | >
ap hl a2 {)2

Figura 2 — Representacao Geométrica da Distancia em R.

Geometricamente, a distancia entre dois intervalos é o comprimento do maior
segmento que separa os respectivos extremos dos intervalos.
Moédulo de um Intervalo: Sejam A = [a;; @3] um intervalo de IR conforme Figura 3.
Definimos o médulo do intervalo A como |A| = |[ay; @3] = dist(A,0) = max{|ay|, [az|} >
0.

[ a1; as ]|

| | |
| I ! >
a 0 2

Figura 3 — Representagio Geométrica do Modulo de um intervalo em R.

Geometricamente, o moédulo de um intervalo é o comprimento do maior segmento
que une cada um dos extremos do intervalo a origem.
Diametro de um Intervalo: Seja A = [ay;a3] um intervalo de IR conforme Figura 4.
Definimos o didmetro do intervalo A como sendo o niimero real nao negativo diam(A) =
diam([ay; @) = @5 — ay > 0.

diam([ a1 ; az])

- -
L 3 -
!
I

=y B
(3]

il

Figura 4 — Representagdo Geométrica do Didmetro de um intervalo em R.

Geometricamente, o didmetro de um intervalo é o comprimento do segmento que

une os extremos do intervalo.
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Ponto Médio de um Intervalo: Seja A = [ay;a3] um intervalo de IR conforme Fi-

gura 5. Definimos o ponto médio do intervalo A como sendo o niimero real med(A) =

_ ai + as
Ponto Médio
J’ R
: ; : >~
G (a1 + az)/2 a2

Figura 5 — Representagdo Geométrica do Ponto Médio de um intervalo em R.

2.3 Funcgoes Intervalares

A aritmética intervalar nos forneceu uma importante ferramenta que é a limitagao
da faixa de valores de uma fungao (KEARFOTT, 1997). Uma fungao real pode ser
transformada em uma funcao intervalar seguindo algumas defini¢oes que veremos a seguir,
como a imagem intervalar e a avaliacao intervalar de fungoes reais. Essas funcoes serao
usadas para o desenvolvimento deste trabalho.

Exemplo: A funcao f = R — R dada por f(z) = az + b pode ser transformada
na fungao f1(A, B,z) = A.x + B na varidvel x com parametros de intervalos A e B. Para
A = [1;2], B=[4;8] e x =[3;7] , temos:

SUA, B,x) = [152].[3; 7] + [4; 8] = [3;14] + [4; 8] = [7; 22)]

As raizes desta fungdo podem ser encontradas, fazendo f1(A, B,x) = 0, ou seja,

—8;—4
[1;2].2 + [4;8] = 0. Entao [1;2].x = [-8,—4] e portanto x = [[1’2]] = [—8; —2]. Logo,

os zeros de f1(A, B, x) sdo possiveis no intervalo [-8;-2].

2.3.1 Imagem Intervalar de uma Funcao Real

Seja f uma funcao real de variavel real e X um intervalo tal que X C Dom(f) e f
¢é continua em X. Define-se como imagem intervalar da funcao f em X, ou simplesmente

imagem de f em X, o intervalo definido por:
I(f, X) = [min{f(x)|x € X}, maz{f(z)|x € X}].

A imagem intervalar de uma fun¢do f no intervalo X ¢é definida como o intervalo
limitado pelo minimo da imagem de f(z) e pelo méximo da imagem de f(x), sendo x um

elemento do intervalo X (OLIVEIRA, 1997).
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Exemplo: Seja f(z) =2* —x e X =[0;2] € R = Dom(f).

Temos I(f, X) = I(z* — 2,]0;2]) = [min{z? — x|z € [0; 2]}, maz{z? — x|z € [0;2]}]
= [0;2]* — [0; 2] = [0;2].[0; 2] — [0; 2]

= [min{0.0,0.2,0.2,2.2}, max{0.0,0.2,0.2,2.2}] — [0; 2]

= [min{0,0,0,4}, max{0,0,0,4}] — [0; 2]

= [0;4] - [0;2]

— [-24)

Nota-se que essa ¢ uma maneira natural de se definir func¢oes intervalares a partir
de fungoes reais, ou seja, Y = f(X) = I(f, X), onde f é uma fungao real e X é um inter-
valo contido no dominio da fungao f. Nota-se também que se X = [z, 2] é um intervalo
pontual, entdo Y = f(X) também serd um intervalo pontual dado por Y = [f(z), f(z)].
Se X = [a,b] é um intervalo com diam(X) > 0, entdo I(f, X) é o intervalo de menor

didmetro que contém todos os valores reais de f(X), quando = € X.

Exemplo:

e Seja f(z) =2 —ze X =[0;2] C R= Dom(f). Assim, I(f,X) = (2* — x,[0;2]) =

[min 2% — x|z € [0;2], mar x* — x|z € [0;2]] = { _4;2}

e Sejag(x)=z(x—1)e X =10;2] € R = Dom(g). Assi%,ll(g,X) = (z(z—1),[0;2])
= [min z(x — 1)|z € [0;2], mazx x(x—1)|x € [0;2]] = [ 4;2}

Observe que I(f, X) = I(g, X), pois elas representam a mesma fungao real, porém
escritas com expressoes diferentes, ficando provado que a imagem intervalar independe
das diferentes expressoes (OLIVEIRA, 1997).

2.3.2 Extensao Intervalar de uma Fungao Real

Segundo Ferson et al. (2002) o método da extensdo intervalar foi o primeiro a
computar o intervalo solucao de uma funcao. Baseado nos conceitos de Moore, a extensao
intervalar foi proposta como forma de generalizar fungoes reais em fungoes intervalares.

Seja f uma fungao real de varidvel real z € X um intervalo. Define-se extensao
intervalar de f em X como sendo a fungao intervalar F'(X), definida de maneira que cada
ocorréncia da variavel real x é substituida pela varidvel intervalar X e cada operacao
(4+,—,.,/) é substituida pela respectiva operacao intervalar de tal modo que, quando
X = [x;z] for um intervalo pontual, entdo F(X) = f(z) (MOORE, 1976).
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Exemplo: Seja f(z) =2* —r =z.2 —r e Entao F(X) = X.X — X.
Para X = [0;2], temos F'([0;2]) = [0;2].[0;2] — [0; 2]
= [min{0.0,0.2,0.2,2.2}, maz{0.0,0.2,0.2,2.2}] — [0; 2]
= [min{0,0,0,4}, max{0,0,0,4}] — [0; 2]
= [0;4] —[0; 2]
= [-2;4]
Ao contrario da imagem intervalar, a extensao intervalar depende da forma com
que a expressao esta descrita. Por exemplo, se tomarmos uma fungao g, tal que g(x) =

x(z—1), que é a mesma funcio f(r) = 2> —x , s6 que expressa de forma diferente, tem-se:

Para X = [0;2], temos G(X) = X.(X — [1;1])
G = (0;2]) = [0:2].(10:2] — [1;1])
= [0;21.((=1;1])
= [min{0. — 1,0.1,2. — 1,2.1}, maz{0. — 1,0.1,2. — 1,2.1}]
= [min{0,0, —2,2}, max{0,0, —2,2}]
=[-22]

Assim, a extensao da funcao f descrita no exemplo acima é diferente da extensao
da funcao g. Portanto, F(X) # G(X).

2.4 Complexidade de Algoritmos

Um algoritmo é uma descricao passo a passo de como um problema ¢ solucionado.
A descricao deve ser finita e os passos devem ser bem definidos, sem ambiguidades, além
de executaveis computacionalmente (LORETO, 2006). A complexidade de um algoritmo
consiste na quantidade de trabalho necessaria para a sua execucao, expressa em funcao
das operagoes fundamentais, as quais variam de acordo com o algoritmo, e em fun¢do dos
dados (TOSCANI; VELOSO, 2009).

Existem varios aspectos a considerar na determinagao da complexidade de um
algoritmo, geralmente esses sao medidos levando em consideracao medidas de desempe-
nho como tempo e espago requeridos por um algoritmo, relacionados a velocidade e a
quantidade de memoéria, respectivamente (TOSCANI; VELOSO, 2009).

As analises podem ser feitas para o pior caso, melhor caso e o caso médio. Ge-
ralmente, o critério de avaliacdo mais utilizado, entre as medidas de complexidade, é a
complexidade no pior caso (TOSCANI; VELOSO, 2009). Um algoritmo, para ser razoavel
ou nao, vai depender de quantos passos computacionais ele necessita para chegar a solucao
de um problema. Em geral, interessa-se pelo pior caso, o maior nimero de operagoes usa-
das para qualquer entrada de tamanho n, isto é, estuda-se o comportamento assintotico
das fungoes de custo, ou seja, f(n), onde representa o limite do comportamento do custo

quando n cresce.
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2.4.1 Classes de Comportamento Assintético

Se f é uma fungao de complexidade para um algoritmo F', entao O( f) é considerada
a complexidade assintotica do algoritmo F. As principais classes de problemas possuem

as fungoes de complexidade descritas a seguir.

e f(n) = O(1). Algoritmos de complexidade O(1) sao ditos de complexidade cons-
tante. O uso do algoritmo independe do tamanho de n, ou seja, as instrugoes do

algoritmo sao executadas um numero fixo de vezes.

e f(n) = O(n). Um algoritmo de complexidade O(n) ¢ dito de complexidade linear.
Em geral, um pequeno trabalho é realizado sobre cada elemento de entrada. Cada

vez que n dobra de tamanho, o tempo de execuc¢ao também dobra.

e f(n) = O(n?). Um algoritmo de complexidade O(n?) é dito de complexidade qua-
dratica. Algoritmos dessa ordem de complexidade ocorrem quando os itens de dados

sao processados aos pares, muitas vezes em um laco dentro de outro.

e f(n) = O(2"). Um algoritmo com complexidade O(n?) ¢ dito de complexidade
exponencial. Algoritmos dessa ordem de complexidade geralmente nao sao uteis
do ponto de vista pratico. Eles ocorrem na solucao de problemas quando se usa
forca bruta para resolvé-los. Quando n dobra, o tempo de execucao fica elevado ao

quadrado.
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3 TRABALHOS RELACIONADOS

Neste capitulo serdao apresentados os principais trabalhos relacionados, que pos-
suem relevancia com o que estd sendo proposto no presente trabalho. Os conceitos aqui
apresentados, mostram o que ja existe na area, assim como alguns resultados que serao

apresentados se farao necessarios para o desenvolvimento dos objetivos finais.

3.1 Extensao intervalar para as variaveis aleatdérias com distribui¢cées Uni-

forme, Normal, Gama, Exponencial e Pareto

Finger (2014) em sua dissertagdo, utilizou o método de extensdo intervalar, ba-
seado na matemadtica intervalar de Moore (1966) e na aritmética de exatidao maxima
de Kulisch e Miranker (2014) para definir de forma intervalar as fungoes densidade de
probabilidade das varidveis aleatorias com distribuigdes Gama e Pareto. As distribuigoes
para Uniforme, Exponencial e Normal, foram desenvolvidas anteriormente por SANTOS
(2010). Ap6s definidas, realizou a analise da qualidade dos intervalos encapsuladores para
as funcoes densidade de probabilidade das varidveis aleatérias com distribui¢oes Uniforme,
Exponencial, Normal, Gama e Pareto.

A andlise foi feita a partir de resultados obtidos com as implementagoes utilizando
o pacote de programacao intervalar IntPy. Dentre as diversas solu¢des ou implementacoes
para determinado problema, foi preciso escolher a mais eficiente. Para isso, foi utilizada
a analise de algoritmos, a qual tem como objetivo melhorar, se possivel, seu desempenho
e escolher, entre os algoritmos disponiveis, o melhor. O resultado da anélise, pode ser
observado na Tabela 3, esses foram obtidos a partir dos algoritmos implementados para
cada distribuicao utilizando a primitiva da funcdo ou Método de Simpson. Assim, a
autora confirmou através dessa, que ao utilizar intervalos para representar essas fungoes,
foi possivel controlar a propagacao de erros e, no minimo, manter o esfor¢co computacional

da forma real.

Tabela 3 — Esfor¢o computacional das distribuicoes

Complexidade Real Complexidade Intervalar
Distribui¢ao | Primitiva da Func¢do | Simpson | Primitiva da Fungdo | Simpson
Uniforme 0O(1) - 0(1) -
Exponencial O(1) o(2™) O(1) o(2™)
Normal - o(2") - o(2™)
Gama - o2m) - o(2™)
Pareto 0(1) o2™) 0(1) o(2™)
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3.2 Analise da Complexidade Computacional de Problemas de Estatistica

Descritiva com Entradas Intervalares

O trabalho desenvolvido por Loreto (2006) faz uma abordagem sobre a complexi-
dade dos problemas da computacao intervalar. No decorrer das pesquisas sobre problemas
que envolvem computacao intervalar, ela verificou que a maioria dos problemas pesqui-
sados pertenciam a classe de problemas NP-Dificil. E diante desses resultados passou a
pesquisar sobre a computacao intervalar e trabalhos relacionados. O ponto de partida
foi o PBCI (problema bésico da computacao intervalar) (KREINOVICH et al., 2013), ou
seja, o problema de computar o intervalo imagem de uma funcao continua e computavel
f.

Uma aplicacao classica deste problema é, por exemplo, o das medigoes de quan-
tidade de 6leo em um pogo (KREINOVICH et al., 2013). Geralmente se conhecem os
valores aproximados r; de uma quantidade fisica x;, a exatidao A; de cada medicao e o
algoritmo f(xy,...,x,) que transforma os valores z; no valor da quantidade desejada y.
Como resultado, sabe-se que x; pertence ao intervalo z; = [T7 — A;, 1 + 4] e se deseja
conhecer o conjunto de possiveis valores de y. Para uma funcao continua f(xq,...,x,),
este conjunto é um intervalo denotado por y = [y,7]. Considerando esse exemplo, surgiu
a questdo: “E possivel ter um algoritmo que sempre calcula a imagem exata , isto &,
os extremos y e ¥ do intervalo y em tempo razoavel?”. (KREINOVICH et al., 2013),
procurou responder esta questao analisando a complexidade do PBCI, verificando que o
mesmo pertence a classe de problemas NP-Dificil, ou seja, é pelo menos tao dificil de
resolver quanto qualquer problema NP. Em outras palavras, é um problema que nao tem
algoritmo de tempo de processamento polinomial conhecido.

E importante observar que a NP-dificuldade do PBCI estd relacionada com o
processamento dos dados de entrada do problema. No PBCI, os dados de entrada de uma
funcao continua f sao valores intervalares, e a forma de calcular o intervalo imagem do
PBCI ¢ através da imagem intervalar (OLIVEIRA, 1997). Isto é, no pior caso quando
tem-se m nimero arbitrario de valores e deve-se considerar todos os valores compreendidos
entre x e T do intervalo X para encontrar estes extremos. Outro fato importante, e que
completa a caracterizacdo do problema como NP-Dificil, é que o problema em questao é
um problema de decisao, pois deseja-se saber se existe o intervalo y = [y, 7] que contenha
a solucao aproximada do problema. Por fim, Loreto conclui que o problema PBCI é
computavel; que nao foi provado que o problema PBCI é NP; e que a questao em relacao
a complexidade deste problema esta em aberto.

Num segundo momento a autora traz como tema a complexidade dos problemas
de célculo de indicadores estatisticos com entradas intervalares. Para isso, foram definidos
em nivel intervalar, devido a auséncia de tais defini¢bes na literatura, alguns indicadores
estatisticos através do método de extensao intervalar, tais como: as separatrizes coeficiente

de variagao intervalar, mediana intervalar, quartil, decil e percentil intervalares.
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Ela reuniu ainda outros indicadores estatisticos ja definidos na forma intervalar,
como a média intervalar, moda intervalar, variancia intervalar, desvio padrao intervalar,
covariancia intervalar e coeficiente de correlacao intervalar. A Figura 6 contém uma

relacao de todas as expressoes dos indicadores intervalares contidos na tese de Loreto.

n n
Média Intervalar: ME, = [me,me] = L[} x;, ¥ %]
i=1 i=1
— St - go  for par
Mediana Intervalar: MD, = [md,md| = 2 J niorp
(x(%_l)). se n for impar.
Moda Intervalar: MO, = [@.W] = [mols,-s,,{.L-}.molg,-s,,{fi}]

i : = [ma—mi;ma—mi], sema>mi
Amplitude total Intervalar: AT, = [at,af] = { [0, 72 — mil, ———
Varidncia Intervalar: VA, = [va,7a) = ;15 T (xi — ME)?

Desvio padrao Intervalar: DP, = [dp,dp] = VVA = +/[va,va] = [+/va, +V/Va]

- e , o _ DP _ ldp.dp]

Coeficiente de variagao Intervalar: CV, =@ = g = e el
n - l n
Covariancia Intervalar: CO, = [co,@0] = —— ¥ (x; — MEx)(y; — MEy)
n—135 .
Coeficiente de correlagio Intervalar: S I W P .| S S ] M
g =T = pPyOPy = (g, Gy dp,dpy]
Separatrizes Intervalares: Q, =[q,4],D, = [d,d],P, = [p,p],pos = (n— 1) +1

Figura 6 — Indicadores Estatisticos Intervalares

Apo6s definir esses indicadores estatisticos com entradas intervalares, Loreto inves-
tigou a complexidade computacional dos problemas de computar os valores dessas medidas
com entradas intervalares. Por fim, realizou uma comparacao entre os resultados obtidos
com os encontrados na bibliografia. A primeira tabela, Tabela 4, refere-se aos problemas
que nao possuem operagoes aritméticas intervalares, a Tabela 5 apresenta os problemas
que possuem operagoes aritméticas intervalares. Na Tabela 4 apresenta-se os resultados
de Loreto de complexidade dos problemas de computar os valores da mediana, moda e

separatrizes com entradas intervalares.

Tabela 4 — Indicadores Estatisticos Intervalares e Complexidade dos Problemas dos Indi-
cadores Estatiticos Intervalares

Complexidade dos Problemas dos Indicadores

Indicadores Estatisticos Intervalares Estatisticos Intervalares

Mediana Intervalar P
Moda Intervalar P
Separatrizes Intervalares P

Na Tabela 5 apresenta-se a classificagdo quanto a classe de complexidade dos pro-
blemas, e, também, descreve-se todos os resultados de complexidade destes problemas
encontrados na bibliografia, realizando uma comparacao com os resultados de Loreto.

W

Nas tabelas a seguir utiliza-se o simbolo para indicar que ndo foram encontrados

resultados de complexidade para o referido problema.
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Tabela 5 — Problemas da Estatistica Descritiva Intervalar, complexidade dos Problemas
com extensao intervalar e com imagem intervalar

Problemas de Estatistica Complexidade dos | Complexidade dos
... Problemas com Problemas com
Descritiva Intervalar ~
Extensao Intervalar | Imagem Intervalar
Média Intervalar P -
Amplitude Intervalar P -
A va — P
Variancia Intervalar P G — NP — Dificil
Desvio Padréo P -
Coeficiente de P
Variagao Intervalar
n co — NP — Dificil
Covariancia Intervalar P @ — NP — Di ficil
Coeficiente de P cc — NP — Dificil
Correlacao Intervalar cc — NP — Dificil

A fim de mostrar a qualidade de aproximacao nos intervalos solucao para os in-
dicadores estatisticos intervalares, foi realizado um estudo de caso onde comparou-se os
resultados reais com os intervalares para cada um dos indicadores, avaliando se os inter-
valos resultantes englobam a resposta real exata. Para esse fim, ela utilizou exemplos
numéricos através da aplicacao de valores de indice de massa corporal de alunos do ensino
fundamental. A efetiva certificacao foi feita por meio do calculo da medida de erro, onde,
em todos os exemplos considerados, verificou-se que a qualidade no intervalo solucao foi

mantida.

3.3 Diferencgas entre Aritmética de Moore e Aritmética Intervalar RDM

O trabalho desenvolvido por Landowski (2015), faz um comparativo entre a aritmé-
tica de Moore e a aritmética intervalar multidimensional RDM, apresentando as operagoes
aritméticas basicas de soma, subtracao, multiplicacao e divisao definidas nas duas aritmé-
ticas, utilizando exemplos numéricos como meio comparativo entre as duas metodologias
apresentadas. Além das operacoes bésicas, o trabalho apresenta propriedades como co-
mutatividade, associatividade, elementos neutros da multiplicacao e divisao, inversao de
elementos, sub distributivo e cancelamento.

O autor também apresenta ilustragoes que permitem perceber como os valores dos
intervalos dipostos no plano ficam, salientando que os valores entre os extremos, inferior
e superior, do intervalo sao considerados na aritmética multidimensional. A Figura 7
mostra como sao construidas essas ilustragoes, nela sao apresentadas disposi¢oes no plano
tridimensional, na qual sao demonstradas cada uma das operagoes sob a abordagem mul-

tidimensional RDM. Dois intervalos foram utilizados nos célculos: A = [1,2] e B = [3,4].
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Subtraction
AsB=(1,2]+[3 4] A=B=[1,2]=[3 4]

Multiplication Division
AB=[1,2][3.4] AB=[1,2)[3.4]

Figura 7 — Ilustracao no plano para as operagoes de adi¢ao, subtragao, multiplicacao e
divisao utilizando aritmética multidimensional RDM

Em busca de aplicagoes da aritmética intervalar é encontrada uma grande quanti-
dade de trabalhos que aplicam aritmética de Moore (1966). Porém, estudos mais recentes
provam que essa abordagem possui deficiéncia e nao é a mais correta. Um problema clas-
sico da aritmética de Moore (1966), quando se é usado o método da extensao intervalar é
que conforme o modo que uma mesma fun¢ao é descrita, os resultados retornam valores
diferentes, o que justifica o uso da imagem intervalar para a transformacao de uma funcao
real para intervalar.

Um importante problema que ndao é amplamente discutido na literatura é o cha-
mado “problema do lado direito de equagdes intervalares”. Suponha uma equagao basica
nao intervalar f(x) = 0. Sua extensao intervalar pode ser obtida substituindo as varidveis
por intervalos e as operacoes aritméticas pelas operacoes intervalares correspondentes.
Como resultado teremos uma equagao intervalar [f]([z]) = 0. Observa-se que esta equa-
¢ao apresenta em sua parte esquerda um valor intervalar, enquanto a parte direita nao é

um intervalo degenerado zero. Obviamente, se [f](x) = [f, f], entdao a equagao [f]([x]) = 0
é verdadeira somente quando f = f = 0. Em geral, a equacdo [f]([z]) = 0 somente pode
ser verificada para o intervalo [z] invertido, ou seja, quando = < z.

Intervalos invertidos sdo analisados em outras aritméticas intervalares , mas é di-
ficil e muitas vezes até impossivel encontrar uma situacao real onde z < x ¢ significativo.
Sabe-se que se uma expressao pode ser apresentada em diferentes, mas algebricamente
equivalentes, formas, seus resultados podem ser diferentes quando é feita a extensao in-

tervalar. O mesmo ¢é verdadeiro para equacoes.
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Considera-se a extensao intervalar da equagao linear mais simples

ar =10 (3.1)

e suas formas algébricas equivalentes

b
= 3.2
T (3.2
ar—b=0 (3.3)
para a, b intervalos (0 ¢ a).

Sejam [a] = [a,a] e [b] = [b, b] intervalos. Por simplicidade, primeiro considera-se

o caso onde [a] > 0,[b] > 0, ou seja, a,a > 0 e b,b > 0. A extensio intervalar para a
equacio 3.1 é [a,a)[z, 7] = [b,b]. Assim, obtém-se [az,az] = [b,b]. A igualdade do lado

direito com o esquerdo s6 é possivel se ax = b e ax = b e finalmente tem-se

b b

==,7=-. 3.4

z=_T=7 (3.4)

A extensao intervalar para a equacao 3.2 resulta nas expressoes

b b

=Z.7=-. 3.5

T=73=" (3.5)
b b

== T=—. 3.6

z=20= (3.6)

Agora considere alguns exemplos:
Exemplo 1: Sejam a = [3,4] e [b] = [1,2]. Pela equagao 3.4 z =0.333,2 =0.5 ¢
pela equagao 3.6 x = 0.25, x = 0.666.

Exemplo 2: Sejam a = [1,2] e [b] = [3,4]. Pela equagdo 3.4 z = 3,7 = 2 e pela
equacao 3.6 z = 1.5,z = 4.

Exemplo 3: Sejam a = [0.1,0.3] e [b] = [1, 1] (ou seja, b é um nimero real). Pela

equacao 3.4 x = 10, x = 3.333 e pela equacao 3.6 x = 3.333,z = 10.

Pode-se perceber que a extensdo intervalar da equacao 3.1 pode resultar em in-
tervalos impréprios (invertidos), ou seja, £ > & como pode ser visto nos exemplos 1 e 2,
enquanto que a equagao 3.2 retorna intervalos corretos, ou seja, x < T.

Para nossos propésitos, basta declarar que a extensao de intervalo da equacao 3.2
fornece intervalos resultantes corretos em todos casos, enquanto a extensao de intervalo

da equacao 3.1 pode resultar em intervalos invertidos praticamente sem sentido.



3.8. Diferencas entre Aritmética de Moore e Aritmética Intervalar RDM 35

Nota-se que no Exemplo 3, a extensao intervalar formal da equacao 3.1 leva a
uma equacao intervalar contraditoria, uma vez que no lado direito tem-se um intervalo
degenerado b (valor real), enquanto que o lado esquerdo é um intervalo.

Colocar os intervalos degenerados no lado direito da equagao 3.1 deveria ser equi-
valente ao requisito de reduzir uma incerteza do lado esquerdo até zero. Isso é possivel
somente no caso de intervalo inverso 1/2x que, por sua vez, pode ser interpretado como

um pedido para introduzir entropia negativa no sistema.
obtém-se [ax — b,az — bj=0e

&: ’j‘:

Q| oI
QI Ic~

E fécil notar que em alguns casos o resultado serd um intervalo invertido.

Em resumo, pode-se dizer que somente a equacao 3.2 pode ser considerada como
base razoavel para a extensao intervalar. Por outro lado, a partir dessa base obtém-se a
equagao 3.6, a qual muitas vezes resulta em uma diferenca grande do intervalo de entrada
comparado ao intervalo de saida, como pode ser visto no Exemplo 3.

Sejam A, B, C intervalos. Abaixo sdo apresentadas as propriedades mais impor-
tantes da aritmética RDM:

1) A+ B= B+ A, AB = BA: comutatividade da adigao e multiplicagao.

2) A+ (B+C) = (A+ B)+ C,A(BC) = (AB)C : associatividade da adigao e

multiplicacgao.

3) Para cada A € R existe A~' € R, tal que A+ (A1) = (AH)+A=0 A1éo

inverso aditivo de A.

4) A(B+C) = (AB)+ (AC): distributividade a esquerda, (B + C)A = (BA) + (CA):

distributividade a direita.

5) Paracada A€ R, 0 ¢ A, existe A~' = 1/A € R, tal que AA™' = A(1/A) =1. A!

¢é o inverso multiplicativo de A.
6) A+ C =B+ C — A= B: cancelamento da adicao.
7) CA=CB — A = B: cancelamento da multiplicagao.

A aritmética de Moore nao possui as regras 3, 4, 5 e 7. Consequentemente, trans-
formagoes de férmulas nao podem ser feitas. Por exemplo, na equacao A+ X = C colocar
o A no lado direito, X = C'— A, nédo é permitido, pois a regra 3 nao existe. Como algumas
transformacoes nao sao permitidas, problemas algébricos e matematicos mais complexos

nao podem ser resolvidos.



36 Capitulo 3. Trabalhos Relacionados

O autor conclui entao, que os resultados da aritmética de Moore sdo unidimensio-
nais, ou seja, nao mostram uma solugao completa, ja a aritmética RDM d& uma solugao
multidimensional. Em alguns casos, nas solugoes na aritmética de Moore, sao utilizadas o
método da extensao intervalar, vale salientar que esse método depende da forma da equa-
¢ao, entao Landowski sugere que a aritmética de Moore nao pode resolver corretamente
problemas mais complicados, fazendo uma comparacao com a aritmética RDM, que para

diferentes formas da equacao dao os mesmos resultados.

3.4 Definicao Intervalar da Fun¢ao Densidade de Probabilidade com Distri-
buicao Beta: Aritmética de Moore e Aritmética Multidimensional RDM

O trabalho desenvolvido por Maraschin (2016), teve como objetivo principal criar
a definicao intervalar para a funcao densidade de probabilidade da variavel aleatéria con-
tinua com distribuicao Beta. Para isso, o autor aplicou o método de extensao intervalar,
de modo que todas as entradas que antes comporiam entradas reais, passaram a receber
entradas intervalares para os parametros da funcao densidade. O autor fez uso da lin-
guagem de programcao Python, operando com o pacote IntPy e utilizou duas abordagens
da matematica intervalar para as implementagoes. A aritmética intervalar desenvolvida
por Moore (1976) e a aritmética intervalar multidimensional RDM desenvolvida por Lan-
dowski (2015). Por fim, ele realizou a anélise de complexidade dos algoritmos imple-
mentados a fim de analisar o esfor¢co computacional despendido para calcular a funcao
densidade de probabilidade da varidvel aleatéria com distribuicao Beta, nas formas real e
intervalar.

A distribuicdo Beta é um modelo probabilistico para uma varidvel aleatéria con-
tinua X, cujos valores possiveis sao limitados superior e inferiormente. Na forma da
distribuicdo Beta padronizada, a varidvel X é definida no intervalo [0, 1]. Nesse caso,
para0 < x < 1,a > 0,8 > 0, a funcao densidade de probabilidade Beta é expressa pela

equagao abaixo:
fx(r) / (1 — 2)"da.
0

Seguindo o método da extensao intervalar subsecao 2.3.2, ele substituiu todas as

entradas de z da equagdo acima, onde obteve a seguinte equacao:

foime(x, @, B) = m;m [0 =20

O autor apés a analise de complexidade para cada um dos algoritmos implemen-
tados para computar a funcao densidade com distribuicao Beta, tanto sob as diferentes
abordagens da aritmética intervalar utilizadas, quanto para a sua forma real, chegou a

conclusao que a complexidade se manteve igual, usando a aritmética intervalar de Moore,
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a aritmética intervalar RDM e a do algoritmo com entradas reais. Assim sendo, ele pode
justificar o uso de técnicas intervalares para computar calculos numéricos, onde pode-se
obter maior exatidao nos resultados com controle automatico de erros além de manter o

esfor¢co computacional em um nivel aceitavel, se mantendo igual, neste caso.

3.5 Aspectos Formais da Correg¢ao e Otimizacao da Computacao Intervalar

Visto que a anélise de intervalo, proposta por Moore (1966), diz respeito a desco-
berta de fungoes de intervalos para produzir limites na precisao dos resultados numéricos
que sao garantidos para serem nitidos e corretos. O tltimo critério, correcdo, é o princi-
pal, uma vez que estabelece que o resultado de uma computagao de intervalo deve sempre
conter o valor da fungao real relacionada. Santiago, Bedregal e Acioly (2006) mostraram
algumas relagoes em termos de aspectos topolégicos de intervalos (topologias de Scott e
Moore). A ideia do artigo foi mostrar algumas propriedades de algoritmos de intervalos
corretos, dando uma relacao com algum outro tipo de fungoes, como extensoes intervala-
res, apresentadas na subsecao 2.3.2 .

A partir da definicao da aritmética de intervalo, o conjunto de fun¢oes de intervalo
¢ dividido em duas classes: funcoes de intervalo racional e fungoes de intervalo irracional.
As fungoes de intervalo racional sdo aquelas calculadas usando as quatro operagoes aritmé-
ticas, essas vistas na secao 2.1 e as fungoes irracionais sao calculadas usando aproximacoes
racionais. Portanto, tudo o que pode ser feito com métodos padrao de ponto flutuante
também pode ser feito com sua extensao de intervalo. A correcao repousa sobre o teorema
fundamental da aritmética de intervalo, assim os autores mostram que o teorema pode
ser informalmente lido como: Se F é uma extensao de intervalo de inclusao monotonica
de uma funcao real f, entdo F(X) contém o intervalo f(X). Entao, esse teorema mostra
que a classe de fungoes de intervalo de inclusdo monotonica tem propriedade de correcao
e como todas as operagoes de aritmética sao inclusao monotonica, entao qualquer funcao
de intervalo racional também estd correta.

As extensoes de intervalo foram propostas por Moore como uma forma de generali-
zar funcoes reais em termos de intervalos. Nesse artigo, os autores usaram a terminologia
"representagoes de intervalo'(KEARFOTT, 1997), essa no entanto tem um significado
diferente de Moore. Eles adotaram a terminologia de Moore e exploraram a nocao de
representacoes sozinhas principalmente em termos do ponto de vista topolégico. Apds a

definicao da extensao intervalar os autores fizeram algumas proposicoes:

e Existem extensoes intervalares que nao sao representacoes de intervalo. Prova: A
fungao F([a,b]) = [m([a,b]),m([a,b])] estende a fungdo de identidade Id(z) = =,

mas nao garante a corregao.

e Existem representacoes de intervalos que nao sao extensoes intervalares. Prova: A

fungao F([a,b]) = [a — 1,b+ 1] satisfaz claramente o requisito.
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e A intersecdo entre as familias de extensoes intervalares com a familia de represen-
tacoes de intervalo nao esta vazia. Prova: A aritmética de Moore e a funcao de

identidade, por exemplo, satisfazem isso.

e Existem extensoes intervalares de fungoes continuas que nao sao nem Moore-continuas

nem Scott-continuas.

Portanto, nesse trabalhos os autores chegaram a conclusao de que os conceitos de
extensao sozinhos sdo fracos, uma vez que nao garantem a correcdo e nao preservam a
continuidade das fungoes reais nas func¢oes de continuidade das fungoes de intervalo Moore

ou Scott.

3.6 IntPy: Computacao Cientifica Auto Validavel em Python

Varjao (2011), teve como objetivo do seu trabalho desenvolver fungoes matematicas
especificas para a linguagem de programacao Python, assim como o calculo de probali-
dades intervalares para variaveis aleatorias, além de analisar o desempenho das rotinas
implementadas em Barreto (2016) com as mesmas implementadas no IntLab, pacote de
desenvolvimento intervalar, que ja havia sido implementado. O suporte para a realiza-
¢ao de operagoes matematicas sobre intervalos é o uso de arredondamentos direcionados
(KULISCH; MIRANKER, 2014) nos extremos dos intervalos, ou seja, o limite inferior x é
arredondado para baixo (57) e o limite superior z é arredondado para cima (A). Por exem-
plo, o intervalo [2.71828, 3.14159] se arredondado utilizando a técnica de arredondamento
direcionado, para quatro casas decimais, o intervalo resultante torna-se [2.7183,3.1416].
A lista completa de fung¢oes implementadas por Varjao é apresentada na Tabela 6, a qual
contém um quadro apresentando os atributos referentes as operacoes e sua descricao de

retorno de resultado.

Tabela 6 — Funcoes Implementadas por Varjao

Atributo Retorno

pow Poténcia do intervalo

sqrt Raiz Quadrada do intervalo

log Logaritmo do intervalo

exp Exponencial do intervalo

sin Seno do intervalo

cos Cosseno do intervalo

tan Tangente do intervalo

asin Arco Seno do intervalo

acos Arco Cosseno do intervalo

atan Arco Tangente do intervalo

sinh Seno Hiperbdlico do intervalo
cosh Cosseno Hiperbdlico do intervalo
tanh Tangente Hiperbdlica do intervalo
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Tais fungoes estao contidas na classe stdfunc (standard functions), a qual herda o
atributo [ Real e, como caracteristica principal, possui a extensao das operacoes listadas
acima sobre o atributo I Real. Ele conclui que que o IntPy obteve resultados satisfatorios
quando comparado aos resultados encontrados no Intlab, em tempo de processamento e
em precisao de maquina, nao encontrando dificuldades para realizar as implementacoes

das funcgoes intervalares em Python.
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4 FUNCOES DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Nesta secao serao apresentadas as fungoes densidade de probabilidade das variaveis

aleatérias continuas utilizadas no presente trabalho, nas suas formas real e intervalar.

4.1 Distribuicao Uniforme

A distribuicao uniforme é a mais simples distrubuicao continua, entretanto é muito

utilizada dentro da teoria da probabilidade.

e Forma Real: uma variavel aleatoria continua X, cujos valores possiveis x encontram-
se restritos a condi¢ao a < x < b, é distribuida uniformemente se a probabilidade de
que ela esteja compreendida em qualquer intervalo [m, n|, contido em [a, b], for dire-
tamente proporcional ao comprimento (m—mn). Se a constante de proporcionalidade

for denotada por p, entao,
Pm<X<n)=pm—-—n)sea<m<n<b.

Uma vez que P(a < X <b) =1, é ficil verificar que p = 1/(b — a). Portanto, para
qualquer a < x < b, a fun¢ao de distribuicao acumulada da distribuicdo Uniforme é

dada por
T—a

b—ua
Sex < a, Fr(x) =0¢,sex >0b F,(r) =1 A funcdo densidade da distribui¢do

Fy(x) (4.1)

Uniforme decorre da diferenciagdo da Equacao 4.1 e tem a seguinte expressao:

felx) =L sea<z<b.

b—a

Assim, é possivel calcular a probabilidade do valor calculado estar compreendido

entre a e b.

e Forma Intervalar: a distribuicado Uniforme possui densidade com primitiva na forma
analitica, podendo ser resolvida pela aplicacio do Teorema Fundamental do CA&l-
culo Integral. Analisando-se os possiveis casos de solugoes para esta distribuicao,
SANTOS (2010) definiu a fungdo UNIF, a qual é uma proposta de como calcu-
lar um intervalo encapsulador para probabilidades da Uniforme no intervalo [a, b].
Enfatiza-se que UNIF é uma extensao intervalar monotonica para a inclusao Moore
e fornece o intervalo de menor comprimento para encapsular probabilidades para

esta distribuicao.

c,d)Na,b]) w([e,d]Na,b])
b—a ’ b—a

UNIF(c, d) = [“U e, d] N [a, b] # 0.

onde [c,d] e [a, b] s@o intervalos C R.
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4.2 Distribuicao Exponencial

A distribuicao exponencial é frequentemente utilizada para determinar o tempo
entre ocorréncias de eventos sucessivos. Possui intimeras aplicagoes em diversas areas do

conhecimento humano e as variaveis hidrolégicas.

e Forma Real: define-se a funcao densidade de probabilidade da distribuicdo Expo-

nencial de parametro « por:

a0 <x < oo,
€T) =
/(@) { 0,z <0.

com « > 0. A probabilidade de que um nimero x € (a,b) é:
Pla<z <b)=afle®dr =e % — et

Sendo a aplicacao da integral a resolu¢do de um nimero z estar compreendido no

intervalo entre os valores a e b.

e Forma Intervalar: Segundo SANTOS (2010), como a probabilidade da variavel alea-
toria X, assumir valores negativos ¢ 0 pode-se restringir, na aplicacao do método de
Simpson intervalar, o dominio de f e de f ao conjunto R,. A extensdo intervalar
definida por Santos para esta funcao densidade de probabilidade é calculada através

da seguinte funcao:
Fp(X)=ale ™" e,z > 0 e Gp(X) = a’[e*%, e

4.3 Distribuicao de Pareto

A distribuicao de Pareto recebeu esse nome devido ao economista italiano Vilfredo
Pareto que utilizou esse distribuicao, no inicio do século XX, para descrever a distribuicao
da riqueza na Italia, onde uma minoria possuia a maior parte da riqueza e a maioria
da populagao possuia uma pequena parte. Mais precisamente, ele reparou que 20% da
populacao possufa 80% da riqueza. Em seguida, constatou que esta assimetria se verificava
nas mesmas proporgoes em outros paises. Foi baseado neste fato que, mais tarde, o gestor
de negdcios, Joseph M. Juran, estabeleceu o Principio de Pareto ou a regra dos 80-20 que
diz que, em muitos fenomenos, 80% dos efeitos vem de 20% das causas. Por exemplo,

num negocio de vendas, 80% das vendas provém, de 20% dos clientes.



4.4. Distribuicao Weibull 43

e Forma Real: Define-se a funcao de densidade de probabilidade da distribuicao de

Pareto, por:

f(l') — {;aﬁfla se x 2 ﬁ

0,sex<f

coma>1lef>0.

722 f(@)de = [ 2 da.

Pode-se, entao, calcular a probabilidade de um valor distribuido conforme Pareto,

através da integral apresentada acima.

e Forma Intervalar: seja X ~ Pla,b],a < b, uma varidvel aleatéria com distribui-
¢ao de Pareto com parametros a e c¢. Para computar o intervalo encapsulador da
probabilidade intervalar para esta variavel aleatoria utiliza-se a seguinte férmula

desenvolvida por Finger (2014):

(67 Q

a C C

Fp(X) = axer = O‘([ﬁ’ F]) para 0 ¢ X = [z,7],

onde o e ¢ € R.

Define-se a funcao densidade aplicando a extensao intervalar, ou seja, para cada
operagao de Fp(X), se é conhecido o intervalo X, computa-se a imagem através da

aritmética intervalar definida por Moore (1976).

4.4 Distribuicao Weibull

A distribuicao de Weibull é uma distribuigdo de probabilidade para variaveis ale-
atorias continuas que é aplicada em diversos casos devido a sua versatilidade e relativa

simplicidade.

e Forma Real: a distribuicao de Weibull possui dois parametros de entrada, os quais

definem sua forma e escala.
f(@) = [P afrrle= B = =" _ o=(Fa)™ 4 >

onde « representa o pardmetro de forma e § o parametro de escala da funcao.
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e Forma Intervalar: a definicdo intervalar da fun¢do densidade de probabilidade de
uma variavel aleatoria continua com distribuicdo Weibull, usando o método de ex-

tensao intervalar é expressa na equacao a seguir:
Weibull(X, a, B) = [P apXale=(BX = =B _ o=(Ba)*

onde X representa o intervalo.
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5 IMAGEM INTERVALAR PARA AS VARIAVEIS ALEATORIAS COM
DISTRIBUICAO UNIFORME, EXPONENCIAL, PARETO E WEI-
BULL

Para uma funcao real ser transformada em uma funcao intervalar existem basica-
mente dois métodos principais: o método da imagem intervalar, visto na subsecao 2.3.1
e o método da extensao intervalar, presente na subsecao 2.3.2. O objetivo desse presente
capitulo é verificar se utilizando o método da imagem intervalar nas fun¢oes densidade de
probabilidade das variaveis aleatorias com distribuicao retornariam resultados melhores e
com uma complexidade aceitavel para os algoritmos.

Para comparar os resultados encontrados e a exatidao dos mesmos foram executa-
dos os exemplos das fungoes no método de imagem intervalar como resolugao, para todos
os exemplos testados foram utilizados intervalos divididos em 5 e 10 e 35 subdivisoes.
Apds a execucao foi realizada a analise numérica dos resultados obtidos, comparando os
resultados encontrados com os que ja haviam na literatura. Na Capitulo 6 serda mostrada a
analise da qualidade desses intervalos solucao e a analise de complexidade dos algoritmos

intervalares, a fim de comparar com os resultados ja obtidos por Finger (2014).

5.1 Distribui¢cao Uniforme

Apresentam-se na Tabela 7 os valores obtidos em cada uma das soluc¢oes utilizadas
para a forma real e para a forma intervalar, utilizando o método da extensao intervalar,

bem como o tempo em segundos que cada solucao levou para computar o calculo.

e Exemplo 1: Intervalo A = [0.0, 3.0], Intervalo B = [1.0, 2.0]

e Exemplo 2: Intervalo A = [0.0, 3.0], Intervalo B = [0.5, 4.0/7.0]

Tabela 7 — Aplicagdo com a primitiva da fungdo nas formas real e intervalar dos Exemplos
1 e 2, utilizando o método da extensao intervalar.

Método Resultados Exemplo 1
Real 0.33333333333333
Tempo (s) 0.00008
Intervalar | [0.33333333333333 , 0.33333333333334]
Tempo (s) 0.00042
Método Resultados Exemplo 2
Real 0.02380952380952
Tempo (s) 0.00008
Intervalar | [0.02380952380952, 0.02380952380953]
Tempo (s) 0.00039
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Analisando a Tabela 7, é possivel verificar que o valor real esta contido no intervalo
solucao nos dois exemplos. Na Tabela 8, serao mostrados os resultados dos exemplos acima

utilizando o método da imagem intervalar.

Tabela 8 — Aplicagdo com a primitiva da fungdo na forma intervalar do Exemplo 1 e 2,
utilizando o método da imagem intervalar

Dividindo em 5 subdivisoes
Resultado Exemplo 1 | [0.333333333333324766 , 0.333333333333343806]

Tempo (s) 0.00021
Resultado Exemplo 2 | [0.023809523809509219 , 0.023809523809534459]
Tempo (s) 0.00042

Dividindo em 10 subdivisoes
Resultado Exemplo 1 | [0.333333333333322990 , 0.333333333333343806]

Tempo (s) 0.00218
Resultado Exemplo 2 | [0.023809523809508147 , 0.023809523809534459]
Tempo (s) 0.00158

Analisando a Tabela 8 | é possivel verificar que o valor real esta contido no intervalo
solugcao em todos os exemplos. Quanto ao tempo que cada solucao requer para gerar o
resultado, a solucao aqui apresentada retorna tempos maiores e somente no exemplo 1,
quando o intervalo é dividido em 5 subdivisoes, retorna um tempo igual a solugao gerada

utilizando o método da extensao intervalar.

5.2 Distribuicao Exponencial

A densidade de probabilidade intervalar da distribuicao Exponencial, definida por
SANTOS (2010), foi implementada utilizando a primitiva da fungdo para obter o inter-
valo solugdo. Apresentam-se na Tabela 9 os valores obtidos em cada uma das solugoes
utilizadas para a forma real e para a forma intervalar, utilizando o método da extensao
intervalar, bem como o tempo em segundos que cada solucdo levou para computar o

calculo.

e Exemplo 1: Intervalo A = [20, 50], « = 0.01, subintervalos = 5000.

e Exemplo 2: Intervalo A = [10, 40], a = 0.05, subintervalos = 5000.
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Tabela 9 — Aplicacdo com a primitiva da fungdo nas formas real e intervalar dos Exemplos
1 e 2, utilizando o método da extensao intervalar.

Método Resultados Exemplo 1
Real 0.212200093365665335
Tempo (s) 0.00003
Intervalar | [0.212200093365665335, 0.212200093365665336]
Tempo (s) 0.00036
Método Resultados Exemplo 2
Real 0.471195376476020722
Tempo (s) 1.19616
Intervalar | [0.471195376476020722 , 0.471195376476020722]
Tempo (s) 0.00093

Analisando a Tabela 9 , é possivel verificar que o valor real esta contido no intervalo
solugao nos dois exemplos. Na Tabela 10, serao mostrados os resultados dos exemplos

acima utilizando o método da imagem intervalar.

Tabela 10 — Aplicagdo com a primitiva da funcdo na forma intervalar dos Exemplos 1 e
2, utilizando o método da imagem intervalar.

Dividindo em 5 subdivisoes
Resultado Exemplo 1 | [0.212200093365348147 , 0.212200093365348813]

Tempo (s) 0.00036
Resultado Exemplo 2 | [0.471195376475991856 , 0.471195376476023331]
Tempo (s) 0.00035

Dividindo em 10 subdivisoes
Resultado Exemplo 1 | [0.212200093365347481 , 0.212200093365349396]

Tempo (s) 0.00096
Resultado Exemplo 2 | [0.471195376476013672 , 0.471195376476020833]
Tempo (s) 0.00108

Analisando a Tabela 10 , é possivel verificar que o valor real estd contido no inter-
valo solu¢do em todos os exemplos. Quanto ao tempo que cada solugao requer para gerar
o resultado, a solugao aqui apresentada retorna um tempo menor somente no exemplo 2,

quando o intervalo ¢ divido em 5 subdivisoes.

5.3 Distribuicao de Pareto

A implementacaoo da distribuicao de Pareto foi realizada utilizando-se a primitiva
da fungao. Assim, apresenta-se uma maneira para computar o valor com entradas reais e
uma para computar o intervalo solucao para esta distribuicao com exemplos com exemplos
ja presentes na literatura revisada e apresentada nos trabalhos relacionados. Apresentam-
se na Tabela 11 os valores obtidos em cada uma das soluc¢oes utilizadas para a forma real
e para a forma intervalar, utilizando o método da extensao intervalar, bem como o tempo

em segundos que cada solugao levou para computar o calculo.

e Exemplo 1: Intervalo = [1.0, 2.0], a = 0.25, ¢ = 1.0, subintervalos = 5000.

e Exemplo 2: Intervalo = [1.0, 2.0], « = 0.50, ¢ = 1.0, subintervalos = 5000.
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Tabela 11 — Aplicagdo com a primitiva da funcao nas formas real e intervalar dos Exem-
plos 1 e 2, utilizando o método da extensao intervalar.

Método Resultados Exemplo 1
Real 0.15910358474629
Tempo (s) 0.00006
Intervalar | [0.15910358474629 , 0.15910358474630]
Tempo (s) 0.00039
Método Resultados Exemplo 2
Real 0.29289321881345
Tempo (s) 0.00019
Intervalar | [0.29289321881345 , 0.29289321881346]
Tempo (s) 0.00036

Analisando a Tabela 11 , é possivel verificar que o valor real estd contido no
intervalo solucao nos dois exemplos. Na Tabela 12, serd mostrado os resultados dos

exemplos acima utilizando o método da imagem intervalar.

Tabela 12 — Aplicacdo com a primitiva da funcdao na forma intervalar dos Exemplos 1 e
2, utilizando o método da imagem intervalar.

Dividindo em 5 subdivisoes
Resultado Exemplo 1 | [0.159103584746208421 , 0.159103584746321969]

Tempo (s) 0.00044
Resultado Exemplo 2 | [0.292893218813299105 , 0.292893218813515432]
Tempo (s) 0.00043

Dividindo em 10 subdivisoes
Resultado Exemplo 1 | [0.159103584746277782 , 0.159103584746338483]

Tempo (s) 0.00127
Resultado Exemplo 2 | [0.292893218813437106 , 0.292893218813557565]
Tempo (s) 0.00135

Analisando a Tabela 12 | é possivel verificar que o valor real estd contido no
intervalo solu¢ao em todos os exemplos. Quanto ao tempo que cada solugao requer para
gerar o resultado, a solugao aqui apresentada retorna sempre tempos maiores do que as

solucoes geradas utilizando o método da extensao intervalar.

5.4 Distribuicao Weibull

A implementagao da distribuicao de Weibull foi realizada utilizando-se a primitiva
da funcao. Assim, apresenta-se uma maneira para computar o valor com entradas reais
e uma para computar o intervalo solucao para esta distribuicdo com os exemplos abaixo.
Na Tabela 13 mostram-se os valores obtidos em cada uma das solucoes utilizadas para
a forma real e para a forma intervalar, utilizando o método da extensao intervalar, bem

como o tempo em segundos que cada solugao levou para computar o calculo.
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e Exemplo 1: Intervalo = [2.0, 7.0], a = 0.30, 8 = 0.1, x = 8.760 , subintervalos =
500.

e Exemplo 2: Intervalo = [2.0, 7.0], a = 1.00, 8 = 0.7, x = 5.450 , subintervalos =
500.

Tabela 13 — Aplicagdo com a primitiva da funcao nas formas real e intervalar dos Exem-
plos 1 e 2, utilizando o método da extensao intervalar.

Método Resultados Exemplo 1
Real 0.1323719964625507
Tempo (s) 1.78813
Intervalar [0.1323719964625506 , 0.1323719964625507]
Tempo (s) 0.00024
Método Resultados Exemplo 2
Real 0.239150380870682189
Tempo (s) 1.19209
Intervalar | [0.239150380870682186 , 0.239150380870682201]
Tempo (s) 0.00014

Analisando a Tabela 13 , é possivel verificar que o valor real estd contido no
intervalo solugao nos dois exemplos. Na Tabela 14, sera mostrado os resultados dos

exemplos acima utilizando o método da imagem intervalar.

Tabela 14 — Aplicagdo com a primitiva da funcdo na forma intervalar dos Exemplos 1 e
2, utilizando o método da imagem intervalar.

Dividindo em 5 subdivisoes
Resultado Exemplo 1 | [0.132371996462549213 , 0.132371996462551295]

Tempo (s) 0.00069
Resultado Exemplo 2 | [0.239150380870630397 , 0.239150380870687268]
Tempo (s) 0.00054

Dividindo em 10 subdivisoes
Resultado Exemplo 1 | [0.132371996462548963 , 0.132371996462552183]

Tempo (s) 0.00205
Resultado Exemplo 2 | [0.239150380870630397 , 0.239150380870687268]
Tempo (s) 0.00225

Analisando a Tabela 14, é possivel verificar que o valor real esta contido no intervalo
solugdo em todos os exemplos. Quanto ao tempo que cada solugao requer para gerar o
resultado, a solugao aqui apresentada retorna sempre tempos maiores do que as solucoes

geradas utilizando o método da extensao intervalar.
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6 ANALISE NUMERICA

O objetivo do presente capitulo é analisar e comparar os intervalos encapsuladores
obtidos para cada distribuicao, esses definidos anteriormente pelo método da extensao
intervalar e os intervalos obtidos nesse presente trabalho utilizando o método da imagem
intervalar. Para verificar a qualidade dos resultados realiza-se a analise numérica sobre os
intervalos resultantes, para isso a computacao utilizando intervalos fornece a medida do
didmetro do intervalo (w(z)), o qual é calculado pela diferenca entre o limite superior e o
limite inferior (w(z) = T — z), além das seguintes estimativas para o erro: erro Absoluto,
referente a diferenga entre o valor exato de um ntimero e seu valor aproximado; e erro
Relativo, estando relacionado ao erro percentual podendo ser calculado pelo quociente

entre o erro absoluto e o valor aproximado.

w(x)
2

z+7T
2

e Erro Absoluto: |z —m(x)| < , onde m(x) = (5~) é o ponto médio do intervalo

€,

e Erro Relativo: ]x_zl(w)| < Q;UEZEI‘, se 0 ¢ x;

Tais medidas de erros foram aplicadas nos valores de resultados intervalares obtidos
na computagao das fungoes densidade com distribuicado Uniforme, Exponencial, Pareto e
Weibull com o objetivo de verificar a qualidade do intervalo solucao, além de que o célculo
do diametro forneceu uma medida de qualidade de aproximacao do intervalo solucao em

relagao ao valor real.

6.1 Distribui¢cao Uniforme

Na Tabela 15 mostram-se os valores dos didmetros obtidos em cada uma das

solugoes para a forma intervalar, utilizando o método da extensao e da imagem intervalar.

Tabela 15 — Analise dos Didmetros da Distribuicdo Uniforme

Andlise dos Didmetros dos Intervalos

Distribuicao Método Exemplo Diametro
Uniforme Extensao Intervalar 1 1.00 x 10~
Extensao Intervalar 2 1.00 x 1071

Uniforme Imagem Intervalar *Divi dir} do em 5 1.90 x 10~ 14
Imagem Intervalar | . . diniio om 10 | 208 x 10~

Imagem Intervalar *Dividijdo om 5 2.52 x 10714

Imagem Intervalar *Divi din?io em 10 2.63 x 10714




52 Capitulo 6. Andlise Numérica

Analisando os resultados, observa-se que todos os didmetros sao nulos até a 14*
casa decimal, verifica-se que o intervalo encapsulador possui qualidade de aproximacao
do valor real.

A Tabela 16 apresenta os valores obtidos para a estimativa de erro absoluto e
erro relativo em relacdo aos intervalos resultantes da aplicacdo dos dados dos exemplos a

distribuicao Uniforme.

Tabela 16 — Analise dos Erros da Distribuicao Uniforme

Anaélise Numérica dos Intervalos com Imagem Intervalar

Exemplo Erro Absoluto Erro Relativo
*Dividirido om 5 8.88 x 10716 <9.57 x 10715 | 2.66 x 1071° < 2.87 x10~ 14
*Dividmgo em 10 | 036 % 10716 <1.04 x 1071 | 1.67x 10716 < 3.13 x 10716
*Dividirfdo om 5 1.25x 10716 <1.26 x 10716 | 5.28 x 10713 < 5.30 x 10713
*Dividin?io em 10 1.20x 107 <1.31 x 1071 | 5.06 x 10712 < 5.52 x 10713

Para o erro absoluto, verifica-se que a diferenca entre o valor exato e o ponto médio
do intervalo encapsulador, no exemplo 1 dividindo o intervalo em 5 subdivisdes apresenta
resultados onde a diferenca nas casas decimais ocorre na 16* casa decimal. No exemplo
1, dividindo o intervalo em 5 subdivisdes apresenta resultados onde a diferenca nas casas
decimais ocorre somente na 17* casa decimal.

Nas duas subdivisoes do exemplo 2 a diferenca nas casas decimais ocorre na 14*
casa decimal. O resultado da divisdo do didametro do intervalo pela metade também
mantém a mesma caracteristica, certificando que a solucao proposta no presente trabalho
apresenta qualidade boa quanto a estimativa de erro absoluto. Para o erro relativo, a
desigualdade se manteve valida em todos os resultados obtidos, indicando a qualidade do
intervalo.

Na Figura 8 temos o grafico do comportamento da fun¢ao com distribui¢cao uni-
forme, onde o minimo e o maximo da funcdo encontram-se nos extremos. Diante disso,
ao usarmos o método da imagem intervalar ndo teremos uma variagdo significativa nos
resultados esperados, pois a fungao com distribui¢ao uniforme sera sempre constante, nao
sofrendo variacao entre os maximos e minimos da imagem, o que nesse caso é preferivel

utilizar o método da extensao intervalar.
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Figura 8 — Grafico do Comportamento da Distribui¢ao Uniforme
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6.2 Distribuicao Exponencial

Na Tabela 17 mostram-se os valores dos didmetros obtidos em cada uma das

solugoes para a forma intervalar, utilizando o método da extensao e da imagem intervalar.

Tabela 17 — Anélise dos Diametros da Distribuicao Exponencial

Analise dos Didmetros dos Intervalos

*Dividindo em 10

Distribuicao Método Exemplo Diametro
Exponencial | Extensao Intervalar 1 1.00 x 10~ 14
Extensdo Intervalar 2 0.00 x 10714
Exponencial | Imagem Intervalar *Divi diri do em 5 6.66 x 10716
Imagem Intervalar | ;. . dinilo om 10 | 191X 10715
Imagem Intervalar *Dividijdo om 5 3.14x 10714
Imagem Intervalar 2 7.16 x 10714

Analisando os resultados, observa-se que o didmetro do exemplo 1, utilizando o

método da imagem intervalar e dividindo o intervalo em 5 subdivisdes é nulo até a 16*

casa decimal, os didmetros do exemplo 1 e 2, utilizando o método da imagem intervalar

e dividindo o intervalo em 10 subdivisoes sao nulos até a 15% casa decimal e os didmetros

dos dois exemplos utilizando o método da extensao intervalar e do exemplo 2 utilizando

o método da imagem intervalar e dividindo o intervalo em 5 subdivisoes sao nulos até a

142 casa decimal.

A Tabela 18 apresenta os valores obtidos para a estimativa de erro absoluto e

erro relativo em relacao aos intervalos resultantes da aplicacao dos dados dos exemplos a

distribuicao Exponencial.
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Tabela 18 — Andlise dos Erros da Distribui¢ao Exponencial

Analise Numérica dos Intervalos com Imagem Intervalar

Exemplo Erro Absoluto Erro Relativo
*Dividir}do om 5 0.00 x 10716 <3.33 x 1076 | 0.00 x 10716 < 1.57 x10~15
*Dividmzo em 10 | 0-28% 10716 <9.71 x 10716 | 1.31x 10716 <4.57x 10715
*Dividijdo om 5 | 131X 1071 <1.57x 107 | 278 x 10714 < 3.34 x 10714
*Dividinio om 10 | 344 10715 <3.60 x 107 | 7.30 x 10715 < 7.65 x 1071°

Para o erro absoluto, verifica-se que a diferenca entre o valor exato e o ponto médio
do intervalo encapsulador, no exemplo 1 dividindo o intervalo em 5 subdivisoes apresenta
resultados onde a diferenca nas casas decimais é nula até a 18* casa decimal. No exemplo
1, dividindo o intervalo em 10 subdivistes apresenta resultados onde a diferenca nas casas
decimais ocorre somente na 17* casa decimal. No exemplo 2 dividindo o intervalo em 5
subdivisoes apresenta resultados onde a diferenca nas casas decimais é nula até a 14* casa
decimal e quando dividido em 10 subdivisoes a diferenga nas casas decimais é nula até
a 15° casa decimal. Para o erro relativo, a desigualdade se manteve valida em todos os
resultados obtidos, indicando a qualidade do intervalo.

Na Figura 9 temos o grafico do comportamento da funcao com distribuicao expo-
nencial, onde o minimo e o maximo da fun¢ao encontram-se nos extremos. Diante disso,
ao usarmos o método da imagem intervalar ndo teremos uma variagdo significativa nos
resultados esperados, pois dependendo dos valores de entrada os resultados nao sofrerao

variacoes entre os maximos e minimos da imagem.

D_
o

2 Rr R
nnon

O=mwm

15

10

05

0o

Figura 9 — Gréfico do Comportamento da Distribuicao Exponencial
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6.3 Distribuicao de Pareto

Na Tabela 19 mostram-se os valores dos didmetros obtidos em cada uma das

solugoes para a forma intervalar, utilizando o método da extensao e da imagem intervalar.

Tabela 19 — Analise dos Didmetros da Distribuicao de Pareto

Andlise dos Diadmetros dos Intervalos

Distribuicao Método Exemplo Diametro
Pareto Extensao Intervalar 1 1.00 x 10~
Extensao Intervalar 2 1.00 x 10711

Pareto Imagem Intervalar “Divi diri do em 5 1.13x 10713
Imagem Intervalar *Divi din%:lo em 10 6.07 x 10714

Imagem Intervalar *Dividir?do om 5 2.16 x 10713

Imagem Intervalar *Divi din?io em 10 1.20 x 10713

Analisando os resultados, observa-se que o diametro do exemplo 1 e 2, utilizando o
método da extensao intervalar e o diametro do exemplo 1, utilizando o método da imagem
intervalar, quando o intervalo é divido em 5 subdivisoes é nulo até a 14* casa decimal, ja
os demais diametros sao nulos até a 13* casa decimal.

A Tabela 20 apresenta os valores obtidos para a estimativa de erro absoluto e
erro relativo em relagao aos intervalos resultantes da aplicacgao dos dados dos exemplos a

distribuicao Pareto.

Tabela 20 — Anélise dos Erros da Distribuicao de Pareto

Anaélise Numérica dos Intervalos com Imagem Intervalar

Exemplo Erro Absoluto Erro Relativo
*Dividir}do om 5 2.02x 1071 <568 x 10713 | 1.27 x 10713 < 3.57 x10~13
*Dividin%io em 10 2.27x 107 <3.03 x 107™ | 1.42x 10713 <1.90 x 10713
*Dividir?do om 5 450 x 10714 <1.08 x 10713 | 1.53 x 10713 < 3.69 x 1013
*Dividin%lo om 10 4.49x 107 <6.02 x 10~ | 1.53 x 10713 < 2.05 x 10713

Para o erro absoluto, verifica-se que a diferenca entre o valor exato e o ponto médio
do intervalo encapsulador, em todos exemplos apresentam resultados onde a diferenca
nas casas decimais é nula até a 14* casa decimal. Para o erro relativo, a desigualdade se

manteve valida em todos os resultados obtidos, indicando a qualidade do intervalo.
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Na Figura 10 temos o grafico do comportamento da funcao com distribuicao de

pareto, onde o minimo e o maximo da funcdo encontram-se nos extremos. Diante disso,

ao usarmos o método da imagem intervalar ndo teremos uma variagao significativa nos

resultados esperados, pois dependendo dos valores de entrada os resultados nao sofrerao

variacoes entre os maximos e minimos da imagem.
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Figura 10 — Grafico do Comportamento da Distribuicdo de Pareto

6.4 Distribuicao Weibull

Na Tabela 21 mostram-se os valores dos didmetros obtidos em cada uma das

solucoes para a forma intervalar, utilizando o método da extensao e da imagem intervalar.

Tabela 21 — Anéalise dos Didmetros da Distribuicao Weibull

Andlise dos Didmetros dos Intervalos

Distribuicao Método Exemplo Diametro
Weibull Extensao Intervalar 1 1.00 x 10~
Extensao Intervalar 2 1.00 x 10714

Weibull Imagem Intervalar | ). . dir} doem 5 | 208 10715
Imagem Intervalar | . . dinldo om 10 | 322 10715

Imagem Intervalar “Divi dir? do em 5 5.68 x 10714

Imagem Intervalar *Dividin?io em 10 5.68 x 10714

Analisando os resultados, observa-se que os didmetros do exemplo 1 e 2, utilizando

o método da extensdao intervalar sdo nulos até a 13% casa decimal.

Os diametros do

exemplo 1, utilizando o método da imagem intervalar sao nulos até a 14* casa decimal,

ja os diametros do exemplo 2 sao nulos até a 13* casa decimal.
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A Tabela 22 apresenta os valores obtidos para a estimativa de erro absoluto e
erro relativo em relagdo aos intervalos resultantes da aplicagdo dos dados dos exemplos a
distribuicao Weibull.

Tabela 22 — Andlise dos Erros da Distribuigdo Weibull

Analise Numérica dos Intervalos com Imagem Intervalar

Exemplo Erro Absoluto Erro Relativo
*Dividiido om 5 4.72 x 10715 <1.05 x 107 | 3.56 x 10~ < 7.96 x10~14
*Dividinilo om 10 2.27x 107 <3.03 x 107 | 5.62x 10714 < 5.86 x 10714
*Dividijdo om 5 | 450x 1071 <1.08 x107 | 1.53 x 10712 < 3.69 x 10713
*Dividin?io em 10 2.33x 107 <2.84 x 1071 | 9.77x 107 < 1.18 x 10~ %3

Para o erro absoluto, verifica-se que a diferenga entre o valor exato e o ponto
médio do intervalo encapsulador, no exemplo 1 dividindo o intervalo em 5 e 10 subdivisoes
apresenta resultados onde a diferenca nas casas decimais é nula até a 15* casa decimal.
No exemplo 2, dividindo o intervalo em 5 e 10 subdivisoes apresenta resultados onde a
diferenga nas casas decimais ocorre somente na 14* casa decimal. Para o erro relativo, a
desigualdade se manteve valida em todos os resultados obtidos, indicando a qualidade do
intervalo.

Na Figura 11 temos o grafico do comportamento da fungao com distribuicao wei-
bull, onde o maximo da funcao ndo se encontra extremo. Diante disso, ao usarmos o
método da imagem intervalar, poderemos ter uma variacao significativa nos resultados
esperados, pois dependendo dos valores de entrada os resultados sofrerao variagoes entre
os maximos e minimos da imagem, o que nesse caso € preferivel utilizar o método da

imagem intervalar.
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Figura 11 — Grafico do Comportamento da Distribuicao Weibull



o8 Capitulo 6. Andlise Numérica

6.5 Analise Numérica com mais Subdivisoes

Com o intuito de fazer uma analise numérica mais precisa, para cada distribuicao
com os dois exemplos em questao, o intervalo foi dividido em 35 subdivisdes. Na Tabela 23
mostram-se os valores obtidos em cada uma das distribuicoes para a sua forma intervalar,
utilizando o método da imagem intervalar, bem como o diametro do intervalo gerado e o

tempo em segundos que cada solugao levou para computar o calculo.

Tabela 23 — Intervalo Dividido em 35 Subdivisoes.

Intervalo Dividido em 35 Subdivisées

Distribuicao Resultado Didmetro | Tempo (s)

Unif.-Ex.1 [0.333333333333322712 , 0.333333333333344084] | 2.13 x 10714 0.00943

Unif.-Ex.2 [0.023809523809507148 , 0.023809523809534165] | 2.70 x 10~ 1% 0.00904
Expon.-Ex.1 | [0.212200093365347398 , 0.212200093365349396] | 1.99 x 10~ 0.00747
Expon.-Ex.2 | [0.471195376476013672 , 0.471195376476020944] | 7.27 x 10~ % 0.01568
Pareto-Ex.1 0.159103584746277810 , 0.159103584746338594] | 6.07 x 10~ 0.01427
Pareto-Ex.2 0.292893218813437273 , 0.292893218813557732] | 1.20 x 10~ 13 0.01689
Weibull-Ex.1 | [0.132371996462548963 , 0.132371996462552211] | 3.24 x 10~ 1° 0.02559
Weibull-Ex.2 | [0.239150380870630785 , 0.239150380870687268] | 5.64 x 10~ 14 0.01890

Analisando os intervalos gerados, nota-se que a maioria dos didmetros aumenta-
ram, comparados com os resultados de quando o intervalo foi dividido em 5 e 10 subdivi-
soes, porém de forma pouca significativa, partindo do principio de que os exemplos usados
possuiam intervalos de entrada de comprimento pequeno. A Tabela 24 apresenta os va-
lores obtidos para a estimativa de erro absoluto e erro relativo em relacao aos intervalos

resultantes da aplicacdo dos dados dos exemplos a distribuicao Uniforme, Exponencial,

de Pareto e Weibull.

Tabela 24 — Anélise Numérica dos Intervalos com 35 subdivisoes.

Analise Numérica dos Intervalos com 35 subdivisoes

Distribuicao | Exemplo Erro Absoluto Erro Relativo
Uniforme 1 0.00x 107" <1.07x10-™ | 0.00x 10717 <3.21 x10~ ™4
Uniforme 2 6.48x 107" <1.35x 107 | 2.71x 107 <567 x 10~ 13
Exponencial 1 3.44x 107 <3.63x10~ | 730x 107 ° <7.71x 10~ 1°
Exponencial 2 0.83 x 10716 <1.02 x1071° [ 0.39 x 107 1° < 4.84 x 10~ 14
Pareto 1 227x1078 <3.04x107 " | 1.43x100P <191 x 1013
Parcto 2 451 x 100 <6.02 x10~ | 1.54 x 10"12 < 2.05 x 1013
Weibull 1 1.67x 107 <1.63x107™ | 1.25x 107 <1.23x 1013
Weibull 2 231 x 100 <282 %1071 | 9.67x 107 <1.18 x 1013

Para o erro absoluto e relativo, a desigualdade se manteve valida em todos os resul-
tados obtidos, indicando a qualidade do intervalo. Cabe salientar ainda que as férmulas
de medidas de erros absoluto, erro relativo e didmetro dos intervalos também foram codi-
ficadas na linguagem Python, possibilitando a computagao e obtencao de tais estimativas.

O cédigo implementado se encontra no Apéndice B.
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7 ANALISE DE COMPLEXIDADE

O termo complexidade refere-se, em geral, aos requerimentos de recursos necessa-
rios para que um algoritmo possa resolver um problema sob o ponto de vista computacio-
nal, ou seja, é a quantidade de trabalho dispendido pelo algoritmo (TOSCANI; VELOSO,
2009).

A seguir, apresentam-se as ordens de complexidade encontradas para cada uma
das fungoes de densidade de probabilidade utilizadas no presente trabalho, com entradas
intervalares, que utilizam a primitiva da fun¢do e computam o intervalo com o método

da imagem intervalar.

7.1 Imagem Intervalar

A imagem intervalar de uma funcao f, continua no intervalo x, é definida como
sendo o intervalo limitado pelo minimo e pelo maximo da imagem f(z), sendo x um
elemento encapsulado pelo intervalo X. Para a transformagdo de uma funcao real para a
sua forma intervalar, utilizando o método da imagem intervalar, quanto mais subdivisoes
esse intervalo tiver, teremos um intervalo solu¢ao mais correto. Para a implementacao das
funcoes de densidade Uniforme, Exponencial, Pareto e Weibull, foram utilizadas as suas
respectivas primitivas da funcao. Como a eficiéncia desse método depende do ntmero
de subdivisoes, a complexidade do mesmo para as distribuigoes é de ordem O(2"). O
algoritmo implementado pode ser encontrado no Apéndice A.

Na Tabela 25 ¢é possivel verificar de forma mais clara a ordem de complexidade

encontrada para cada distribuicao.

Tabela 25 — Esfor¢o Computacional das Distribuicoes

Esforco Computacional das Distribuigoes
Distribuicao Complexidade Intervalar
Método: Extensao Intervalar | Método: Imagem Intervalar
Uniforme 0(1) o2m)
Exponencial o(1) o2m)
Normal - -
Beta 0(1) -
Pareto 0(1) o2m)
Gama - -
Weibull 0(1) o2m)

A partir da andlise da complexidade computacional dos algoritmos propostos para
computar as func¢oes com entradas reais, é possivel afirmar que utilizando a primitiva da
funcao como solugao, os algoritmos sao executados em uma complexidade menor, ou seja,
menos trabalho para computar o resultado. Com a utilizacdo da primitiva da funcao,
juntamente do método da extensao intervalar podemos observar que os algoritmos sao
executados em uma complexidade menor do que comparado com o uso do método da

imagem intervalar.
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8 CONCLUSAO

Quando se trabalha com computacdo numérica, um dos fatores de maior impor-
tancia ¢ a exatidao da resposta desses calculos. Com isso, sempre se procura chegar a
resultados cada vez mais exatos e com um menor erro possivel contido neles, entao a ma-
tematica intervalar surge com o objetivo principal de realizar um controle automatico de
erros dos calculos, retornando respostas com uma maior exatidao. No estudo das variaveis
aleatérias sobre o conjunto dos reais, R, um dos problemas esta no calculo da funcao den-
sidade de probabilidade, visto que seu valor numérico resultante no computador é dado
por aproximacao devido a representacao em aritmética de ponto flutuante, portanto afe-
tado por erros de arredondamento ou truncamento. Desta forma, algoritmos intervalares,
em contraste com os algoritmos pontuais, computam um intervalo como solugao, com a
garantia de que a resposta pertence a este intervalo.

Para transformar uma funcao intervalar a partir de uma funcao real, sao usados
dois métodos, o método da extensao intervalar e o método da imagem intervalar. O
primeiro método citado, é definido de maneira que cada ocorréncia da variavel real x é
substituida pela variavel intervalar X e cada operacao aritmética pela respectiva operacao
intervalar, porém sabe-se que esse método depende da forma com que a funcdo estd
expressa, ou seja, se essa fungao for escrita de uma forma diferente, teremos um resultado
diferente, o que torna esse método desvantajoso. Ao contrario da extensao intervalar, a
imagem intervalar nao depende da forma com que a funcdo estd expressa e é definida
como o intervalo limitado pelo minimo e pelo méximo da imagem de f(x), sendo x um
elemento do intervalo X.

A partir de estudos na literatura que mostram que o método de imagem intervalar
pode resultar em intervalos menores, porém com um esfor¢o computacional maior, o
presente trabalho teve como objetivo fazer um comparativo dos métodos de extensao e
imagem intervalar aplicados nas func¢oes densidade de probabilidade com distribuicoes, as
quais ja foram definidas e resolvidas com o método de extensao.

Feita a analise numérica, a qual busca avaliar a qualidade dos intervalos solugao,
foi possivel perceber que, em alguns casos, o método de imagem foi melhor, como por
exemplo na distribuicdo Exponencial e Weibull, em outros casos nao houve diferencas
significativas.

Quanto ao esforco computacional, fica claro que o método da imagem intervalar
depende do niimero de subdivisoes do intervalo e analisando o algoritmo implementado,
verifica-se que ele utiliza a técnica de forca bruta ou também chamada de busca exaustiva.
E uma técnica trivial, onde sdo testadas todas as possibilidades existentes de um deter-
minado problema e sabendo que quantos candidatos a solugao o problema tem, maior é
o custo de execucao do seu algoritmo. Por esse motivo, o método da imagem intervalar

assume uma ordem de complexidade exponencial.
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Com isso, é possivel concluir que ainda assim o método de extensao intervalar
¢é preferido quando é preciso resolver uma funcao densidade de probabilidade a qual se
conhece a forma analitica da funcao. Porém, pelo que foi apresentado nos trabalhos
relacionados, existem falhas na aritmética de Moore e, outras aritméticas podem retornar

resultados mais confidveis e corretos do que a extensao intervalar de Moore.

8.1 Trabalhos Futuros

Como ficou claro no presente trabalho, a aritmética definida por Moore apre-
senta algumas limitagoes com cédlculos de intervalos, como intervalos com didmetro muito
grande, por exemplo, portanto para trabalhos futuros, pretende-se investigar outras arit-
méticas, como a aritmética multidimensional RDM, a fim de contornar essa e outras
limitacOes e assim retornar resultados mais corretos. Por outro lado, ainda nao foi de-
monstrado na literatura que, em termos computacionais, essa aritmética também sera
mais eficiente, retornando problemas com uma ordem de complexidade melhor que os
resolvidos por Moore. Outro objetivo futuro ¢ de testar exemplos com intervalos maiores,

a fim de investigar se o método da imagem se comporta de maneira diferente.
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ANEXO A - ANEXO A- IMPLEMENTACAO DO METODO DA
IMAGEM INTERVALAR

Todas as implementacoes descritas no decorrer deste anexo foram realizadas utili-
zando o ambiente de desenvolvimento intervalar composto pela linguagem de programacao

Python e o pacote de extensao intervalar IntPy, para essa mesma linguagem.

#from __future__ import division
from scipy import integrate
import time

import math

#from intpy import *

class ImglInt:

def __init__(self, x, y, division):
if x > y:
self.inf =
self.sup = x
else:
self.inf = x
self.sup =y

self.increment float ((self.sup - self.inf)/division)

#self.sup += self.increment
def _ _repr__(self):
return (str(self.inf) + " " + str(self.sup) + " " + str(

float (self.increment)))

def executeIntegration(function, a, b, xlistVar):

auxA = a.inf
resultMin = float("inf")
resultMax = float("-inf")

while auxA <= a.sup:
auxB = b.inf
while auxB <= b.sup:
if auxB > auxA:
result, err = integrate.quad(function, auxA, auxB

listVar)

, args

resultMax max (resultMax, result)

resultMin min(resultMin, result)
else:
result, err = integrate.quad(function, auxB, auxA

, args = listVar)
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68 ANEXO A. Anexo A- Implementacio do Método da Imagem Intervalar
resultMax = max(resultMax, result)
resultMin = min(resultMin, result)
if not b.increment:
break
auxB += b.increment
if not a.increment:
break
auxA += a.increment
return [resultMin, resultMax]
def FunctionIntervalarIMG (function, listImgVar, listVar = []):
for var in listImgVar:
if not isinstance(var, ImglInt):
return "erro"
aux = listImgVar [0]. inf
resultMin = float("inf")
resultMax = float("-inf")
if len(listImgVar) <= 1:
while aux <= listImgVar [0].sup:
listVar.append (aux)
result = function(xlistVar)
resultMax = max(resultMax, result)
resultMin = min(resultMin, result)
aux+=float(listImgVar [0].increment)
else:
while aux <= listImgVar [0].sup:
listVar.append (aux)
result = FunctionIntervalarIMG(function, listImgVar
[1:], listVar)
resultMax = max(resultMax, result[1])
resultMin = min(resultMin, result[0])
aux += float(listImgVar [0].increment)
del listVar[-1]
return [resultMin, resultMax]
def IntegrateIntervalarIMG(function, ImgVarA, ImgVarB, listImgVar

= []1, listVar = []):
if not listImgVar:
return executelntegration(function, ImgVarA, ImgVarB,
listVar)
aux = listImgVar [0]. inf

*
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float ("inf")
float ("-inf")
while aux < listImgVar [0].sup:

resultMin

resultMax

listVar.append (aux)
result = IntegrateIntervalarIMG(function,
ImgVarB, listImgVar[1:], listVar)

resultMax max (resultMax, result[1])

min(resultMin, result [0])

resultMin
aux += float(listImgVar [0].increment)
del(listVar[-1])

return [resultMin, resultMax]

ImgVarA,
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ANEXO B - ANEXO B - ERROS

from intpy import *

import sys

arquivo = open("1l.txt", ’r’)
txt = arquivo.read()
entradas = []

for le in txt.split("\n"):
entradas.append(le.split (" "))

le = arquivo.readline ()

del entradas[-1]

print entradas

#Calculates Relative Error

def relativeError (xInt,xReal):

try:
r = abs((xReal - m(xInt))/xReal)
error = (diam(xInt))/(2*xInt.inf)
except:
r = "NaN"
error = "NaN"

return ’Y%.18f°%r+" <= "+ % .18f’%error

#Calculates interval diameter
def diam(xInt):
return xInt.sup - xInt.inf
def m(xInt):
return (xInt.inf + xInt.sup)/2.0

#Calculates absolute error

def absError (xInt, xReal):
try:
r = abs((xReal - m(xInt))/xReal)
error = (diam(xInt)/2)

except:
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72 ANEXO B. Anexo B - Erros
r = "NaN"
error = "NalN"
return ’Y%.18f°%r +" <= " + Y% .18f’%error
for x1, x2, real in entradas:

x = IReal(xl, x2)

print ("intervalo: " + str(x) + " Resultado Real" + real)
print ("Erro Absoluto: " + absError(x, float(real)))
print ("Erro Relativo: " + relativeError(x, float(real)))

print ( === =========================================== ")



