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RESUMO

Quando trabalhamos com célculos numéricos em ambientes computacionais, operamos
sobre numeros de ponto flutuante. Dessa forma, o resultado é apenas uma aproximacao
de um valor real e erros gerados por arredondamentos ou truncamentos podem levar a
resultados incorretos. Uma das alternativas de contornar os erros causados pela maquina
¢é a utilizagao da aritmética intervalar, que torna possivel obter resultados intervalares com
maior exatiddo e com menor erro contido. Métodos numéricos utilizam uma sequéncia
finita de operagoes aritméticas basicas. Estes algoritmos estao sujeitos a erros que sao
propagados devido ao grande niimero de calculos artiméticos realizados no computador.
Quando nao é possivel encontrar a primitiva da func¢do na forma analitica, nao podemos
usar outros métodos que ndo os numéricos. Sendo a integracao numérica obtida por
aproximacao, o resultado é afetado por erros. Na literatura existem métodos de integracao
intervalares, como a Integral de Moore, Integral de Bedregal, Integral de Rall e Simpson
Intervalar, porém ainda nao foi definida a forma intervalar do método dos Trapézios.
Nesse contexto, o presente trabalho possui o objetivo de definir de forma intervalar o
método de integracao dos Trapézios, utilizando o método de extensao intervalar, para
que seja possivel realizar a implementacao do método em um ambiente de programacao
com suporte ao tipo intervalo. A fim de verificar os resultados obtidos, foi realizada
uma analise numérica através do calculo do didmetro do intervalo, e dos erros relativo e
absoluto. Além disso, foi realizado um comparativo com o método de Simpson intervalar.
Ao utilizar o método dos Trapézios Intervalar, foi possivel obter resultados intervalares
com erros aceitaveis e manter um tempo de processamento menor que ao utilizar o método

de Simpson Intervalar.

Palavras-chave: Aritmética intervalar. Métodos numéricos. Integracao numérica. Inte-

gracao intervalar. Método dos Trapézios.






ABSTRACT

When working with numerical calculation in a computacional system, we operate on
floating-point numbers. This way, the result is only an aproximation and errors genera-
ted by arredondations or truncations can lead to incorrect results. One of the alternatives
to bypass the errors caused by the machine is the utilization of intervals arithmetic which
makes possible to obtain intervals results with greater accuracy and with a lower con-
tained error. Numerical methods look for develop algorithms using a finite sequence of
basic arithmetic operations. When it is not possible to find the primitive of a function
in its analitic form, we can not use other method than the numerical method. Being the
numerical integration obtained through aproximation the result is affected by errors. In
the literature there are interval integration methods, such as the Moore Integral, Bedre-
gal Integral, Rall Integral, and Interval Simpson Method, but still the interval form of
Trapezoidal method is not defined. In this context, the present work has as objective to
define the interval form of the Trapezoidal method, using the interval extension method,
to, posteriorly, implementate the method in a programation environment that supports
the interval type. In order to verify the results obtained, a numerical analysis was per-
formed by calculating the diameter of the interval, and the relative and absolute errors.
In addition, a comparison was made with the Simpson interval method. When using the
interval trapezoidal method, it was possible to obtain interval results with acceptable
errors and to mantain a lower processing time than that obtained when using the interval

Simpson method.

Key-words: Interval arithmetic. Numerical methods. Numerical integration. Interval

integration. Trapezoidal method.
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1 INTRODUCAO

Na aritmética de ponto flutuante, niimeros reais sao aproximados por um subcon-
junto chamado nimeros de maquina. Devido a essa representacao sao gerados alguns
tipos de erros. Tais erros ocorrem quando: um valor real de entrada ¢ aproximado para
um numero de maquina; resultados intermediarios gerados na execucao de cada operacao
e que vao se acumulando; e ainda quando os dados de entrada sao incertos. Pode-se en-
contrar também erros devido a conversoes realizadas pela maquina. Os valores de entrada
normalmente sao fornecidos na base decimal, necessitando que sejam convertidos para a
base binaria, a qual pode ser computada pelo sistema, e depois, convertidos novamente
para gerar uma saida ao usuario (RUGGIERO; LOPES, 1996).

A andlise numérica de erros é um processo importante para se obter resultados
confidveis e precisos em processos computacionais. O emprego de técnicas intervalares
pode ser aplicado para contornar esses erros, tornando possivel obter resultados mais
exatos e com menor erro contido. Através da andlise intervalar, tem-se um controle
automatico de erros com limites confidveis.

Na matematica intervalar, em vez de se aproximar um valor real X para um niimero
de maquina, ele é aproximado por um intervalo X, que possui como limite inferior e
superior numeros de maquina de forma que o intervalo contenha x. O tamanho deste
intervalo pode ser usado como medida para avaliar a qualidade de aproximacgao, quanto
menor o tamanho do intervalo melhor é sua qualidade (RATSCHEK; ROKNE, 1988).

O célculo numérico de integrais aparece constantemente na resolucao de diversos
problemas que nao podem ser resolvidos analiticamente, ou requerem muito esfor¢o hu-
mano, e seu procedimento sera facilitado por métodos computacionais. Quando nao é
possivel encontrar primitivas das fung¢oes na forma analitica, ndo podemos usar outros
métodos que nao os numéricos. As aplicagoes imediatas de integrais definidas residem em
varios dominios da engenharia, fisica, teoria da probabilidade, entre outras (NOBREGA,
2012).

Os métodos numéricos sao algoritmos que utilizam uma sequéncia finita de ope-
ragOes aritméticas basicas. Estes algoritmos estdo sujeitos a erros de arredondamento
e truncamento, que sao propagados devido ao grande niimero de calculos intermediarios
realizados no computador (MONTEIRO, 2012). Dentre os métodos numéricos de integra-
¢ao, a simplicidade da féormula do método dos Trapézios é um dos fatores que o tornam
atrativo para solucao de problemas, pois é de facil aplicagdo. Além disso, o método dos
Trapézios pode ser aplicado a qualquer nimeros de subintervalos n.

Na literatura existem diversos métodos de integracao intervalares, como a Integral
de Moore (MOORE; STROTHER; T.YANG, 1960), Integral de Bedregal (NOBREGA
G. A. S; BEDREGAL, 2010), Integral de Rall (RALL, 1982) e Simpson Intervalar (CA-
PRANI; MADSEN; NIELSEN, 2002).

O objetivo deste trabalho é definir de forma intervalar o método dos Trapézios,
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a fim de complementar a literatura, ja que o mesmo ¢é inexistente. Apds a definicao do
método com entradas intervalares, sera feita sua implementagdo na linguagem Python,
utilizando o pacote Intpy (BARRETO, 2016), que possui definido o tipo intervalo e ope-
ragoes sobre o tipo. Para validar os resultados do método intervalar, este sera aplicado
em fungoes da literatura por seus valores exatos serem conhecidos. Sera feita a compara-
gao com o método de Simpson Intervalar (CAPRANI; MADSEN; NIELSEN, 2002), para
analisar o qualidade do intervalo solu¢ao retornado pelo método dos Trapézios. Adicio-
nalmente, calculou-se o tempo de processamento para os dois métodos de integracao, a

fim de verificar se o tempo de execucao do método dos Trapézios justifica seu uso.

1.1 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho ¢ definir de forma intervalar o método de
integracdo dos Trapézios, utilizando as propriedades da matematica intervalar. A fim
de atingir o objetivo principal, os objetivos especificos a serem executados sao listados e

detalhados logo abaixo:

e Definir com entradas intervalares o método de integracao dos Trapézios: Na lite-
ratura encontram-se alguns métodos de integracao intervalar como o método de
Simpson Intervalar, Integral de Moore, Integral de Bedregal e Integral de Rall. Sera
aplicado o método de extensao intervalar para definir o forma intervalar do método

composto de Trapézio.

e Apés ser definida a forma intervalar, implementar o método dos Trapézios, tanto
real quanto intervalar. Utilizar, para isso, a linguagem de programacao Python
(PYTHON, 2017), juntamente com a biblioteca IntPy, desenvolvido por Barreto e

Campos (2008), a qual possibilita a programagao com entradas intervalares.

e Analisar a qualidade do intervalo encapsulador: O intervalo resultante para o mé-
todo dos Trapézios intervalar sera analisado usando as medidas de erro absoluto e
relativo e o calculo de diametro do intervalo, para assim mostrar a qualidade do

intervalo solugao encontrado.

e Comparar o método intervalar dos Trapézios com o método de Simpson Intervalar:
Serao analisados os resultados obtidos pelo método dos Trapézios e o método de
Simpson, a fim de comparar os intervalos solugao retornados e, assim, poder avaliar

qual retorna intervalo com melhor aproximacao e melhor tempo de processamento.

1.2 Organizacao deste trabalho

Esse trabalho organiza-se da seguinte maneira:
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O Capitulo 2 apresenta uma fundamentacao tedrica sobre matematica intervalar,
citando os principais conceitos, o método da extensao intervalar e as operagoes ariméticas
basicas. Apds, descreve-se o ambiente IntPy e o conceito de exatidao méaxima oferecido
por tal pacote.

O Capitulo 3 apresenta trabalhos ja desenvolvidos, na area da matematica inter-
valar e integracao numeérica, os quais serviram de referéncia para o desenvolvimento deste
trabalho.

No Capitulo 4 sao apresentados dois métodos de integracao numérica, o método
dos Trapézios e o método de Simpson, nas formas com valores reais e intervalares.

O Capitulo 5 apresenta os resultados obtidos neste trabalho, através da anélise nu-
mérica da qualidade dos intervalos encapsulares dos métodos de integracao dos Trapézios
Intervalar e Simpson Intervalar.

O Capitulo 6 apresenta as considerac¢oes obtidas no presenta trabalho, e as pers-
pectivas de trabalhos futuros, os quais se deseja desenvolver a partir do conhecimento
adquirido no presente trabalho.

Por fim sao apresentadas as referéncias bibliograficas.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serao apresentados conceitos da matematica intervalar, suas de-
finicoes e operagoes basicas que servirao como base tedrica para o desenvolvimento da
monografia. Também sera explicado o método da extensao intervalar, que serd aplicado
no método dos Trapézios. Por fim, serd apresentado o ambiente computacional com su-
porte ao tipo intervalo, IntPy (BARRETO; CAMPOS, 2008), o qual serd utilizado para

implementar o método dos Trapézios na forma intervalar.

2.1 DMatematica Intervalar

A matemadtica intervalar é uma ferramenta para a solugdo de problemas relaci-
onados com erros numéricos, com base em um sistema algébrico formado por todos os
intervalos fechados e operagoes definidas sobre ele.

Segundo Ratschek e Rokne (1988), os computadores empregam aritméticas de
ponto flutuante. Nessa aritmética, niimeros reais sao aproximados por um subconjunto
dos reais, chamado nimeros de maquina. A representacao de um ntmero depende da
base escolhida ou disponivel na maquina em uso e do niimero maximo de digitos usados
em sua representacao (RUGGIERO; LOPES, 1996). Devido a representagao de ponto
flutuante, sdo gerados alguns tipos de erros. Define-se por erro a diferenca entre o valor
obtido por meio de aproximagao e o valor exato.

Os erros ocorrem quando um valor real de entrada é aproximado para um ntimero
de maquina, como no caso do numero m = 3, 1415..., o qual é um namero irracional, nao
pode ser representado por um ntimero de digitos decimais finitos, podendo ser aproximado,
por exemplo, para o nimero de maquina 3,14. Neste caso, o erro depende exclusivamente
da aproximagcao escolhida para 7, podendo ser um erro de arredondamento ou trunca-
mento. Também ocorrem erros devido aos resultados intermediarios gerados na execugao
de operacoes aritméticas que vao se acumulando. Outro tipo de erro ocorre quando os da-
dos de entrada sao incertos, o que geralmente ocorre em experimentos. Pode-se encontrar
também erros devido a conversoes realizadas pela maquina.

Uma das alternativas de contornar erros causados pela maquina é a utilizacdo de
intervalos para representar valores reais, o que torna possivel o controle automatico de
erros com limites confidveis (LORETO, 2006), onde o intervalo solu¢do contém o valor
real.

Segundo Moore (1966), a matematica intervalar utiliza intervalos fechados de nu-

meros reais, conforme a defini¢do abaixo.

Definicao 1 (intervalo de reais): Seja R o conjunto dos nimeros reais e sejam x, T €
R, tais que x < . Entdo, o conjunto {z € Rlz < x < z} é um intervalo de reais ou

simplesmente um intervalo e serd denotado por x = [z, Z].
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Se z = &, o intervalo [z,Z] é denominado intervalo degenerado. O conjunto dos
intervalos de extremos reais R z e ¥ é denotado de IR.
Do ponto de vista computacional, dada uma fun¢ao f(z) de varidvel real = per-

tencente a um intervalo x = [z, Z] onde z,Z € R, a imagem da fungao f é dada por:

fx) =A{yly = f(x), (z <z < 1)}, (2.1)

onde é possivel determinar um intervalo y = [y, ] tal que f(x) C y, isto é y < f(x) <
y. A partir disso, pode-se entdo definir uma funcdo intervalar F associada a f pela

transformacao do intervalo [z, z] em [y, 9], de modo que
flx) e F(x) =y.

Defini¢ao 2 (funcao intervalar): Seja f : x — y uma fungio. Se x = Dom(f) € R
ey = Cod(f) € R, entao, dizemos que F €é uma fungao intervalar de uma varidvel

intervalar.

A funcao F, chamada extensao intervalar de f, deve ser a funcao que se afasta o
minimo possivel da diferen¢a da imagem f(z).
O erro obtido no célculo de f(x) a partir do intervalo x é dado pelo didmetro do

intervalo.

Defini¢ao 3 (dia@metro de um intervalo): O diametro de um intervalo € = [z, z] € R
¢ denotado por diam(xz) ou w(x), como sendo o nimero real nao negativo (xz € R*) tal

que w(x) =T — x.

O calculo de expressoes na aritmética intervalar consiste em usar extensao das
operagoOes aritméticas com um conjunto de fungoes padrao. O suporte para a realiza-
¢ao de operagoes matematicas sobre intervalos é o uso de arredondamentos direcionados
(KULISCH; MIRANKER, 1981), onde o extremo inferior z é arredondado para baixo (v7)
e o extremo superior = é arredondado para cima (A), resultando em um intervalo com
didmentro minimo, que contém a solucao.

Segundo Kreinovich (2003), o intervalo solugao, y = [y, ], pode ser obtido por
meio de métodos de aproximacao, técnicas de otimizagao, extensao intervalar, assim como
métodos para encontrar o melhor algoritmo, o qual estima intervalos mais estreitos, para
calcular a mesma fungao.

Na aritmética intervalar, uma distingao importante, é entre imagem intervalar de

uma funcao e avaliagdo intervalar da funcao.

Defini¢ao 4 (imagem da funcdo intervalar): A imagem intervalar de uma fungdio
f, continua no intervalo x, é definida como o intervalo limitado pelo minimo da imagem de
f(x) e pelo maximo da imagem de f(x), sendo x um elemento encapsulado pelo intervalo

x, de modo que:

Im(f(x)) = {[min[f(z)], maz[f(z)]|z € ]}.
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O método de extensao intervalar proposto por Moore (1966), também conhecido
como avaliagao intervalar (OLIVEIRA; DIVERIO; CLAUDIO, 1997), est4 baseado no fato
que em um computador, todo algoritmo consiste de operagdes elementares (aritméticas
e logicas). Para cada operagao elementar f(a,b), se sdo conhecidos os intervalos a e b
para a e b, pode-se computar a imagem exata f(a,b). Na extensao intervalar, repete-se a
computacao formando o programa f passo-a-passo, substituindo cada operacao elementar
de niimeros reais pela correspondente operacao da aritmética intervalar.

Em Santiago, Bedregal e Aciély (2006) a extensao intervalar do método é definida

a seguir.

Definicao 5 (extensdo intervalar): A funcgio F : IR — IR é uma extensdo intervalar
de uma fungio f: R — R, se para todo x € R, F([z,z]) = [f(z), f(z)].

Portanto, uma extensao intervalar de f ¢ uma funcao intervalar que tem valor real
quando os argumentos sao todos reais (intervalos degenerados) e coincide com f .

Exemplo Seja f(x) = 3z+x e um intervalo degenerado x = [2,2] C Dom(f) = R.
Substituindo x real por x intervalo, tem-se: F(x) = [3,3] x [2,2] 4+ [2,2] = [6,6] + [2,2] =
8,8]. Sabendo que f(2) = 6 + 2 = 8, tem-se entdo F([2,2]) = [f(2), f(2)]. Logo, F é
uma extensao intervalar da fungao real f (DUARTE, 2007).

Pode-se avaliar a corretude de uma fungao intervalar F' em relagao a uma fungao

real f, pela seguinte regra:

Definicao 6 Uma funcao intervalar F' estd correta em relagdo a funcao real f, se satisfaz
a propriedade: x € [z,z] — f(x) € F([z,Z]).

E possivel dizer que F é uma representacio intervalar de f. Um algoritmo inter-
valar A(x) esté correto em relagdo a f, ou a representa, se este pode ser interpretado em
uma funcdo intervalar parcial F que representa f(SANTIAGO; BEDREGAL; ACIOLY,
2006).

2.1.1 Operacgoes Aritméticas Intervalares Basicas

A aritmética intervalar foi desenvolvida principalmente por Moore (MOORE,
1966)(MOORE, 1979)(MOORE; KEARFOTT; CLOUD, 2009), e substitui calculos reais
por calculos sobre intervalos. A seguir serdo mostradas as operagoes de adi¢ao, subtragao,

multiplicacdo e divisao nos intervalos x = [z, 7] e y = [y, 9].

e Adicao: a operacgao de adicao entre dois intervalos x e y, é dada por:
X+y=[z+y T+

Exemplo: Sejam os intervalos reais x e y, sendo x = [2, 4] e y = [3, 7], tem-se
entdo x + y = [5, 11].
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e Subtracdo: a diferenca entre dois intervalos, x e y, é dada como:

Exemplo: Sejam os intervalos x=[2,4] e y=[3,7], tem-se entao x - y = [-5,1].

Multiplicagao: O produto entre x e y utiliza as operagoes de min e max, de modo
a considerar a possibilidade de valores negativos nos intervalos, sendo representado

por:

Xy= [mzn{£g7£g7i‘gv‘%g}vmax{igvggwfgaig}]

Se ambos intervalos forem de valores positivos, pode-se realizar a operacao de forma

simplificada:

Exemplo: Sejam os intervalos x = [2,4] e y = [1, 3], obtem-se o intervalo x -y =
[2,12].

Divisao: o quociente entre dois intervalos, considerando a possibilidade de valores

negativos, pode-se representado da seguinte forma:

x/y = [min{z/y,z/y,z/y,x/y}, max{z/y, x/y, 2 /y, 2 /y}].

Se ambos intervalos forem delimitados por valores positivos, pode-se realizar a ope-

racao de forma simplificada:

Exemplo: Sejam os intervalos x = [2,4] e y = [1,2]. O resultado da divisao sera o

intervalo x/y = (2, 2].

2.2 IntPy: pacote de aritmética intervalar

Existem diversas linguagens de programacao que permitem o desenvolvimento de

algoritmos para calculos numéricos com o tipo intervalo e operagoes sobre intervalos defi-

nidas, as quais sdo usualmente denominadas linguagens XSC (eXtended Scientifc Compu-
tations) (MESQUITA, 2004). O presente trabalho fard uso do pacote IntPy (BARRETO,
2016), que é uma biblioteca para a linguagem de programagao Python (PYTHON, 2017).

A implementacao de operacoes e algoritmos de forma intervalar em computadores é

realizada por meio do critério de semimorfismo, o qual foi proposto por Kulisch e Miranker
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(1981). Considerando que o problema do controle de erro numérico pode ser feito por
meio do uso de intervalos ao invés de nimeros reais, Kulisch e Miranker (1981) e Kulisch
(2008) propuseram que a implementacao da aritmética intervalar seja realizada utilizando
a chamada aritmética de exatidao maxima, o que significa a busca para que resultados
numéricos ou sejam um numero de ponto flutuante ou estejam entre dois ntimeros em
ponto flutuante consecutivos.

A biblioteca IntPy foi desenvolvida por Barreto e Campos (2008), e fornece um fra-
mework para a matematica intervalar com exatidao maxima, desenvolvido como software
livre usando a linguagem de programagao Python.

Aplicada & matematica intervalar, a aritmética de exatidao méaxima redefine a
aritmética intervalar de modo que possuam um arredondamento do sistema de ponto
flutuante, chamado de arredondamento direcionado (BARRETO; CAMPOS, 2008).

x+y=[Viz+y), @ +y).
x Xy = [min(s70), mazx(ANo)].

onde v/ constitui o arredondamento direcionado para baixo e A o arredondamento dire-
cionado para cima. ¢ representa o resultado da multiplicagao.

A 1ltima versao do pacote implementa intervalos com arredondamentos direciona-
dos, reconhece entrada de intervalos como strings e realiza as operagoes sobre intervalos.

Varjao (2011) desenvolveu extensoes intervalares para complementar o pacote
IntPy a fim de compor um ambiente auto validavel em Python para operagoes envol-
vendo intervalos. As extensoes intervalares implementadas por ele foram as fungoes, ex-
ponencial (exp), logaritmica (log), poténcia (pow), raiz quadrada (sqrt) e também fungoes
trigonométricas seno (sin), cosseno(cos) e tangente (tan).

No presente capitulo foram apresentados os principais conceitos da matematica
intervalar importantes para o entendimento do tabalho. Também foi apresentado o pacote
IntPy, o qual serd utilizado na implementacao do trabalho. O capitulo a seguir apresenta
os métodos numéricos de integracao, regra dos Trapézios e Simpson, assim como, os

métodos de integragao intervalares existentes na literatura.
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3 TRABALHOS RELACIONADOS

Este capitulo apresenta os trabalhos considerados relevantes e de maior relagdo com
o que esta sendo proposto na monografia. Além disso, s@o apresentados alguns resultados
obtidos em cada um desses, os quais serviram de referéncia para o desenvolvimento dos

objetivos apresentados.

3.1 Avaliacao de Esquemas Numéricos para Problemas Difusivos 2D Resol-

vidos com Volumes Finitos

O trabalho desenvolvido por Carvalho e Marchi (2009) avalia o desempenho de al-
guns esquemas numéricos para resolver problemas difusivos bidimensionais com o método
de volumes finitos. Para aproximar a integral da derivada da variavel dependente nas
faces dos volume de controle, foi usada diferenga central (CDS) com integracdo numérica
obtida pelas regras do Retangulo, Trapézio, Simpson e func¢ao biquadréatica com integral
analitica. Sao apresentados resultados do erro numérico e sua ordem efetiva comparado
com o tamanho dos volumes de controle para malhas com 2x2 a 512x512 volumes e trés
variaveis de interesse. Entre os esquemas avaliados e para uma mesma malha, a funcao
biquadratica resultou no menor erro numérico para todas as variaveis testadas.

No trabalho sao avaliados o erro numérico da solucao quando se utilizam diferentes
técnicas de integragao, e a convergéncia dos métodos, assim como o tempo de execucao.

A seguir sao apresentados alguns resultados visando mensurar o esfor¢o computaci-
onal necessario para se resolver os problemas com os métodos de aproximagdes numéricas.
A Tabela 1 apresenta os resultados do niimero de iteracoes necessarias para o método con-
vergir e o tempo de CPU para obter as solu¢des numéricas pelos métodos: Retangulos,

Trapézios, Simpson e a Funcao Biquadratica.

Tabela 1 — Numero de iteracao e tempo de CPU.

Interpolagao Iteragoes | Tempo de CPU(s) | Razao
Retangulo 125.342 672 1,00
Trapézio 65.713 684 1,02
Simpson 105.316 1.123 1,67
Funcao Biquadratica | 114.785 1.223 1,82

Nos resultados encontrados por Carvalho e Marchi (2009), mostrados Tabela 1,
podemos ver que tanto o nimero de iteragoes quanto o tempo de CPU do método dos
Trapézios foi menor que os demais.

Os autores concluiram que a média do erro de discretizagdo do esquema pela regra
do Retangulo é menor do que a dos esquemas pelas regras do Trapézio e Simpson na
solugdo da equacao de Laplace. Em relagdo ao esquema que converge no menor tempo

de CPU e para uma mesma malha, a funcao biquadratica gasta 82% a mais de tempo de
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CPU para atingir o mesmo critério de convergéncia no caso da equacao de Laplace, e 88%

a mais no caso da equacgao de advecgao-difusao.

3.2 Analise Numérica para a Solugao de Integrais ndao Elementares

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre integracdo numérica para resolver
integrais definidas de func¢oes continuas que nao possuem primitivas, ou cuja primitiva
seja de dificil obtencao. Foram aplicados e comparados os métodos de Traprézio e de
Simpson, e estimado o erro ao usar tais métodos de aproximacao.

O trabalho mostra a aplicagdo de métodos numéricos para encontrar o perimetro
de uma regiao delimitada por uma elipse. O célculo foi realizado utilizando a Regra do
Trapézio, Primeira e Segunda Regra de Simpson. A Tabela 2 apresenta os resultados

obtidos e a estimativa de erro.

Tabela 2 — Comparacao entre as regras de Trapézio e Simpson.

Técnica Formula | Perimetro | Qtd. Arame | Erros

Regra do Trapésio | ot | s | ;e | oo
Primeira Regra de Simpson | B | 160 | aner | oior
Segunda Regra de Smpson | o100 | 0G0 | sor | oot

Analisando os resultados, N6brega (2012) concluiu que para esta aplicagdo o me-
lhor resultado serd dado pela Regra do Trapézio na sua férmula composta, devido ao erro
encontrado ter sido o menor dentre os métodos aplicados.

Tendo em vista a aplicabilidade dos métodos numéricos nos diversos problemas da
vida real, o trabalho apresentou alguns modelos conhecidos, obtendo resultados coerentes
com aproximacoes ideais, sendo o modelo numérico muitas vezes a tnica maneira de
descrever sistemas reais em diversas areas como na engenharia civil, na matematica e na

teoria das probabilidades.

3.3 Extensao intervalar para as variaveis aleatérias com distribui¢ées Uni-

forme, Normal, Gama, Exponencial e Pareto

O trabalho desenvolvido por Finger (2014) teve como objetivo definir com entradas
intervalares as funcoes densidade de probabilidade com distribui¢do de Pareto e Gama,
utilizando o método de extensdo intervalar. Além disso, ela acrescenta a analise do es-
forco computacional dos algoritmos desenvolvidos, a partir dos resultados obtidos com as
implementacgoes utilizando o pacote IntPy.

Para obter o valor numérico das func¢oes densidade de probabilidade das variaveis

aleatorias continuas com distribui¢oes Uniforme, Exponencial, Normal, Gama e Pareto se
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faz necessario o uso de integragao numeérica, uma vez que a primitiva da fun¢ao nem sempre
¢é simples de se obter. Usando integracao numérica o resultado é obtido por aproximacgao
e, portanto, afetado por erros de arredondamento ou truncamento. Utilizando intervalos
para representar os nimeros reais, ¢ possivel controlar a propagacao desses erros, pois os
resultados intervalares carregam consigo a seguranca de sua qualidade.

Os intervalos foram obtidos utilizando o método de Simpson Intervalar, definido
por Caprani, Madsen e Nielsen (2002), e a partir da primitiva da fung¢do. Além disso, sdo
apresentados os resultados de qualidade para cada funcao de acordo com as medidas de
erro absoluto, erro relativo, e o calculo do diametro do intervalo.

A anélise de complexidade de um algoritmo representa a quantidade de trabalho
por ele gasto para resolver um determinado problema. O resultado da andlise foi obtido a
partir dos algoritmos implementados para cada distribuicao utilizando a primitiva da fun-
¢do, quando possivel e 0 método de Simpson, os quais podem ser observados na Tabela 3

apresentada logo a seguir.

Tabela 3 — Esfor¢co computacional das distribuicoes.

Distribuicéo Complexidade Real Complexidade Intervalar
Primitiva da Fungao | Simpson | Primitiva da Funcao | Simpson
Uniforme 0O(1) - 0(1) -
Exponencial O(1) o(2™) 0O(1) O(2™)
Normal - o(2m) - O(2™)
Gama - 0(2") - O(2")
Pareto 0O(1) 0(2") 0O(1) O(2")

A partir da analise da complexidade computacional dos algoritmos, verificou-se
que, ao utilizar intervalos para calcular a funcao densidade de probabilidade das variaveis
aleatorias continuas, a quantidade de trabalho despendido pelo algoritmo aumenta em
relacdo a forma real. Em ambas as formas, real e intervalar, as melhores solugoes foram
obtidas através da primitiva da funcao. Constatou que o esfor¢o computacional se mantém

0 mesmo, tanto na forma real quanto na intervalar.

3.4 Comparando Diferentes Métodos de Integracao Intervalar

Considerando que métodos numéricos podem ser usados para o calculo de integrais,
¢é necessario que estes sejam suportados pela matematica intervalar e pela aritmética de
exatidao maxima.

O trabalho desenvolvido por BALBONTI et al. (2015) compara os métodos de inte-
gracao intervalar para obter o método que retorna a melhor solucao com exatidao maxima.
Os métodos comparados foram: Simpson Intervalar, Integral de Bedregal e Integral de

Moore. A comparacao entre os métodos foi realizada pela validagdo do resultado e da
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analise da qualidade dos intervalos solugao através de medidas de Erro Absoluto e Erro
Relativo.

As medidas de erro aplicadas no trabalho foram:
e Erro Absoluto (EA):

FA =z —m(x)| < w(2x)7

onde x é o valor real, m(x) é o ponto médio do intervalo x e w(x) é o didmetro do intervalo
X.
e Erro Relativo (ER):

r —m(x) w(x)

ER =
x

2min|x|’
onde os parametros sao exatamente os mesmos do Erro absoluto, com excecao da expressao
min|x| que consiste no médulo limite inferior do intervalo.

Os métodos da Integral de Moore, Integral de Bedregal e Simpson Intervalar,
foram implementados usando a biblioteca IntPy. Foi considerada uma precisao de 14
casas decimais, e foram usadas funcoes simples para comparar os métodos. A comparacao

dos resultados é vista na Tabela 4 e Tabela 5.

Tabela 4 — Erro Absoluto.

Métodos Exemplo 1 Exemplo 2
6.2172489379%-15 < | 3.3784086639¢-13 <
9.72555369572¢e-14 | 5.12256903562¢-13

Simpson Caprani

Intenral de Bedreaa] | 5-881784197e-15 < 0.0 <
nbeer Te8aL 11 02140518266¢-14 | 9.99200722163¢-15
8.881784197¢-15 < 0.0 <

Integral de Moore

1.02140518266e-14 | 9.99200722163e-15

Tabela 5 — Erro Relativo.

Métodos Exemplo 1 Exemplo 2
Simpson Caprani | 1219878042776 14 <= | 4.032678280887 13 <=
1.97080922405¢-14 6.11461637512¢-13
1.79982577539¢-15 <= 0.0 <=
Integral de Bedregal | = 1007096417615 1.19270800555¢-14
Integral de Moore | 1-79982577539%¢-15 <= 0.0 <=
2.0697996417¢-15 1.19270800555¢-14

Analisando os resultados dos intervalos solucao e medidas de qualidade, erros
absoluto e relativo, os autores concluiram que os métodos da Integral de Bedregal e da
Integral de Moore obtém um intervalo solu¢ao melhor com maxima exatidao. BALBONI
et al. (2015) afirmam que um dos problemas de utilizar o método de Simpson Intervalar
é a alta complexidade, tal que para se obter resultados melhores o seu custo também é

aumentado devido ao ntimero de subdivisoes no intervalo de integracao.



3.5. Integracdo Intervalar Revisitada 27

3.5 Integracao Intervalar Revisitada

O trabalho apresenta uma visao geral das abordagens para autovalidagao de for-
mulas integracao e um algoritmo de integragao numérica verificado com uma adaptacao
estratégica. No trabalho, Galdino (2012) mostra dois métodos de integracao intervalar:
Regra de Trapézio e Regra 1/3 de Simpson aplicados a um conjunto de fungoes, a fim de
comparar o algoritmo adaptativo proposto. Este trabalho mostra uma definicao intervalar
para a Regra de Trapézio, sendo esta a regra simples do método. O método de Simpson
adaptativo consiste em calcular resultado delimintando uma tolerancia para o erro.

O principal mecanismo para obter um intervalo estreito de resultados é para au-
mentar o namero de subdivisdoes. Em seguida, consider-se a progressao do erro de discre-

tizacao a medida que aumenta-se n.

Tabela 6 — Regra dos Trapézios com verificacao

Subdivisoes Resultado Verificado
10 | 0,479421870930105, 6,395545854416262e-004
100 | 0,479428226049601, 16,395545891768606e-007
1000 | 0,479428226688739, 6,395906027023557e-010
10000 | 0,479428226688802, 1,002808946992673e-012
100000 | 0,479428226687608, 3,629152534045943e-012
1000000 | 0,479428226671977, 3,620936883663717e-011

Tabela 7 — Regra 1/3 de Simpson com verifica¢ao

Subdivisoes Resultado Verificado
10 | 0,479428217025575, 2,131848625963606e-007
100 | 0,479428226688792, 2,139066701545289%¢-012
1000 | 0,479428226688796, 7,244205235679146e-014
10000 | 0,479428226688723, 7,243095012654521e-013
100000 | 0,479428226688001, 7,241873767327434e-012
1000000 | 0,479428226680795, 7,241879318442557e-011

Observa-se que se o numero de subdivisoes for extremamente grande isso pode
levar a uma arredondamento significativo (mais termos na soma, cada um com um erro
de arredondamento para contribuir). A regra trapezoidal verificada com 10° subdivisoes
é maior do que 10* subdivisdes e verificada Simpson 1/3 regra com 10* as subdivisdes sdo
mais largas do que 103.

O autor cocluiu que a técnica adaptativa do intervalo geralmente é mais eficiente do
que o intervalo da regra de Simpson com resultados de intervalos estreitos, sendo possivel
controlar o erro, mas essa técnica aumenta o comprimento do intervalo, reduzindo a

precisao.
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3.6 Critérios para Analise e Escolha de Ambientes Intervalares

Dentre os varios ambientes computacionais intervalares, pode ser dificil a decisao
de qual é o mais adequado ou o melhor para se trabalhar na execucao de um trabalho
futuro. Balboni et al. (2014) desenvolveram uma andlise quanto aos critérios de qua-
lidade de software, critérios de linguagens de programacao e critérios de qualidade do
intervalo solu¢do. A andlise desses critérios foi realizada para os seguintes ambientes:
Maple Intervalar, IntLab, IntPy, C-XSC, Fortran-XSC, PascalXSC e Java-XSC.

Como ainda nao existem na literatura critérios para avaliar ambientes intervalares,
e pelos diferentes tipos de ambientes encontrados, que podem ser softwares, linguagens
de programacao ou bibliotecas, o trabalho utiliza como critérios para avaliar o melhor
ambiente intervalar: avaliacdo para linguagens de programacao, qualidade de software e
qualidade do resultado intervalar.

A fim de verificar qual ambiente retorna o intervalo solugao com melhor qualidade
(intervalo com menor didmetro), foi apresentada a andlise da qualidade dos intervalos
obtidos na linguagem C-XSC, no pacote IntPy, na biblioteca IntLab e no software Ma-
ple Intervalar. A analise foi realizada através da aplicacao dos indicadores estatisticos
descritivos intervalares: Média, Mediana, Varidncia, Amplitude Total, Desvio Padrao,
Coeficiente de Variacao, Covariancia e Coeficiente de Correlacdo. A Tabela 8 apresenta
um quadro onde sao mostrados os resultados intervalares obtidos a partir de valores reais

aplicados aos indicadores citados.

Tabela 8 — Valores reais e intervalares

Indicador Valores Reais C-XSC IntLab Maple Intpy
Medio | 210 | SOEC0 | D oan | atotod] | o1sinssman]
Medina | 212831 | it | ) | naas] | o1 491600000
Ampl. Total | 127571 | Lo | Sorern | 1oaon] | 12 15m0000]
Varncia | 143066 | Yu e | S | asoos] | 14306772815
Desvio Padsio | 878201 | S | W00 | Saoran] | 5 sotaotesso]
Coef. Variacao 0.178076 [gllggfggf [(?11775?5]’ [(())1177g5681], [(())117788877?9???52158]’
Cowineia | 5151528 | PIg0is | Sovug] | 5amms] | Soisiasa0ros]
Cout. Comelagio | 0645051 | yicuc | et | 063917 | 064501392065,

Concluiu-se, dentre as anélises realizadas, que a linguagem de programacao Python
apresentou os melhores resultados se tratando de exatidao, verificada com os critérios de

qualidade do intervalo, em comparacao a C-XSC e aos pacotes Maple Intervalar e IntLab.
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Além disso, salienta-se que o IntPy é de facil utilizacao e instalacdo, possui manual, é um

software gratuito e apresenta exatidao de resultados.
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4 METODOS DE INTEGRACAO NUMERICA E DEFINICAO DO ME-

TODO DOS TRAPEZIOS INTERVALAR
O presente capitulo apresenta uma breve introdugdo sobre integragao numérica,

as formulas e defini¢es, assim como as implementagoes, para os métodos de integra-
¢do explorados nesta monografia. A secao 4.1 apresenta o método dos Trapézios e a
definicao intervalar do método, realizada neste trabalho. Esta secdo também mostra a
implementagao do método intervalar, usando a liguagem Python e o pacote IntPy. A
se¢ao 4.2 apresenta o método de Simpson e sua definicdo intervalar, a qual é existente na
literatura.

A utilizacdo de métodos numéricos se faz necessaria quando: a expressao de f é
complexa de resolver, nao se conhece uma primitiva de f, ou cuja primitiva nao seja facil
de obter; a expressao de f é conhecida apenas em alguns pontos.

Se nao possuimos a expressao analitica de f, ndo podemos usar outro método que
nao o numérico. A integragdo numérica pode trazer bons resultados quando falham outros
métodos, e seus procedimentos sao facilmente implementados.

Existem dois métodos principais para desenvolver uma defini¢ao intervalar de uma
funcdo: o método da imagem intervalar e o método da extensao intervalar. Partindo dos
trabalhos de indicadores estatisticos intervalares feitos por Loreto (2006) e extensao inter-
valar para variaveis aleatérias com distribuigoes Uniforme, Normal, Gama, Exponencial
e Pareto, desenvolvido por Finger (2014), e a extensao intervalar do método de Simpson
Intervalar, desenvolvida por Caprani, Madsen e Nielsen (2002), os quais obtiveram resul-
tados satisfatorios usando o método de extensao intervalar, deu-se a escolha deste método
para a defin¢ao intervalar do método dos Trapézios na sua regra composta.

O método de Simpson Intervalar (CAPRANI; MADSEN; NIELSEN, 2002) foi
utilizado para analise neste trabalho por ser um método que dispoe de uma forma real,

sendo possivel um comparativo com o método dos Trapézios na forma real e intervalar.

4.1 Método dos Trapézios

e Forma real

A regra do trapézio é a versao mais simples dos métodos de Newton-Cotes, com n =
1, aproximada por um polinémio interpolador de primeiro grau, na qual usa-se apenas dois
pontos. Como a regra do Trapézio requer pelo menos um intervalo para cada aplicagao,
o inteiro n pode ser tanto impar quanto par. A féormula da regra simples é dada através
da seguinte equacao:
b h
| F@)de = S [ (o) + f()]. (4.1)
a
Essa equagao pode ser comparada pela féormula da area de trapézio, na qual h

seria a altura, f(xo) e f(x1) sdo as bases menores e maiores, respectivamente.
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A regra simples do trapézio produz um erro de truncamento, dado por:

h3 "
Br =2 f"(6), (42

em que rg < £ < x1, sendo ¢ a média das derivadas de segunda ordem.

Como o termo de erro para a regra do trapézio envolve f” a regra fornece o resul-
tado exato quando aplicada a qualquer funcao cuja segunda derivada seja identicamente
zero, ou seja, qualquer polinémio de grau menor ou igual a 1 (BURDEN; FAIRES, 2008).
Em questao do erro, esse método pode ser utilizado quando o intervalo [a,b] é pequeno.
Assim, a aproximagao é considerada razoavel.

Ao usar a regra dos trapézios simples obteremos um resultado impreciso (CLAU—
DIO; MARINS, 1994), logo se faz necessério aumentar a quantidade de intervalos para
melhorar a precisao do método. Se subdividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos e
em cada um deles aproximamos f por uma reta, ou seja, aplicamos novamente a regra
simples dos trapézios, obtém-se a regra composta dos trapézios, vista na Equagao (4.3).

Os valores de cada um dos pontos z; das subdivisoes podem ser obtidos a partir
da expressao: x; = xg + th.

A féormula composta dos trapézios sera:

n—1
[ oo = [t + 1) + 25 s (43)
a i=1
O erro de truncamento serd dado por:
o (b B a)h2 "
Bro = - ) (1.4

e Forma intervalar

O método composto dos Trapézios ainda nao possui defini¢do intervalar na litera-
tura, foi utilizado o método de extensao intervalar para realizar a definicdo. A féormula

do método dos Trapézios composto para entradas intervalares é definida como:

[ 1oe =0 ) 4 s 425 )

O método possui valores intervalares, sendo o h sustituido pelo didmetro do inter-

valo w(x).

e Implementacao do método dos Trapézios Intervalar

def trapezio intervalar(n,a,b):
x = [Real(a,b) #entrada do tipo intervalar
h = (x.sup — x.inf)/float (n) #tamanho do intervalo

aux = x.inf + h
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soma = IReal (0)
result = IReal (0)
listalnt = [] #lista de intervalos
for i in range (n—1):
listalnt = listalnt + [IReal(aux, aux + h)]
aux = aux + h
for i in range (n—1):
soma += IReal(2) x F(listalnt[i])
soma += F(listalnt|[i].inf) + F(listalnt[i].sup)
[i].sup) — (listaInt[i].inf))/2)

soma = soma * ((listalnt [i

return soma

4.2 Método de Simpson
e Forma real

O método de integracao de Simpson aproxima f por um polinémio de grau 2. Para
se interpolar f por um polinomio de grau 2 precisa-se de trés pontos para a construgao

da féormula da regra simples (RUGGIERO; LOPES, 1996). Resolvendo a integral definida

do polinémio p, tem-se a regra simples de Simpson:

b h
[ f@)de = 2 [f(x0) +4f(m) + fla)], (45)
onde m é o ponto médio, dado por (a+b).

O erro de truncamento da regra simples de Simpson é dado por:

h5
ES = _%JM(S)? (46>

onde ¢ € [a, b].
A regra composta de Simpson consiste em subdividirmos o intervalo [a, b] em
n subintervalos de amplitude h, onde n é um ntimero par de subintervalos, pois cada

parabola utilizara 3 pontos consecutivos. A regra de Simpson composta é dada por:

tlbf@ﬁd$==fo(xw—+4f@n)+.f@%”- (4.7)

O erro de truncamento na regra composta é dado por:

(&)- (4.8)

Eg. =
5 2880

Como o termo de erro envolve a quarta derivada de f, a regra de Simpson fornece

resultados exatos quando aplicada a qualquer polindmio de grau menor ou igual a 3.

e Forma intervalar
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O método de Simpson Intervalar (CAPRANI; MADSEN; NIELSEN, 2002) é uma
extensao intervalar do método de Simpson 1/3.
A defini¢ao intervalar do método é apresentada pela Equacao (4.9):
w(4;)

Si = —— (Flz) + 4F(m(4Ai) + £(2)) -

Assumindo que G é uma extensdo intervalar linear de f*, tem-se

1

5 1 5 B .
— mw(ﬂcz‘) w(G(x;) < ——w(x)’ K w(z;) = Kyw(x;)®,

w(Si) 2880

onde w(S;) = £z

A simplicidade da férmula do método dos Trapézios é um dos fatores que a tornam
atraente e utilizada na solugao de problemas, apesar do erro de truncamento ser maior
do que ao utilizar o método de Simpson. Além disso, o método dos Trapézios pode
ser aplicado a qualquer nimero de subinternalos n, enquanto que o método de Simpson
necessita que o n seja multiplo de 2 ou de 3, dependendo do polinémio interpolador que

foi utilizado na aproximacao.
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5 ANALISE DA QUALIDADE DOS INTERVALOS ENCAPSULADORES

O objetivo deste capitulo é analisar os intervalos encapsuladores obtidos pelo mé-
todo de Trapézio na forma intervalar. Para isso foram computados exemplos aplicando
os métodos dos Trapézios e de Simpson, tanto na forma real quanto intervalar, a fim
de compara-los. Serao comparados os resultados de diferentes fungoes para classificar o
melhor método para resolver cada tipo de funcdo. A secao 5.1 apresenta os resultados
obtidos utilizando os método dos Trapézios e de Simpson.

Para comparar os resultados encontrados e a exatidao dos mesmos fez-se uso de um
ambiente computacional de desenvolvimento intervalar, sendo implementados os métodos
de integragao para entradas com valores reais e valores intervalares, utilizando a linguagem
de programacao Python e o pacote com suporte intervalar IntPy (BARRETO, 2016).
A escolha deu-se através de trabalhos vistos na literatura que fazem um comparativo
entre ambientes intervalares, o pacote IntPy foi o que demostrou os melhores resultados,
retornando intervalos com qualidade e em tempos de processamento menores.

Apoés a implementagao foi realizada a andlise numérica através da comparacao dos
resultados reais com os intervalares. Para verificar a qualidade dos intervalos obtidos, fez-
se a analise de erros, utilizando métricas de qualidade de intervalos, as quais sao diametro
do intervalo, erro absoluto e erro relativo. O didmetro do intervalo w(x), é o comprimento
do intervalo e pode ser usado como medida para qualidade de aproximagao, quanto mais
estreito o intervalo, maior sua precisao. O erro absoluto refere-se a diferenca entre o
valor exato de um nimero e seu valor aproximado, e erro relativo, o qual esta relacionado
ao erro percentual podendo ser calculado pelo quociente entre o erro absoluto e o valor
aproximado. As estimativas de erro para computacdo com intervalos estao descritas a
seguir:

e Didmetro: w(x) =7 — x.
e Erro Absoluto (EA): EA = |z —m(x)| < @, onde x é o valor real, m(x) é o ponto

médio do intervalo x e w(x) é o didmetro do intervalo x.

e Erro Relativo (ER): ER =

z—m(X) w(X) .
T ‘ < 2min|X|? se 0 ¢ Z;

No contexto da matematica intervalar, a interpretagao usualmente aceita para
um intervalo é a de envoltéria intervalar de um ntmero real. Esta semantica sugere a

representagao dos intervalos na forma m(x) + @
w(X)

seria o numero real "medido’e o raio, ==, indicaria a incerteza gerada pelas restrigoes de

precisao existentes. Dessa forma, o valor exato estaria limitado pelo intervalo apresentado,

, aludindo a ideia de que o ponto médio

entre seu limite inferior z e seu limite superior z (SUNAGA, 2009)
Estas medidas foram aplicadas aos intervalos solugao obtidos na computagao das
funcoes de exemplo pelos métodos dos Trapézios e Simpson, com o objetivo de verificar

a qualidade de aproximagao dos resultados intervalares obtidos.



36 Capitulo 5. Andlise da qualidade dos intervalos encapsuladores

O conjunto de funcoes utilizadas nos calculos foram retiradas do trabalho desen-
volvido por Galdino (2012), por seus resultados exatos serem conhecidos, a fim de validar
os valores intervalares encontrados pelo método dos Trapézios Intervalar. Para o calculo
das fun¢oes foram utilizados os valores 10, 100, 1000 e 10000 subdivisoes.

Com o objetivo de adicionar o tempo de processamento dos métodos de integracao,
ao critério de classificacao, também serao apresentados os tempos de execugao dos métodos
com entradas reais e intervalares, onde o mesmo foi calculado através de uma média do
tempo obtido em 10 execugoes do calculo de cada funcao.

Para todos os resultados foi utilizado o mesmo computador com as seguintes con-
figuragoes: processador Intel Core i3 CPU M 330 @ 2.13GHz x 4; memoéria RAM 3 GB
DDR3 1066 MHz.

Todos os resultados intervalares e reais utilizaram o sistema de ponto flutuante

F(10, 17, -17, 17).

5.1 Andalise numérica

Para obter os resultados numéricos foram utilizadas as fungoes a seguir, retiradas
do trabalho de Galdino (2012), por seus valores serem conhecidos e com isso possibilitar

a validacao dos resultados obtidos neste trabalho.

fi = Jy e*dx = 1.7182818284590452354

fo=r4 (% cosh(x) — cos(x) ) dx = 0.47942822668880166736
fs = J1 (2% 4 22+ 0.9)"1de = 1.5822329637296729331
fi= Ji(Q + 2 e = de = 0.86697298733991103757
fs = JL2(2 + sin(10mz)) " tdx = 1.154700538379251529
fo = J4(1 + 2)"dz = 0.69314718055994530942

fr = Ji(1 + e*)"lda = 0.37988549304172247537

fs = Jo, EEm d = 0.0090986375391668429156

fo = f1°/50e75"dx = 0.5

fio = [1025e%%dr = 1.0

fi1 = [1050(m(250022)) " da = 0.49936338107645674464
fia = [1,(1.005 4+ 22)~'dz = 1.5643964440690497731

fis = Jo(1 + (2302 — 30)2)~'da = 0.013492485649467772692

A seguir, apresentam-se os resultados obtidos através da aplicacao do método dos
Trapézios, definido de forma intervalar no presente trabalho, e de Simpson, ja presente
na literatura, ambos aplicados nas 13 fungoes de exemplo.

A Tabela 9 apresenta os resultados obtidos no calculo da fun¢ao f1 utilizando os

métodos dos Trapézios e de Simpson, para entradas reais e intervalares.
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Tabela 9 — Resultados obtidos no exemplo f1.
f1

n Trapézio Real Trapézio Intervalar Simpson Real Simpson Intervalar
[1.622096290833137, [1.718281888103855,

10 1.719713491389314 1.768056601948833] 1.7182827819248232 1.718281888103857]
[1.709570847156018, [1.718281828465007,

100 | 1.718296147450418 1.726483191879523] 1.718281828554504 1.718281828465018]
[1.717421473631122, [1.718281828458991,

1000 | 1.718281971649196 1.719137038536556] 1.7182818284590564 1.718281828459105]
[1.718195902209320, [1.718281828458222,

10000 | 1.718281829890868 1.718367703211823] 1.7182818284589612 1.7182818284593644]

Analisando a tabela, é possivel observar que os valores reais obtidos estao contidos
nos intervalos solu¢ao encontrados pelo método dos Trapézios intervalar para todos os n
subintervalos utilizados. Os intervalos resultantes pelo método de Simpson com 10 e 100
subintervalos nao encapsulam os valores obtidos pelo método na forma real.

A Tabela 10 apresenta os resultados dos métodos com entradas reais e intervalres

para a funcao f2.

Tabela 10 — Resultados obtidos no exemplo f2.

n Trapézio Real Trapézio Intervalfazr Simpson Real Simpson Intervalar
10 | 0.49224487664969757 [%257825131;1953?’)222151}67 0.4794323255909411 %j;gj;gjggfgjggf%’
100 | 0:47055640865446817 | S0 onpoars) | OATHRSETUIIS | s
1000 | 0.47942950845951443 ([)04171;2%2%1518174588%%8;% 0.4794282266888455 Efggj;g;;ggggggjj;’
10000 | 0.4794282395064301 %i?%%i%%%%gigﬁ%%?’ 0.47942822668872376 [%i?%iézéé%%zzéiié?’

Como mostra a tabela, os intervalos solu¢cao do método dos Trapézios Intervalar
encapsulam os valores reais para todos os subintervalos testados. Utilizando o método
de Simpson, apenas o intervalo resultante para 10000 subintervalos encapsula o valor real
obtido pelo método.

A Tabela 11 mostra os resultados obtidos para o calculo da funcao f3 utilizando

os métodos dos Trapézios e de Simpson.
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Tabela 11 — Resultados obtidos no exemplo f3.

n Trapézio Real Trapézio Intervafl?;r Simpson Real Simpson Intervalar
10 | 1.577479324165713 [11?;?5362(?12?16?535152245 1.582221117071613 [1155882222??2222322411888536?9?]
100 | nas1s50532032 || SCT o g | LOS2220012128 | S s
1000 | 1.582232488105438 £15Z§(;2%%128;i5557453i%] 1.582232963729582 [11552222;22992;77223%)35
toono | nas22s205073174 |1\ S0 A ] | LIS28IT0TIS | S snase

Analisando a tabela, é possivel perceber que os intervalos encontrados pelo método
dos Trapézios Intervalar contém os valores reais em todos subintervalos testados. Os in-
tervalos encontrados pelo método de Simpson Intervalar para 10, 100 e 1000 subintervalos,
nao contém os valores reais do método.

A Tabela 12 apresenta os resultados do calculo da fungao f4 utilizando os métodos

dos Trapézios e Simpson com entradas reais e intervalares.

Tabela 12 — Resultados obtidos no exemplo f4.

n Trapézio Real Trapézio Intervai;lr Simpson Real Simpson Intervalar
10 | 0.8661388208039201 %)55665{);4268295(?81555127;, 0.8669763082948306 %)885);(?311;22;7757782276%
100 | 0.8669646539232446 %)52356115538577&1?167732317]’ 0.8669729876732439 ([)08222?339%653%%1%271;
1000 | 0.8669729040065693 [(())56?52722;:8272;328;;;]7 0.8669729873399439 Eggggggggﬁggggﬁg&’
10000 | 0.8669729865066089 {(())266%%5;%%112%7;%78]77 0.8669729873399433 (%082662?’,?5%%?4%%%%%)%1]

E possivel perceber que os intervalos solucio do método dos Trapézios encapsulam
os valores reais obtidos pelo método na forma real para todos subintevalos testados. Os
intervalos solu¢ao do método de Simpson nao encapsularam os valores obtidos pelo método
real em nenhum dos subintervalos testados para esta funcdo, com mais subdivisdes o
método deve convergir.

A Tabela 13 apresenta os resultados do calculo da funcao f5 pelos métodos dos

Trapézios e Simpson, na formas reais e intervalares.
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Tabela 13 — Resultados obtidos no exemplo f5.
£5

n Trapézio Real Trapézio Intervalar Simpson Real Simpson Intervalar
[0.9999999999999953, [1.2222222222222212,

10 | 1.0000000000000002 1.0000000000000044] 1.0000000000000013 1.2222222222222298)
[1.0902858971227785, [1.1547005383764453,

100 | 1.1547005383876563 1.2222800250424858] 1.1547020069846476 1.1547005383764557]
[1.1480573122341902, [1.1547005383792082,

1000 | 1.1547005383792506 1.1613751830330465] 1.1547005383792521 1.1547005383792983]
[1.1540341072084166, [1.1547005383787161,

10000 | 1.1547005383792677 1.1553672837096554] 1.1547005383792721 1.154700538379603)

Observa-se que os valores obtidos pelo método dos Trapézios real para os subin-
tervalos testados, estdao contidos nos intervalos solu¢cdo do método na forma intervalar.
Os resultados reais pelo método de Simpson para 10 e 100 subintervalos nao estao con-
tidos no intervalo solucao do método intervalar, ja os resultados reais para 1000 e 10000
subintervalos estao contidos nos intervalos.

A Tabela 14 apresenta os resultados reais e intervalares da funcao f6, utilizando

os métodos dos Trapézios e de Simpson.

Tabela 14 — Resultados obtidos no exemplo f6.

n Trapézio Real Trapézio Intervafgr Simpson Real Simpson Intervalar

10 0.693771403175428 %)76;355;55?37255828?5]’ 0.6931502306889303 [(3)23311;1;7337721525511116568],
100 | 0.6931534304818241 %)gggggéfsgfsg)l&égff 0.6931471808723669 %)(?3331137711585773;7792%
1000 | 0.6931472430599372 %)(?99;;3;5&8823;72255;’ 0.6931471805599752 [(())(?3??11;1771158555533715%
10000 | 0.6931471811849604 %)235117222115;3;;13563;’ 0.6931471805599584 [(())(?3331141177115(?555(?252747?}]7

Como mostra a tabela, para cada subintervalo testado, os valores obtidos pelo
método dos Trapézios real estdo contidos nos intervalos resultantes pela forma interva-
lar. Os intervalos solugao encontrados pelo método de Simpson Intervalar para 10 e 100
subintervalos, nao contém os valores encontrados no método real. Para 1000 e 10000
subintervalos os valores reais estao contidos.

A Tabela 15 mostra os resultados encontados na integragdo da fungao f7, utili-

zando os métodos dos Trapézios e de Simpson, nas formas reais e intervalares.
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Tabela 15 — Resultados obtidos no exemplo f7.

n Trapézio Real Trapézio Intervalf:r Simpson Real Simpson Intervalar
10 | 0.3799299955621036 %;g;égfg?ggggjgg] 0.3798854430223608 %)577388555;1883322;31121?77]7
100 | 0.3798859379435242 Eggfggﬁfggggggﬁ?& 0.3798854930367404 éogigzziié%%iﬁﬁg%i]
1000 | 0.3798854974907277 E;ggggffggfgj%&ff 0.3798854930417217 é%i;%iiié?gﬁii%ﬁ%
10000 | 0.3798854930862224 E;;ggg?gjgggggs;s%’ 0.3798854930417313 Eggggggfgggf}ggg&’

E possivel notar que os intervalos obtidos pelo método dos Trapézios Intervalar,
encapsulam os resultados reais para cada subintervalo testado. Enquanto que, para 10 e
100 subintervalos, os intervalos solu¢ao do método de Simpson nao encapsulam o valores
obtidos no método com entradas reais.

A Tabela 16 apresenta os resultados para o calculo da fungao f8 utilizando os

métodos dos Trapézios e de Simpson, reais e intervalares

Tabela 16 — Resultados obtidos no exemplo f8.

f8
Trapézio Intervalar

n Trapézio Real Simpson Real Simpson Intervalar

10

1.8318124672719585e-15

[-3.8746859945135635e-14,
4.192840969540898e-14]

-1.2006013107942834e-14

[0.0742271259826426,
0.07422712598265166]

[-0.4635541846582267,

[0.009328164458373115,

0.015775174677278538]

=4 =4
100 0.0020325646511704 0.47214586786105306] 0.0260953389177536 0.009328164458393273]
[-0.05759926154770708, [0.009083935377322844,
1000 0.0090378069913575 0.07546084343087929] 0.0090989621640819 0.009083935377344353]
10000 0.0090980300311234 [0.0024185918447622748, 0.0090986375713253 [0.009097143429513482,

0.009097143429550099]

Na tabela, observa-se que nos intervalos resultantes pelo método dos Trapézios
Intervalar, apenas o valor com 10 subintervalos nao contém o valor obtido pelo método
real. Nos demais subintervalos, os intervalos solucao pelo método dos Trapézios interva-
lar encapsularam os valores reais. Para a funcao f8, os intervalos obtidos pelo método
de Simpson Intervalar nao encapsulam os valores reais do método com os subintervalos

utilizados no trabalho.
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A Tabela 17 apresenta os resultados do calculo da funcao f9, pelos métodos dos

Trapézios e de Simpson.

Tabela 17 — Resultados obtidos no exemplo f9.

n Trapézio Real Trapézio Intervali Simpson Real Simpson Intervalar

10 3.5355339059327378 [4'?7027315046758316168155543;]6 3 2.3570226039551585 1[1117225111?3199777755822]
100 | 0.5018674427438695 %;@iﬁ;ﬁ%@ég@gﬁiﬁ%}l’ 0.4325740089778648 [%i%%i;????l%llgllzggi?’
1000 | 0.49999999999999994 [%égégéégg%%éggzqﬁ’ 0.49999999999999983 %é%%%%%%%%%%%%g%g?
10000 | 0.4999999999999994 %)éggégééggggggj;% 0.49999999999999917 %?ggggggggggggggg

Como mostra a tabela, todos os intervalos solu¢do do método dos Trapézios en-
capsularam os valores pelo método real para cada subintervalo utilizado. Nos intervalos
resultantes pelo método de Simpson, os valores reais para 10 e 100 subintervalos, nao
foram encapsulados pelo método intervalar.

A Tabela 18 apresenta os resultados obtidos pelos métodos dos Trapézios e de

Simpson, na formas reais e intervalares, para a fungdo f10 dos exemplos.

Tabela 18 — Resultados obtidos no exemplo f10.

f10
Trapézio Intervalar

n Trapézio Real Simpson Real Simpson Intervalar

10

12.500000000347198

[3.471985966289228¢-10,
25.00000000034723]

8.333333333796265

[4.1667287776686,
4.1667287776686095]

[0.22356372458462953,

[1.0113972892934764,

1.0125520827918622]

100 1.47356372458463 2. 723563724584664] 1.1201122079356658 1.0113972892934988]

[0.880202916046939, [1.0000013538179773,

1000 | 1.0052029160469496 1.130202916047081] 1.0000215409731326 1.0000013538181936]
=4

10000 | 1.000052082790805 [0-9875520827907268, 1.0000000021699724 [1.0000000001355303,

1.0000000001376481]

Observa-se que os intervalos resultantes pelo método dos Trapézios contém os va-
lores reais para todos os subintervalos utilizados. Nas subdivisoes utilizadas, os intervalos
resultantes pelo método nao encapsularam os valores reais, necessitando de um subinter-
valo maior do que 10000 para convergir.

A Tabela 19, mostra os resultados obtidos para a computacao da funcdo f11,

utilizando os métodos dos Trapézios e de Simpson, com entradas reais e intervalres.
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Tabela 19 — Resultados obtidos no exemplo f11.

n Trapézio Real Trapézio Intervalf;r1 Simpson Real Simpson Intervalar
Dl Tl
100 | 0.8972014191639541 [?16%12‘;?;%%%?‘;@91%2? 0.648624779021752 [(‘))28822277;88;223;225216%
1000 | 0.4993668683248717 %),'54718955352127;812711282% 0.49874438534959414 é%%gzgﬁéiiﬁgi%‘%
10000 | 0.4993633810753554 | 'y S oonnsons) | OA9ISIOTO549 | o o orgras

Podemos observar na tabela, que para todas subdivisoes testados, os intervalos
solucao pelo método dos Trapézios encapsularam os valores reais. Ja para os intervalos
obtidos pelo método de Simpson, o valor real estd contido apenas para o subintervalo
10000.

A Tabela 20 contém os resultados obtidos para o cédlculo da fung¢ao f12 com en-

tradas reais e intervalares, utilizando o método dos Trapézios e de Simpson.

Tabela 20 — Resultados obtidos no exemplo 12.

f12
n Trapézio Real Trapézio Intervalar Simpson Real Simpson Intervalar
10 1.5610797449331955 [1.4961251166251206, 1.5643956358449842 [1.5643964326874134,

1.6728038963200205
[1.5547412930785713,

1.5643964326874151]
[1.5643964440698492,

100 1.564363276776222 1.574391180170637] 1.564396444080993 1.5643964440698623]

[1.5634065588854837, [1.5643964440689877,

1000 | 1.5643961123961527 1.565380653901808] 1.5643964440690479 1.5643964440691156]
10000 | 1.5643964407523498 [1.5642972162556046, 1.5643964440690812 [1.564396444068334,

1.5644957050577728] 1.5643964440696023]

E possivel perceber na tabela, que os resultados intervalares obtidos com o mé-
todo dos Trapézios encapsulam o valores reais para todos os subintervalos testados. O
resultados intervalares obtidos com o método de Simpson para 10 e 100 subintervalos nao
encapsulam os valores reais.

A Tabela 21, apresenta os resultados obtidos no calculo da fungao f13, utilizando

os métodos dos Trapézios e de Simpson.
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Tabela 21 — Resultados obtidos no exemplo f13.
f13

n Trapézio Real Trapézio Intervalar Simpson Real Simpson Intervalar

10 | 0.0025732063562327392 %%%ig?giii%%géié%% 0.0031078446328193145 [5)883555115886677;228899;511}7
100 | ootsamizrrisaasor | OISO, | o1 oy | OOLIISSSIOS05L
1000 | 0.01349248422805536 %’gffjgjgfgg;‘;’;fggg 0.01349248348300922 %%ﬁi?ziii%i%f%éﬁ
10000 | 0.01349248563525495 %)(?11??;5225;128153(?5885812% 0.013492485649468904 %)gllgfggfgggjgjggggi’

Como mostra a tabela, para todos subdivioes utilizadas os intervalos resultan-
tes pelo método dos Trapézios encapsulam os valores reais. Nos intervalos obtidos pelo
método de Simpson, apenas para o subintervalo 10000, o valor real esté contido.

Observamos que o método dos Trapézios Intervalar encapsula o valor real em todos
os casos apresentados. O método de Simpson Intervalar para as funcoes f1, f5, f6, f7 e
f9 e f12, contém o valor real usando 1000 e 10000 subintervalos, para as funcoes f2, f3,
f11 e f13 o método encapsula o valor real apenas com 1000 subintervalos, e ndao encapsula
os valores reais para a fungoes f4, f8 e f10, com as subdivisoes utilizadas.

A seguir sao apresentadas as tabelas com os calculos de didmetro e erros absoluto
e relativo para cada funcao. Para os casos em que o intervalo encontrado pelo método
nao encapsula o valor real, nao foram calculados os erros absoluto, relativo e o didmetro.

A tabela 22 apresenta os valores obtidos para estimativa de erros dos intervalos

resultantes da aplicacao a funcao de exemplo f1.

Tabela 22 — Diametro, erros absoluto e relativo da funcao f1.

f1 n Didmetro Erro Absoluto Erro Relativo
o | i s | DS < | DOy
5 =
0 | Lo | SIS < o
g | | o | ST < L
o | oo | TS 8 < e
10 - - -
100 - - -
s o | s | T | T

Com os valores mostrados na tabela, observa-se que os valores de didmetro apre-
sentados pelo método dos Trapézios sao maiores que os valores apresentados pelo método
de Simpson. Para 10 e 100 subintervalos o método dos Trapézios apresenta diferenca
respectivamente a partir da 1* e 2* casa decimal, enquanto pelo método de Simpson a

diferenca esta na 15* e 14* casa decimal, porém é possivel observar que para esta quan-
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tidade de subintervalos o método de Simpson nao satisfaz os critérios de estimativa de
erros absoluto e relativo, pois o valor real nao esta contido nos intervalos resultantes. Os
demais intervalos solugao obtidos respeitram os critério de estimativas de erros, sendo o
intervalo resultante pelo método de Simpson com 1000 subintervalos, o que resultou no
menor erro dentre eles.

A Tabela 23 mostra o didmetro e os erros absoluto e relativo dos resultados retor-

nados pelo calculo da funcao de exemplo f2.

Tabela 23 — Diametro, erros absoluto e relativo da funcao f2.

2 n Diametro Erro Absoluto Erro Relativo
3.828981047519499 < | 0.1013442608574434 <=
1.573065319415181 0.5750886708995822
0.000625230623444 < | 0.0013041172560132 <=
0.018806023081550 0.0408829279018161
6.393176674834e-06 < | 1.333500265303e-05 <=
0.001914822363728 0.0040100403114988

10 0.3146130638830362

100 | 0.0376120461631012

Trapézio | 1000 | 0.0038296447274567

Intervalar
6.407298908106e-08 < | 1.336445906065¢e-07 <=
10000 | 0.0003836558532860 0.0001918279266430 0.0004002783444361
10 - - -
Simpson 100 - - -
1000 -
Intervalar

1.349476086431e-13 < | 2.814761441461e-13 <=

10000 | 3.6243230638888¢-13 1.812161531944e-13 3.779839047987e-13

Na tabela podemos observar que o didmetro dos intervalos encontrados pelo mé-
todo de Simpson possuem uma melhor qualidade de intervalo, j& que o método dos Tra-
pézios possui um maior comprimento de intervalo. E possivel notar que nos intervalos
resultantes pelo método de Simpson com 10, 100 e 1000 subintervalos, nao satisfazem os
critérios de erro absoluto e erro relativo, isso acontece pois o valor real nao esta contido
no intervalo.

A Tabela 24, contém o didmetro dos intervalos e os erros absoluto e relativo para

a funcao f3
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Tabela 24 — Diametro, erros absoluto e relativo da funcao f3.

3 N Didmetro Erro Absoluto Erro Relativo
0,032726756680059976 < | 0,02068390523410394 <=
10 0.2728937815321597 0,133644689076607985 0,09228657880430154
0,000248152984425376 < | 0,00015683719788040 <=
0,015180402297186646 0,00968569857561397
2.38842636690606e-06 < | 1.5095288883856e-06 <=
0.001531137601495702 0.00096864270202960

100 0.030360804594373292

Trapézio | 1000 | 0.0030622752029914047

Intervalar
2.37913932998878e-08 < | 1.5036593122043e-08 <=
10000 | 0.0003064848685006005 0,000153242434250300 9.6861384343107e-05
10 - - -
Simpson 100 - - -
1000 - N
Intervalar

5.50670620214077e-14 < | 3.4803384383803¢e-14 <=

10000 | 1.2678746941219288¢-12 6.33937347060964e-13 4.00659929095972e-13

Analisando a tabela, é possivel observar que o método dos Trapézios Intervalar
satisfaz os critérios de estimativas de erro para os subintervalos testados. O método de
Simpson Intervalar resulta em um comprimento menor de intervalo do que o método de
Trapézios, porém para os subintervalos 10, 100 e 1000 os critérios de erro absoluto e erro
relativo nao foram satisfeitos. O intervalo com melhor qualidade e menores estivativas de
erro para a funcao f3 foi utilizando o método de Simpson com 1000 subintervalos.

A Tabela 25, apresenta as estimativas de erro para a fungao f4 dos exemplos.

Tabela 25 — Diametro, erros absoluto e relativo da fungao f4.

f4 n Didmetro Erro Absoluto Erro Relativo
0.0096368890826243 < | 0.0111155586429431 <=

10 0.03961 717287603517 0.0198085864380175 0.0231192304091600

9.262518431196e-05 < | 0.0001068374512984 <=

0.0024497550874891 0.0028333450820018

9.176626443174e-07 < | 1.058467400620e-06 <=

0.0002494997505381 0.0002878651495519

9.167696934930e-09 < | 1.0574374367833e-08 <=

2.499500012015e-05 2.8831025709375e-05

10 - - -

Simpson 100 - - -

Intervalar | 1000 - - -

10000 - - -

100 | 0.004899510174978361

Trapézio | 1000 | 0.000498999501076347
Intervalar

10000 | 4.999000024030753e-05

Como mostra a tabela, o método dos Trapézios satisfaz os critérios de estimativas
de erro no subintervalos testado. O método de Simpson possui um menor comprimento
de intervalo, mas nao satisfaz os critérios de erro absoluto e erro realtivo. Para a funcao

f4, o menor erro obtido foi utilizando o método dos Trapézios com 10000 subintervalos.
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A Tabela 26 mostra as estimativas de erro para a fungao f5.

Tabela 26 — Diametro, erros absoluto e relativo da funcao f5.

5 n Diametro Erro Absoluto Erro Relativo
0.1547005383792518 < 0.1339745962155616 <=
10 9.1038288019262¢-15 4.551914400963e-15 4.5519144009631e-15
0.0015828727033817 < 0.0013708079720855 <=
100 0.1319950279197073 0.0659975139598536 0.0605323008708251

. 1.5709254239659¢-05 < | 1.3604613246053¢-05 <—

Iﬁifve;lfr 1000 | 0.0133178707988550 | 11665803539942752 0.00580017681039769
1.5707965750344e-07 < | 1.3603497381574e-07 <=

10000 | 0.0013331765012385 | ) 1)66658825061927 0.00057761572769439

10 - - -

100 - - -
. 1.77635683940025e-15 < | 1.53837014910685e-15 <—
Iiltr;pfﬁ“r 10001 9.015010959956e-14 1) 07005170078136-14 | 3.00361425335878¢-14
rvata L0000 | 8.86846 1520705013 | O 19264664380620¢-14 < | 7.96106552162795¢-14 <=
: €191 4.43423076035287e-13 | 3.84015648470975¢-13

Analisando a tabela, observa-se que o método dos Trapézios nao obedece os crité-
rios de erro absoluto e erro relativo, pois o resultado intervalar nao contém o valor exato
da funcao. Para os outros subintervalos os critérios de estimativa sao satisfeitos pelo
método dos Trapézios. O método de Simpson nao satisfaz os critérios de erro absoluto
e relativo utilizando 10 e 100 subintervalos, pois o intervalo solu¢ao nao contém o valor
exato. O intervalos com melhor qualidade para a funcao f5 foi utilizando o método de
Simpsom com 1000 subintervalos.

A tabela Tabela 27, apresenta as estimativas de erro para a funcao f6.

Tabela 27 — Diametro, erros absoluto e relativo da fungao f6.

{6 n Didmetro Erro Absoluto Erro Relativo
0.003402000393260551 < | 0.004908049096459301 <—
0.023684210526316085 | 0.035199054144979446
3.150244713134853¢-05 < | 4.54484242522632¢-05 <—
0.002487437185932806 0.003601373552918801
. 3.1275024325871926-07 < | 4.51203224986171e-07 <=
Iﬁzfglfr 1000 | 0.00049974987500267 | ) 00949874937501337 0.000360623172710831
3.1252679333348960-00 < | 4.50880854887155¢-00 <—
10000 | 4.9997500486620e-05 | ) 1996750943310226-05 | 3.60668736142901¢-05

10 - - -

100 - : -
. 9.992007221626409¢-16 < | 1.44154192671671e-15 <—
Iig‘ii‘f; 1000 | 6.4837024638109-14 | o o 1 051 931005457e-14 | 4.67700269556999¢-14
1.451004328746878¢-14 < | 6.42287014014891c-14 <=
10000 | 6.4714900105400e-13 | 5 99571 5005070018¢-13 | 4.66819327268676¢-13

10 | 0.04736842105263217

100 | 0.00497487437186561

Na tabela, observa-se que todos intervalos retornados pelo método dos Trapézios,
nos subintervalos testados, obedecem os critério de erro absoluto e relativo, pois o valor
exato da funcao esta contido nos intervalos. Os intervalos com 10 e 100 subintervalos,

retornados pelo método de Simpson nao contém o valor exato da funcao. O intervalo
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com menores erros para a funcao f6 foi obitido com o método de Simpsom com 1000
subintervalos.

A tabela Tabela 28, mostra as estimativas de erro para a funcao f7.

Tabela 28 — Diametro, erros absoluto e relativo da funcao f7.

7 n Diametro Erro Absoluto Erro Relativo
0.00209870739550072 < | 0.005524578942713723 <=
10 0.0210949502625008 0.0105474751312504 0.028396425050758962

2.01967132466562e-05 < | 5.31652658935257e-05 <=
0.00114543961174834 0.003024181157645816
2.01151773349117e-07 < | 5.295063302852293e-07 <=
0.000115430960654250 0.0003039494447817738

100 | 0.00229087922349668

Trapézio | 1000 | 0.00023086192130850

Intervalar 10000 | 2.31038020153190.05 | 2-01066713279018¢-00 < | 5.202824205238197c-00 <=
' 2 1 1.15519460076596e-05 | 3.0409945765678802¢-05
10 - : -
100 N _ -
. 3.885780586188040-16 < | 1.022882067718568¢-15 <—
Iig‘i;’; 1000 | 3.4527936065842¢-14 | 4 753069039021 1e-14 | 4.544518900864126¢-14

2.59237076249974e-14 < | 6.8240846517795%¢-14 <=

10000 | '3.4405811533133¢-13 1.72029057665668e-13 4.528445039802134e-13

Na tabela, é possivel notar que o método dos Trapézios atende os critérios das
estimativas de erros, os intervalos obtidos encapsulam o valor exato da funcao. Os inter-
valos resultantes pelo método de Simpson com 10 e 100 subintervalos ndo obedecem aos
critérios de erro absoluto e erro realtivo. O intervalo solu¢do com melhor qualidade foi
obitido pelo método de Simpson utilizando 1000 subintervalos.

A Tabela 29, apresenta as estimativas de erro para a funcgao f8.

Tabela 29 — Diametro, erros absoluto e relativo da funcao f8.

18 n Diametro Erro Absoluto Erro Relativo
0.009098637539165252 < | 0.9999999999998251 <=

10 8.0675269640544e-14 4.03376348202723¢-14 1.041055581726859

0.004802795937753623 < | 0.5278588049121707 <=

0.46785002625964023 1.0092671833058318

0.000167846597580612 < | 0.0184474430218903 <=

0.06653005248929408 1.1550504416482688

1.75427814294928e-06 < | 0.0001928066851105 <=

0.00667829141626069 2.761231263853263

10 - - -

Simpson 100 - - -

Intervalar | 1000 - - -

10000 - - -

100 0.9357000525192805

Trapézio | 1000 | 0.1330601049785881
Intervalar

10000 | 0.01335658283252138
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Analisando a tabela, observa-se que o método dos Trapézios utilizando 10 subin-
tervalos nao atende ao critério de erro absoluto, o qual deve ser menor que metade do
diametro do intervalo. Os intervalos retornados pelo método de Simpson nao satisfazem
os critérios de erro absoluto e erro relativo. E possivel que o método de Simpson Intervalar
convirja utilizando mais subintervalos. O intervalo com melhor qualidade foi retornado
pelo método dos Trapézios, utilizando 1000 subintervalos.

A tabela Tabela 30, apresetna as estimativas de erro pra a funcao f9.

Tabela 30 — Diametro, erros absoluto e relativo da funcao 9.

9 n Didmetro Erro Absoluto Erro Relativo
3.035533905932739 < 6.071067811865478 <=
10 7.071067811865477 3.5355339059327386 8.275375255476e+67
0.00186744274386929 < 0.0037348854877385 <=
100 | 0.707106781186548 0.35355339059327423 2.3838158655006167

. 4.71844785465691e-15 < | 9.4368957093138¢-15 <—

ITiaperO 1000 | 0.0707T10678118668 | ) 35 355430050334384 0.07609113378760972

ntervaiar L0000 | 0.00707106781 1084 | 2-258109653752440-13 < | 4.57633030750480¢-13 <=
' 0.003535533905992038 | 0.00712142388318320

10 - - -

100 - . -

. 9.65804031423886e-15 < | 1.9317880628477726-14 <—

ISItmpS‘in 1000 | 218713935851 le-14 | \gars0670955770-14 | 2.187139358511564¢-14

ntervatat 10000 | 2.1503837805050.13 | 0-09232693276185¢-14 < | L.O18465386552270e-13 <=
: €191 1.07969189144796e-13 | 2.159383782895981¢-13

Na tabela, vemos que todos os intervalos solu¢do do método dos Trapézios obe-
decem aos critérios de erro absoluto e relativo. Os intervalos resultantes pelo método
de Simpson para 10 e 100 subintervalo ndo obedecem aos critério de erros. Para a fun-
¢ao f9, o intervalo com melhor qualidade foi obtido pelo método de Simpson com 1000
subintervalos.

A Tabela 31, mostra as estimativas de erro para a funcao f10.

Tabela 31 — Didmetro, erros absoluto e relativo da fungao f10.

10 n Diametro Erro Absoluto Erro Relativo
11.500000000347216 < | 11.500000000347216 <=
12.500000000000018 36002449668.19295
0.4735637245846416 < | 0.4735637245846416 <=
1.2500000000000127 5.991246980351826
.. 0.0052029160469886 < | 0.0052029160469886 <=
ot U L snioions | Lotz s
. e- < . e- <=

10000 | 0.02500000000112157 0.0125000000005607 0.0126575602627903

10 - - -

Simpson 100 - - -
Intervalar | 1000 - - -
10000 - - -

10 25.000000000000036

100 | 2.5000000000000253
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Analisando a tabela, observa-se o método dos Trapézios satisfaz os critério de erro
absoluto e realtivo nos casos testados. Os intervalos obtidos pelo método de Simpson,
nao satisfazem os critério de erro absoluto e erro relativo. Para a funcao f10, o intervalo
com melhor qualidade foi obitido pelo método dos Trapézios com 10000 subintervalos.

A Tabela 32, apresenta as estimativas de erros para a fungao f11.

Tabela 32 — Diametro, erros absoluto e relativo da funcao f11.

f11 n Diametro Erro Absoluto Erro Relativo
7.468233220859281 < | 14.955508360986189 <—
107 15.91541571454403 | - oor07657979015 804.7237670586937
0.3978381693345731 < | 0.7966907154404675 <—
100° | 1.5915429354881523 | ) 20271 4677440761 7.845517294479547
. 3.4885254636685¢-06 < | 6.9859456977976c-06 <—
Iﬁjffjlfr 1000 | 0-1591543051995955 | ) 795771 5950079778 0.18956432084160701
1.1398104682314e-11 < | 2.2825271363999¢-11 <—
10000 | 0.0159154306352919 |y (11795771531 76459 0.016193780153457134
10 : - -
Simpson 100 - - -
. P o[ 1000 - - -
ntervasat 10000 | 554667493 1097013 | 2-17950756156280¢-16 < | 5.55819202357156¢-16 <=
: 591 2. 773337115513641e-13 | 5.55374546995579¢-13

Como mostrado na tabela, os intervalos solucao obtidos pelo método dos Trapézios

contém os resultados do método real para todos os subintervalos testados, contendo o
valor exato da funcao. Nos intervalos obtidos pelo método de Simpson, apenas o intervalo
solucao para o subintervalo 10000 contém o valor exato para a fungao f11, para os demais
subintervalos o valor exato nao esta contido. O intervalo com melhor qualidade para a

funcao f11 foi obtito utilzando o método de Simpson com 10000 subintervalos.

A Tabela 33, apresenta as estimativas de erro para a funcao f12 dos exemplos

utilizados.
Tabela 33 — Diametro, erros absoluto e relativo da funcao f12.
f12 n Didmetro Erro Absoluto Erro Relativo
0.020068062403521214 < | 0.012827990295940256 <—
10 0.1766787TICBINBT | ) (19833038084744993 0.059045456069022624
0.000169792555555714 < | 0.000108535503388180 <=
100 | 0.01964988709206583 | ) 19894943546032916 0.006319343024959709
» 1.6623245973068630-06 < | 1.062598041314326-06 <=
Iﬁ:ffjlfr 1000 | 0.00198309501632421 | ;30991 547508162105 0.000634222430836516
1.6587466511452930-08 < | 1.06031093169122¢-08 <=
10000 1 0.00019848880216821 1 g g0 144010841087¢-05 6.344344287825109e-05
10 - - -
100 - - -
. 1.776356839400250e-15 < | 1.135490205270400¢-15 <=
Iig‘i:{:r 1000 | 1.27897692436818e-13 | ¢ 20 1916918400020 14 | 4.087764738973605¢-14
8.171241461241152¢-14 < | 5.223254944243843¢c-14 <—
10000 | 1.2683187833317788e-12 1 ¢ 511 £03016658894e-13 | 4.053700032817186e-13
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Podemos observar que os intervalos resultantes pelo método dos Trapézios satisfa-
zem aos critérios de erro absoluto e erro relativo, encapsulando o valor exato. O método
de Simpson nao obedece os critérios de estimativas de erro com 10 e 100 subintervalos. O
intervalo com melhor qualidade para a funcao f12 deu-se pelo método de Simpson com
1000 subintervalos.

A Tabela 34, mostra as estimativas de erro para a fungao f13.

Tabela 34 — Didmetro, erros absoluto e relativo da fungao 13.

13 n Diametro Erro Absoluto Erro Relativo
0.010918421069550007 < | 0.8092223592604448 <=
0.001942910189869541 3.07834377848674
0.001816648048079376 < | 0.1346414660186083 <=
0.009895312787350511 1.8277872414865486
1.36371632215859¢-09 < | 1.0107228257177e-07 <=
0.000989531542459338 0.07914382808414802

10 | 0.003885820379739083

100 | 0.019790625574701022

Trapézio | 1000 | 0.001979063084918676

Intervalar
1.36391002658609e-11 < | 1.0108663903895¢e-09 <=
10000 | 0.000199873712539688 9.99368562698442¢-05 0.007462123746181815
10 - - -
Simpson 100 - - -
1000 -
Intervalar

1.734723475976807e-18 < | 1.2856959948260e-16 <=

10000 | 1.52048512669367e-14 7.602425633468357¢-15 5.634562697328144e-13

Como mostra a tabela, o método dos Trapézios satifaz os criétrio de estimativas de
erro, encapsulando o valor exato da fun¢ao em todos os subintervalos testados, contendo
um comprimento de intervalo grande. O método de Simpson nao satisfaz os criétrios de
erro absoluto e erro relativo para 10, 100 e 1000 subintervalos. O método de Simpson
possui um comprimento de intervalo menor em relagao ao método dos Trapézios. O
intervalo com melhor qualidade para a funcao f13 foi obtido pelo método de Simpson
com 10000 subintervalos.

Nas tabelas acima, foi possivel observar que o método dos Trapézios contém um
comprimento de intervalo maior que o método de Simpson. O método dos Trapézios
Intervalar nao encapsulou o valor exato nas fungoes f5 e f8 com 10 subintervalos. O
método de Simpson Intervalar nao satisfaz os critérios de erro relativo e erro absoluto
utilizando 10 e 100 subintervalos, sendo necessario um ntmero maior de subintervalos
para conter o valor exato da fungdo. Para as fungoes f4, f8 e f10 o método de Simpson
nao encapsulou o valor exato para os casos de subintervalos testados.

A seguir serdao apresentados os tempos de processamento para os métodos de in-
tegragao testados no presente trabalho. O tempos foram obtidos através da média de 10

execucoes pra cada caso.
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A Tabela 35, mostras o tempo de processamento para a fungao f1.
Tabela 35 — Tempo de execucao em segundos para a funcao f1.
f1
n Trapézio Real | Trapézio Intervalar | Simpson Real | Simpson Intervalar
10 0.000007 0.000567 0.000008 0.001271
100 0.000044 0.004720 0.000054 0.013125
1000 0.000420 0.050853 0.000534 0.132028
10000 0.004171 1.048503 0.005139 1.267505
A Tabela 36, mostra o tempo de processamento para a funcao f2.
Tabela 36 — Tempo de execucao em segundos para a fungao {2
f2
n Trapézio Real | Trapézio Intervalar | Simpson Real | Simpson Intervalar
10 0.000012 0.001269 0.000013 0.002674
100 0.000078 0.011360 0.000089 0.026515
1000 0.000848 0.111728 0.000837 0.265066
10000 0.007272 1.731262 0.008251 2.630413
A Tabela 37, apresenta o tempo de processamento para a fungao f3.
Tabela 37 — Tempo de execucao em segundos para a funcao f3.
£3
n Trapézio Real | Trapézio Intervalar | Simpson Real | Simpson Intervalar
10 0.000011 0.001368 0.000013 0.003021
100 0.000090 0.011505 0.000102 0.028631
1000 0.000830 0.126366 0.000933 0.129961
10000 0.007999 1.780067 0.009262 2.978886
A Tabela 38, apresenta o tempo de processamento para a fungao f4.
Tabela 38 — Tempo de execucao em segundos para a funcao 4.
f4
n Trapézio Real | Trapézio Intervalar | Simpson Real | Simpson Intervalar
10 0.000009 0.000915 0.000010 0.003072
100 0.000552 0.009222 0.000460 0.026570
1000 0.000659 0.088244 0.000755 0.263899
10000 0.006792 1.433183 0.007646 2.625534
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A Tabela 39, apresenta o tempo de processamento para a fungao f5.

Tabela 39 — Tempo de execucao em segundos para a funcao f5.

£5
n Trapézio Real | Trapézio Intervalar | Simpson Real | Simpson Intervalar
10 0.000190 0.014243 0.000202 0.038297
100 0.000913 0.126977 0.001277 0.406838
1000 0.008624 1.306816 0.009217 3.890229
10000 0.079715 1.860170 0.090570 3.945204

A Tabela 40, apresenta o tempo de processamento para a fungao f6.

Tabela 40 — Tempo de execucao em segundos para a funcao f6.

f6
n Trapézio Real | Trapézio Intervalar | Simpson Real | Simpson Intervalar
10 0.000007 0.007677 0.000008 0.021089
100 0.000429 0.072454 0.000533 0.211335
1000 0.004125 0.780664 0.005225 2.075485
10000 0.040745 1.301292 0.051620 2.100994

A Tabela 41, apreenta o tempo de processamento para a funcao f7.

Tabela 41 — Tempo de execucao em segundos para a funcao 7.

f7
n Trapézio Real | Trapézio Intervalar | Simpson Real | Simpson Intervalar
10 0.000003 0.000979 0.000002 0.002460
100 0.000008 0.008246 0.000100 0.024421
1000 0.000643 0.083532 0.000732 0.236376
10000 0.006124 1.446521 0.007165 2.352012

A Tabela 42, apresenta o tempo de processamento para a fungao f8.

Tabela 42 — Tempo de execucao em segundos para a funcao f8.

f8
n Trapézio Real | Trapézio Intervalar | Simpson Real | Simpson Intervalar
10 0.000002 0.001541 0.000004 0.003747
100 0.000008 0.012361 0.000159 0.038022
1000 0.000617 0.129088 0.000832 0.428644
10000 0.005967 1.755685 0.007347 3.996024
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A Tabela 43, apresenta o tempo de processamento para a fungao f9.

Tabela 43 — Tempo de execucao em segundos para a funcao f9.

f9
n Trapézio Real | Trapézio Intervalar | Simpson Real | Simpson Intervalar
10 0.000003 0.001498 0.000004 0.004189
100 0.000137 0.013288 0.000212 0.042201
1000 0.001126 0.151615 0.001222 0.407332
10000 0.011069 1.928587 0.012470 4.001552

A Tabela 44, apresenta o tempo de processamento para a funcao f10.

Tabela 44 — Tempo de execucao em segundos para a fungao f10.

10
n Trapézio Real | Trapézio Intervalar | Simpson Real | Simpson Intervalar
10 0.000002 0.001101 0.000003 0.002840
100 0.000115 0.009663 0.000102 0.027997
1000 0.000604 0.095844 0.000703 0.277265
10000 0.005909 1.495558 0.006836 2.772321

A Tabela 45, apresenta o tempo de processamento para a fungao f11.

Tabela 45 — Tempo de execucao em segundos para a fungao f11.

f11
n Trapézio Real | Trapézio Intervalar | Simpson Real | Simpson Intervalar
10 0.000002 0.001528 0.000002 0.004209
100 0.000135 0.014323 0.000149 0.041625
1000 0.000834 0.135899 0.000910 0.409657
10000 0.007887 1.877128 0.008867 4.060335

A Tabela 46, apresenta o tempo de processamento para a fungao f12.

Tabela 46 — Tempo de execucao em segundos para a fungao f12.

f12
n Trapézio Real | Trapézio Intervalar | Simpson Real | Simpson Intervalar
10 0.0000002 0.000994 0.0000002 0.002626
100 0.0001189 0.009543 0.0001051 0.027853
1000 0.0005278 0.087126 0.0006599 0.260475
10000 0.0051660 1.392478 0.0064132 2.574657
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A Tabela 47, apresenta o tempo de pocessamento para a funcao f13.

Tabela 47 — Tempo de execugao em segundos para a fungao f13.

f13
n Trapézio Real | Trapézio Intervalar | Simpson Real | Simpson Intervalar
10 0.000002 0.001399 0.0000003 0.003823
100 0.000009 0.013032 0.0001089 0.037389
1000 0.000777 0.123301 0.0008661 0.366049
10000 0.007376 1.758221 0.0084440 3.646942

Nas tabelas acima, foram apresentados os tempos de execucao para todas as fun-
coes de exemplo. Foi possivel observar que para todas a fungoes seguiu-se o padrao de
aumento de tempo conforme aumenta do nimero de subintervalos utilizados para realizar
o calculo da funcdo, o que era o esperado. Os métodos com entradas reais obtiveram
tempos de execucao parecidos, percebendo-se pouca diferencga entre o tempo de execugao
e sendo o método dos Trapézios real um pouco melhor. Para os métodos nas formas
intervalares, para todas as func¢oes calculadas, o método dos Trapézios Intervalar obteve
melhor tempo de processamento.

Com todos os resultados analisados pelo método de Simpson e dos Trapézios,
realizou-se uma analise quanto ao tipo de funcdo que cada integral estava resolvendo
nos 13 exemplos e qual o melhor método que a resolve de forma intervalar. Assim, na

Tabela 48, apresenta-se um resumo dessa analise.

Tabela 48 — Classificagao por tipo de funcao

Tipo de funcao | Exemplos Melhor método
f1 Simpson Intervalar
Exponencial f7 Simpson Intervalar
9 Simpson Intervalar
10 Trapézio Intervalar
£3 Simpson Intervalar
f4 Trapézio Intervalar
Polinomial f6 Simpson Intervalar
f11 Simpson Intervalar
f12 Simpson Intervalar
f13 Simpson Intervalar
f2 Simpson Intervalar
Trigonométrica £5 Simpson Intervalar
f8 Trapézio Intervalar
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O método dos Trapézios Intervalar possui um maior comprimento de intervalo,
possuindo menor precisao que o método de Simpson Intervalar. O método de Simpson
Intervalar resulta intervalos mais estreitos, mas necessita de um numero de subdivisoes
maior que o método dos Trapézios para encapsular o valor exato, necessitando um maior
tempo de processamento. O principal mecanismo para obter um intervalo estreito é
aumentar o nimero de subintervalos, conforme o aumento de subdivisoes se torna muito
grande, acontece um arredondamento significativo. O método dos Trapézios Intervalar
pode ser aplicado para calcular todas as func¢oes utilizadas de exemplo, encapsulando o
valor obtido pelo método real e o valor exato para cada uma das fungoes.

Neste capitulo foram apresentados os resultados obtidos da computacao de exem-
plos aplicando os métodos de integracao dos Trapézios e Simpson nas formas reais e
intervalares. Realizou-se uma andlise numérica a fim de justificar o uso do método dos
Trapézios Intervalar, quanto a qualidado dos intervalos resultantes, e as métricas de erro
absoluto e relativo e ao tempo de processamento demandado. O método dos Trapézios
Intervalar, mostrou possuir um comprimento de intervalo maior que o método de Simpson
Intervalar, sendo menos preciso, mas possui um menor erro contido, além de convergir

com menos subdivisoes e demandar menos tempo de processamento.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Visto que o calculo numérico de integrais é realizado através de aproximagoes,
seu resultado é afetado por erros de arrendondamento e truncamento, que podem ser
propagados devido as operagoes aritméticas realizadas no computador. Quando nao é
possivel encontrar a primitiva da funcao na forma analitica, ndo podemos usar outro
método que nao o numérico. Um dos fatores de maior importancia quando se trabalha
com computagdo numeérica é a exatidao dos resultados. A matemaética intervalar, surge
com o objetivo de realizar um controle automatico de erros dos calculos, retornando
respostas com maior exatidao possivel.

Na literatura é possivel encontrar fun¢ées com integracao que sao resolvidas apli-
cando o método dos trapézios.

Neste trabalho, foi realizada a definicao intervalar do método de integracao dos
Trapézios, utilizando o método de extensao intervalar. O método definido foi imple-
mentado em um ambiente de programacao com suporte ao tipo intervalo, utilizando a
linguagem Python e o pacote Intpy. Para que fosse possivel comparar os resultados
intervalares aos reais, a forma real do método também foi implementada utilizando a
linguagem Python. A fim de validar os resultados obtidos pelo método dos Trapézios
Intervalar, foram utilizadas algumas fungoes, as quais possuem seu valor exato conhe-
cido. Foi realizada uma analise numérica utilizando as métricas de erro estabelecidas na
aritmética intervalar, comparando o método dos Trapézios ao método de Simpson, por
este ja possuir uma definicao intervalar. Por fim foi verificado o tempo de processamento
demandado por ambos os métodos.

Verificou-se que para todas as fungoes computadas, os resultados reais apresenta-
dos pelo método dos Trapézios Real estao contidos nos valores intervalares apresentados
pelo método dos Trapézios Intervalar.

Como resultados da andlise numérica, foi possivel concluir que, apesar de na mai-
oria das vezes o método de Simpson retornar um intervalo solu¢do com didmetro menor,
o método dos Trapézios sempre converge para uma resposta com um menor nimero de
subdivioes. Em alguns casos isso é preferido ao invés de um didmetro menor, uma vez que
influencia diretamente no esforgo computacional de resolver o problema, ja que quanto
maior o nimero de divisdes, maior serda o tempo de processamento e o esfor¢o para com-
putar o resultado. Se pudermos resolver um problema com uma ordem exponencial de
210 isso é melhor do que ter que resolver o mesmo problema com ordem 219009,

O principal objetivo deste trabalho foi utilizar a mateméatica intervalar para re-
alizar a definicao intervalar do método dos Trapézios composto, por este nao possuir
definicao na literatura. A partir da implementacao do método dos Trapézios Intervalar,
foi posivel realizar uma analise de qualidade para os valores intervalares obtidos, além do
tempo de processamento do método.

A defini¢do intervalar do método dos Trapézios pode ser adicionada aos demais
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métodos de integracao intervalar existentes na literatura, visto que a integracao numérica

tem seus resultados afetados por erros gerados pela aritmética de ponto flutuante.

6.1 Trabalhos futuros

A partir da definicdo intervalar e das comparacoes feitas no presente trabalho,

ficam alguns itens como trabalhos futuros:

e Aplicar os métodos em outros tipos de fungoes;

e Automatizar a escolha do método a ser utilizado em cada funcao, possibiltando que
o usuario entre com a funcao a ser integrada e o algoritmo ja resolve com o melhor

método;

e Testar essa definicdo com a aritmética RDM, a fim de verificar se o resultado solugao

pode melhorar.



99

REFERENCIAS

BALBONI, M. D. C. et al. Comparando diferentes métodos de integracao intervalar.
Vetor, 2015. Citado 2 vezes nas paginas 25 e 26.

BALBONI, M. D. C. et al. Critérios para analise e escolha de ambientes intervalares.
Revista Jr de Iniciagcao Cientifica em Ciéncias Exatas e Engenharia, Rio
Grande - RS, n. 7, 2014. Citado na péagina 28.

BARRETO, R. M. Intpy 0.1.3. 2016. Disponivel em:
<https://pypi.python.org/pypi/ IntPy/0.1.3>, 2016. Citado 3 vezes nas
paginas 14, 20 e 35.

BARRETO, R. M.; CAMPOS, M. A. Intpy: Um framework intervalar em python. VIII
ERMAC-R3, 2008. Citado 3 vezes nas paginas 14, 17 e 21.

BURDEN, R. L.; FAIRES, J. D. Anédlise Numérica. [S.l.: s.n.], 2008. Citado na
pagina 32.

CAPRANI, O.; MADSEN, K.; NIELSEN, H. B. Introduction to interval analysis. IMM
- Informatics and Mathematical Modelling, 2002. Citado 5 vezes nas paginas 13,
14, 25, 31 e 34.

CARVALHO, N. F. de; MARCHI, C. H. AvaliaCAo de esquemas numEricos para
problemas difusivos 2d resolvidos com volumes finitos. CILAMCE, 2009. Citado na
pagina 23.

CLAUDIO, D. M.; MARINS, J. M. Célculo Numérico Computacional: Teoria e
Pratica. [S.1.: s.n.], 1994. Citado na pégina 32.

DUARTE, G. C. P. Introducao a matematica e a administracao financeira
intervalar. Natal: [s.n.], 2007. Citado na pagina 19.

FINGER, A. F. Extensao intervalar para as variaveis aleatérias com
distribui¢oes Uniforme, Normal, Gama, Exponencial e Pareto. mathesis, 2014.
Citado 2 vezes nas paginas 24 e 31.

GALDINO, S. Interval integration revisited. Open Journal of Applied Sciences,
2012. Citado 2 vezes nas paginas 27 e 36.

KREINOVICH, V. Probabilities. intervals, what next? optimization problems related
to extension of interval computations to situation with partial information about
probabilities. Global Optimization, v. 29, n. 3, p. 265-280, 2003. Citado na péagina
18.

KULISCH, U.; MIRANKER, L. Computer Arithmetic in Theory and Practice.
1th. ed. [S.1.]: Academic Press, 1981. Citado 2 vezes nas paginas 18 e 21.

KULISCH, U. W. Complete interval arithmetic and its implementation on the computer.
In: Numerical Validation in Current Hardware Architectures. [S.1.]: Springer,
2008. v. 5492. Citado na pagina 21.

LORETO, A. B. Analise da Complexidade Computacional de Problemas
de Estatistica Descritiva com Entradas Intervalares. Tese (Doutorado) —
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, 2006. Citado 2 vezes nas
paginas 17 e 31.



60 Referéncias

MESQUITA, M. Matematica intervalar: principios e ferramenta c-xsc. Online, 2004.
Citado na pagina 20.

MONTEIRO, M. T. T. Métodos Numéricos: exercicios resolvidos aplicados a
Engenharia e outras Ciéncias. [S.].: s.n.], 2012. Citado na pédgina 13.

MOORE, R.; KEARFOTT, M.; CLOUD, J. Introduction to Interval Analysis.
Philadelphia: Studies in Applied and Numerical Mathematics (STAM), 2009. 213 p.
Citado na péagina 19.

MOORE, R. E. Interval Analysis. Englewood Cliffs, NJ: Prentice Hall, 1966. 159 p.

Citado 2 vezes nas paginas 17 e 19.

MOORE, R. E. Methods and Applications of Interval Analysis. 2. ed. Madison,
Wisconsin: Studies in Applied and Numerical Mathematics (STAM), 1979. 200 p. Citado
na pagina 19.

MOORE, R. E.; STROTHER, W.; T.YANG, C. Interval integrals. 1960. Citado na
pagina 13.

NOBREGA, B. S. da. Analise Numérica para a Solugio de Integrais nio
Elementares. mathesis, 2012. Citado 2 vezes nas paginas 13 e 24.

NOBREGA G. A. S; BEDREGAL, R. C. B. B. R. C. Integrais de linha intervalar:
Fundamentos e aplicagoes. Universidade Federal do Rio Grande do Norte, 2010.
Citado na pagina 13.

OLIVEIRA, P.; DIVERIO, T.; CLAUDIO, D. Fundamentos de Matematica
Intervalar. Porto Alegre, Brasil: Sagra-Luzzato, 1997. 93 p. Citado na pagina 19.

PYTHON. 2017. Http://www.python.org. Citado 2 vezes nas paginas 14 e 20.

RALL, L. B. Integration of interval functions ii. the finite case*. Society for Industrial
and Applied Mathematics, 1982. Citado na pagina 13.

RATSCHEK, H.; ROKNE, J. New Computer Methods for Global Optimization.
Chichester, United Kingdom: Limited, 1988. 229 p. Citado 2 vezes nas paginas 13 e 17.

RUGGIERO, M. A. G.; LOPES, V. L. R. Calculo numérico: aspectos tedricos e
computacionais. 2. ed. Sao Paulo: Pearson Makron Books, 1996. Citado 3 vezes nas
paginas 13, 17 e 33.

SANTIAGO, R. H. N.; BEDREGAL, B. R. C.; ACIOLY, B. M. Formal aspects of
correctness and optimality of interval computations. Formal Aspects of Computing,
Springer-Verlag, v. 18, p. 231-243, 2006. Citado na pagina 19.

SUNAGA, T. Theory of an interval algebra and its application to numerical analysis.
Japan Journal of Industrial and Applied Mathematics, Springer, v. 26, n. 2, p.
125-143, 2009. Citado na pagina 35.

VARJAO, F. R. G. IntPy: Computacgao Cientifica Auto Validavel em Python.
Dissertacao (Mestrado) — Universidade Federal de Pernambuco, Recife, 2011. Citado
na pagina 21.



Apéndices






63

APENDICE A - IMPLEMENTACOES DOS METODOS
Todas as implementacoes descritas foram realizadas utilizando o ambiente de de-
senvolvimento intervalar composto pela linguagem de programagao Python e o pacote
de extensao intervalar IntPy. Estao demostradas as implementagoes dos métodos para a

funcao f1.
A.1 Trapézio Real

from scipy import integrate

from scipy import inf

from math import exp, cos, cosh, sin, sqrt
from intpy importsx

from intpy.support.stdfunc =

import time

import timeit

def trapezio__real(n,a,b):
e = 2.718281828459045
h = (b — a)/float (n)
soma = 0
soma = (ex*xa) + (exxb)
x=a+h
for i in range(n—1):
x=x+h
soma = soma + 2 x (e*¥Xx)
soma = (h/2) % soma

return soma

A.2 Trapézio Intervalar

from scipy import integrate

from scipy import inf

from math import exp, cos, cosh, sin, sqrt
from intpy importx

from intpy.support.stdfunc =

import time

import timeit

def trapezio__intervalar(n,a,b):
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e = IReal (2.718281828459045)
x = IReal(a,b)
h = (x.sup — x.inf)/float (n)
aux = x.inf + h
soma = IReal (0)
result = IReal(0)
listalnt = []
for i in range (n—1):
listalnt = listalnt + [IReal(aux, aux + h)]
aux = aux + h
for i in range (n—1):
soma += IReal(2) % powl(e, listalnt[i])
soma += (powl(e, IReal(listalnt[i].inf))
soma += powl(e, IReal(listalnt[i].sup)))
soma = soma * ((listalnt[i].sup) — (listalnt[i].inf))/2)

return soma

A.3 Simpson Real

from
from
from
from

from

scipy import integrate

scipy import inf

math import exp, cos, cosh, sin, sqrt
intpy importx

intpy.support.stdfunc =

import time

import timeit

def simpson__ real(n,a,b):

e = 2.718281828459045

total = 0

h = (b — a)/float(n)
total = (exxa) + (exxb)
X = a

m= (a+ b)/2
for i in range(n—1):
if i%2 = 0:
Xx =x 4+ h
total = total 4+ 4*(exm)

else:
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total = total + 2 x(exxm)
total = (h/6) % total

return total

A.4 Simpson Intervalar

from scipy import integrate

from scipy import inf

from math import exp, cos, cosh, sin, sqrt
from intpy importsx

from intpy.support.stdfunc =

import time

import timeit

def simpson___ intervalar(n, a, b):

listalnt = []

e = 2.718281828459045

total = 0

x = [Real(a,b)

h = (x.sup—x.inf)/float(n)

aux = x.inf

for i in range(n):
listalnt += [ IReal(aux, aux+h) |
aux = aux+h

for i in range(n):
totalaux = IReal(0)
totalaux += (powl(IReal((e),(listalnt[i].inf)))
totalaux += powl(IReal((e), (listalnt[i].sup)))
m = (listalnt [i].inf4+listalnt[i].sup)/2
totalaux 4= 4 * (e*¥m)

totalaux = totalaux * ((listalnt[i].sup—listalnt[i].inf)/6)

total = totalaux + total

return total



