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“Hmmm... o resultado nao é tudo o que procuro.
Quando a tnica coisa que importa é o resultado,
vocé comeca a tentar tomar atalhos...

e quando se toma atalhos demais,

vocé pode perder de vista o que realmente importa.
E, eventualmente, perdera a sua motivagao também.
(Hirohiko Araki; JoJo’s Bizarre Adventures)






RESUMO

Quando sao realizados calculos em um sistema computacional, trabalha-se com ntimeros
de ponto flutuante, o que faz com que nao seja possivel representar os valores correta-
mente. Devido a isso, o resultado dos calculos é sujeito a erros de aproximagao, como os
erros de arredondamento e de truncamento. Uma das alternativas de contornar os erros
causados pela maquina é a utilizacao da aritmética intervalar, a qual garante intervalo
solugao onde o valor real estd contido. Para obter o valor numérico da funcao densidade
de probabilidade da varidvel aleatéria continua com distribuicao Weibull, é necessaria a
resolucao de integrais, nas quais o resultado é obtido através de aproximagao, o que torna-
o sujeito a erros como os de arredondamento e truncamento. Nesse trabalho define-se a
funcao densidade de probabilidade com distribuicao Weibull de forma intervalar, usando
o método da extensdo intervalar. Apds definida, é feita a implementacao da fungdo com
distribuicao Weibull utilizando diferentes métodos de resolucdo de integral intervalar, ja
existentes na literatura, a fim de analisar qual método retorna um intervalo solucao de
melhor qualidade. Para verificar os resultados obtidos, sera feita a analise de erro através
dos calculos de erro absoluto e relativo. Além disso, também foi feita analisada a comple-
xidade dos algoritmos implementados, a fim de certificar que o esfor¢co computacional ao
usar aritmética intervalar é semelhante ao esfor¢o despendido com céalculos com entradas
reais. Com os resultados obtidos pode-se determinar que o método de resolugao intervalar
que obteve os melhores resultados foi a primitiva intervalar da funcdo com distribuicao
Weibull, enquanto o método de integracao intervalar que mostrou os melhores valores foi

o método de Simpson intervalar.

Palavras-chave: Aritmética intervalar. Distribuicoes de probabilidade. Integrais inter-

valares. Andlise de erros.






ABSTRACT

When calculations are performed in a computational system, floating-point numbers are
used, that makes with it isn’t possible to represent the values correctly. One of the al-
ternatives to avoid errors caused by the machine is the use of interval arithmetic, which
guarantees a interval solution where the real value is contained. To obtain the numerical
value of probability density functions of continuous random variable with Weibull dis-
tribution, is required the solution of integrals, in which the solution is obtained through
aproximation, which makes it subject to errors, such as rounding and truncation errors.
This work intends to define the probability density funcion with Weibull distribution in
interval form, using the interval extension method. After the definition is obtained, the
function with Weibull distribution was implemented using different methods to solve in-
terval integrals already existing in literature, in order to analise which method returns
a better quality solution interval. To verify the obtained results, a error analysis was
done through the absolute and relative error. Furthermore, the implemented algorithm
complexity will also be analyzed, in order to verify the computational effort when using
interval arithmetic is similar to the effort spent with the calculations using real entrances.
With the results, it was possible to determinate that the method to solve interval inte-
grals with the best results was the interval primitive of the function, while the interval

integration method that showed better results was the Interval Simpson method.

Key-words: Interval arithmetic. Probability distributions. Interval integrals. Error

analysis
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1 INTRODUCAO

O conjunto de ntmeros representaveis em qualquer maquina ¢ finito, assim as
operacoes numeéricas realizadas em sistemas computacionais podem gerar varios tipos de
erros, como, por exemplo, erros de truncamento, de arredondamento, propagacao dos
erros de dados de entrada, entre outros. Esses erros ocorrem quando: um valor real
de entrada é aproximado para um ntimero real de méquina (erro de truncamento e/ou
arredondamento); os erros nos resultados intermediarios gerados na execugdo de cada
operagao vao se acumulando (LORETO, 2006).

A aritmética intervalar é uma teoria matematica desenvolvida principalmente por
Moore (1976) que tem como foco a manipulagdo e operagdo de intervalos para contro-
lar, rigorosa e automaticamente, os diversos tipos de erros encontrados nos resultados da
computacao numérica (MESQUITA, 2004). Na matemaética intervalar sao usados inter-
valos reais para representar valores infinitos, desconhecidos ou continuos, ou seja, com os
intervalos é possivel representar valores inexatos, aproximagoes e erros de truncamento
(LORETO, 2006).

Na aritmética intervalar, ao invés de aproximar um valor real x para um valor de
maquina, ele é ‘contido’ em um intervalo fechado x que possui limites superior e inferior,
ou seja, é criado um intervalo x = [z, Z], onde estd presente o valor real x. O tamanho
do intervalo, que é a diferenga entre os limites superior e inferior, ¢ uma das maneiras de
avaliar a qualidade do intervalo solugao, ou seja, quanto menor o tamanho do intervalo
melhor é sua qualidade (RATSCHEK; ROKNE, 1988).

Os intervalos podem ser aplicados nas mais diversas areas, tais como: programacao
matematica, manipulagdo de equagoes, andlise e projeto de circuitos elétricos, psicologia
matemadtica, estatistica, equagoes diferenciais, fisica, entre outras (KEARFOTT, 1996).

Quando o uso de variaveis aleatérias continuas sobre valores reais R é abordado,
um dos problemas enfrentados é o calculo de probabilidades, ja que é necessaria a reso-
lugdo de uma integral definida da fungdo densidade de probabilidade, para a qual nem
sempre ¢é possivel obter a primitiva ou as vezes ¢ dificil de se obter. Como integrais de
fungoes densidade de probabilidade sao resolvidas analiticamente, seu resultado é encon-
trado através de aproximacao, o que o torna sujeito a erros como os de arredondamento
e de truncamento (FINGER, 2014).

Os problemas numéricos resultantes da computacao de probabilidade originam-se
da impossibilidade de operacao com nimeros reais de forma direta, ja que é preciso re-
presentar a reta real (uma grandeza continua) em palavras de maquina (a qual representa
valores discretos) (CAMPOS, 1997).

Para implementar fungoes intervalares em sistemas computacionais deve-se usar
linguagens de programacao que tenham o tipo intervalo definido, permitindo assim a
manipulacdo dos intervalos e operacoes sobre esse tipo. Exemplos de linguagens que

permitem o uso de intervalos sdo: C-XSC, Fortran-XSC, IntLab e IntPy.
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Dentre as fungoes densidade de probabilidade com distribuicao existentes na li-
teratura, para variaveis aleatérias continuas, algumas ja foram definidas para entradas
intervalares, como, por exemplo, funcoes densidade com distribuicao Normal e Pareto.

A fim de complementar o que ja tem na literatura, nesse trabalho sera definida
a funcao densidade de probabilidade com distribuicao de Weibull de forma intervalar.
Tal distribuigao é frequentemente usada em questoes referentes a confiabilidade, taxas
de falhas, medidas de durabilidade e outras areas devido a sua versatilidade e simplici-
dade(NAVIDI, 2016).

Também serao comparados os varios métodos para o calculo de integrais intervala-
res, a fim de escolher qual tem melhor aplicacdo na forma intervalar da fun¢do densidade
de probabilidade, retornando os melhores resultados e com melhor eficiéncia. Para im-
plementacao da funcao densidade de probabilidade sera utilizado o pacote de extensao
para programagao intervalar da linguagem de programacao Python, o IntPy (BARRETO,

2016), o qual permite a manipulagao e operagao do tipo intervalo.

1.1 Objetivos

O principal objetivo desse trabalho é definir com entradas intervalares a funcao
densidade de probabilidade com distribuicaio Weibull. Essa definicao serd obtida através
do uso das propriedades da matematica intervalar. A fim de atingir o objetivo principal,

os objetivos especificos a serem executados sao listados e detalhados logo abaixo:

e Definir a funcao densidade de probabilidade da distribuicao Weibull com entradas
intervalares: Na literatura encontram-se as defini¢oes das fungoes densidade de pro-
babilidade das distribui¢oes Uniforme, Exponencial, Normal, Beta, Gama e Pareto,
assim, para completar as defini¢Oes intervalares para as fun¢oes densidade de pro-
babilidade das varidveis aleatérias sera definida a forma intervalar da distribuicao

Weibull, através do método de extensao intervalar.

e Escolha de melhor método na resolucao de integrais intervalares: No calculo da pro-
babilidade sao resolvidas integrais definidas da funcao densidade de probabilidade.
Como no presente trabalho serd usada a aritmética intervalar, serd necessario aplicar
um método adequado a resolucao de integrais com intervalos. Serdo analisados os
diversos métodos de integracao intervalar disponiveis na literatura e, comparando
os resultados retornados e questoes referentes a complexidade computacional, sera

escolhido o método que melhor atender aos objetivos do trabalho.

e Analisar a qualidade do intervalo encapsulador: O intervalo encontrado para a fun-
¢do densidade de probabilidade da distribuicio Weibull serd analisado usando as
medidas de erro absoluto e relativo e o calculo de didmetro do intervalo, para assim

mostrar a qualidade do intervalo solugao.
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e Analisar a complexidade computacional: Os algoritmos implementados no trabalho
terao sua complexidade analisada, a fim de investigar o esfor¢co computacional gasto
no calculo da funcao densidade de probabilidade com distribui¢ao na forma interva-
lar. A complexidade dos algoritmos para a distribuicao em forma real e em forma
intervalar serdo comparados para comprovar que o esfor¢o computacional para re-
alizar o calculo utilizando aritmética intervalar é semelhante ao esfor¢o despendido

quando é utilizada a forma real da funcao.

1.2 Organizacao do trabalho

Esse trabalho é organizado da seguinte forma:

No capitulo 2 é vista a fundamentacao tedrica sobre matematica intervalar, apre-
sentando seus principais conceitos, operagoes basicas na aritmética intervalar e o método
de extensao intervalar. Também sao apresentados varios métodos para calcular integrais
intervalares, mostrando suas caracteristicas e féormulas. Além disso é apresentado o pa-
cote IntPy (BARRETO, 2016), a teoria da probabilidade e as métricas da qualidade do
intervalo.

No capitulo 3 sao apresentados trabalhos, ja desenvolvidos, na area da matematica
intervalar e probabilidade, os quais sao utilizados neste trabalho como fonte de conceitos
importantes.

O capitulo 4 trata sobre o desenvolvimento deste trabalho, onde sdo mostrados
conceitos tedricos, os quais foram de grande importancia no desenvolvimento desta mono-
grafia. E feita a definicdo intervalar da funcdo densidade de probabilidade com distribui-
¢ao Weibull e também sao mostrados os resultados obtidos na implementacao da forma
intervalar da funcao, os quais sao analisados na se¢ao 4.2. Também é feita a analise de
complexidade dos métodos, a qual ¢ vista na segao 4.3.

O capitulo 5 apresenta as conclusoes obtidas nesse trabalho, onde é mostrado o
método para célculo da forma intervalar da funcao que obteve os melhores resultados de
maneira mais eficiente.

Por fim sd@o mostradas as referéncias bibliograficas presentes nesta monografia.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesse capitulo serao apresentados os conceitos e definicoes da matematica inter-
valar importantes para o entendimento e desenvolvimento do trabalho, bem como as
operagoes aritméticas basicas (soma, subtragdo, multiplica¢ao e divisao). Também serd
explicado o método da extensdo intervalar, o qual é utilizado na definicao da forma in-
tervalar da funcao densidade de probabilidade das variaveis aleatérias continuas com a
distribuicao Weibull. Além disso, sera abordada a teoria da probabilidade com o objetivo
de apresentar tanto os conceitos basicos das distribui¢oes de probabilidade para varia-
veis aleatdrias continuas como a teoria da probabilidade intervalar definida por Campos
(1997).

Por fim, sera apresentado o ambiente computacional utilizado no trabalho, o pacote
IntPy, o qual é adicionado a linguagem de programacao Python para implementar a funcgao
densidade de probabilidade das varidveis aleatdrias continuas com distribuicao Weibull na

sua forma intervalar.

2.1 Matematica Intervalar

A aritmética intervalar (MOORE, 1966) (MOORE, 1979) (MOORE; KEARFOTT;
CLOUD, 2009) tem como base o uso de intervalos fechados [z, z] de valores reais como
seus elementos basicos. No ponto de vista computacional sua definicao se da na seguinte
maneira: dada uma fungao f(x) de variavel real x pertencente a um intervalo x = [z, Z],

onde z,x € R, a imagem da fungao é dada por:

f(@) ={yly = f(z),z <x < 7},

onde é possivel determinar um intervalo y, no qual y = [y, 9], tal que f(z) Cy, ou seja, a
fungao f(z) estd encapsulada no intervalo y. Partindo disso é possivel definir uma fungao

I associada a f através da transformacao do intervalo x no intervalo y, ficando assim:

flz) € F(x) =y.

A funcao F, chamada de extensao intervalar de f, deve possuir a menor diferenca
possivel da imagem f(z). A matemética intervalar usa um tipo especial de arredonda-
mento, o arredondamento direcionado, onde os resultados sao arredondados para o menor
e maior nimero de maquina que contenham o resultado das operacoes, o que resulta em
um intervalo de maquina que contém a solugao do calculo.

Na extensao intervalar, o programa f é implementado através da substituicao de
cada operacgao elementar de niimeros reais por operacoes correspondentes usando aritmé-
tica intervalar. A extensao intervalar é definida da seguinte maneira:

A funcdo F : I(R) — I(R) é uma extensdo intervalar de uma funcdo f : R — R,
se, para todo = € R, f([z,z]) = [f(z), f(x)] (SANTIAGO; BEDREGAL; ACIOLY, 2006).
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Quando se trata de aritmética intervalar é importante diferenciar os conceitos de
imagem intervalar de uma funcao e de avaliacao intervalar. A imagem intervalar de uma
funcao f, continua no intervalo x, é definida como sendo o intervalo limitado pelo minimo
e pelo méximo da imagem f(z), sendo x um elemento encapsulado pelo intervalo x, o

qual possui a seguinte notacao:

Im(f(x)) = {min[f(x)], maz[f ()]l € x}

Na computacao intervalar o intervalo solucdo y = [y,y] pode ser obtido através
do uso de métodos de aproximacao, técnicas de otimizacao, extensao intervalar, entre
outros (KREINOVICH, 2003). No principio da aritmética intervalar problemas como
a nao-portabilidade de codigos que implementassem essa aritmética e o esforgo extra
imposto pela computacao intervalar ao processador e a memoria faziam com que o uso
da matematica intervalar nao fosse muito atrativo (HICKEY; ENDEN, 1999).

A extensdo intervalar (MOORE, 1976), também chamada de avaliacdo intervalar
(OLIVEIRA; DIVERIO; CLAUDIO, 1997), é definida como o método primario na com-
putagao do intervalo solugdo (FERSON et al., 2004). Esse método se baseia no fato de
que, em um computador, todo algoritmo consiste de operagoes elementares (aritméticas e
légicas). Para todas as operagoes elementares f(a, b), caso sejam conhecidos os intervalos
de a e b (chamados de A e B, respectivamente), é possivel computar a imagem de f(A,B)

usando a aritmética intervalar definida por Moore (1966).

2.1.1 Operagoes aritméticas basicas

Na matematica intervalar é possivel realizar o calculo de valores através de opera-
coes elementares da matematica basica como adigao, subtracao, multiplicacao e divisao.
Mas, ao invés de operar sobre valores reais, os calculos sao feitos com intervalos.

Todas as operagoes aritméticas basicas que serao explicadas utilizarao como ele-

mentos os intervalos x = [z, 7] e y = [y, y].
e Adicao: A soma entre dois intervalos é apresentada como:
x+y=z+yz+yl|
Ex.: Dados os intervalos x = [2,4] e y = [1,3], o resultado da soma entre eles
resultara no intervalo x +y = [3, 7.

e Subtragao: A diferenga entre dois intervalos é calculada:

X—y=[z—y Ty

Ex.: Dados os intervalos x = [2,4] e y = [1, 3], o resultado da subtracdo entre eles

resultara no intervalo x —y = [1, 1].
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e Multiplicagdo: O produto entre dois intervalos é apresentado como:

x-y=lz-yz- 7
Ex.: Dados os intervalos x = [2,4] e y = [1, 3], o resultado da multiplica¢ao entre

eles resultara no intervalo x - y = [2,12].

e Divisao: O quociente entre dois intervalos é apresentado como:

Ex.: Dados os intervalos x = [2,4] e y = [1,2], o resultado da divisdao entre eles
resultard no intervalo x +y = [2,2]. Assume-se que o intervalo y ndo possui

elementos nulos, ou seja y # 0 e i # 0.

2.2 Integrais intervalares

Na literatura existem diferentes maneiras de resolugao de integral utilizando in-
tervalos. Nesta subsecao serao apresentados os mais utilizados e que serao adotados no
desenvolvimento do trabalho.

Dada uma fungao f : R — R no intervalo A = [a, b] deseja-se computar a seguinte

integral:

T:/abf(:v)da:

Nesse problema, caso seja encontrada uma func¢ao F tal que F(x) = f(z), entao
T é simplesmente calculado como T' = f(b) — f(a). Porém, caso nao seja encontrada essa
funcao, ou caso sua implementagao seja indisponivel ou muito complexa, o resultado é
obtido através de aproximacoes, o que deixa o calculo da integral sujeito a erros, como os
de arredondamento e truncamento (NOBREGA, 2010).

Em vista disso foram propostos varios métodos para calcular integrais utilizando

aritmética intervalar, os quais serao vistos abaixo.

e Integral de Moore: No estudo da aritmética intervalar feito por Moore., Yang e
Strother (1960), a integral [, F/(x)dx era definida por fungoes F, onde o dominio e
alcance sao contidos em intervalos fechados e delimitados de ntimeros reais. Nesse

método o intervalo ¢ dividido em n subconjuntos igualmente espagados, onde tem-se:

S ={a=x0,21,29,....Tp_1,b =T, },

para [a, b]r, onde r é um nimero real, ou seja, o conjunto de todos os valores zr de

maneira com que = € [a,b]. Isso é visto no somatoério:
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Z(F, S) = Flxg, x1)(z1 — x0) + Flay, vo)(xe — 1) + oo + Flan_1, wp)(xn — 2p—1)

Assim, a integral de Moore é definida por cada fungao continua de todos os intervalos

[A,B] para cada F(A) € F(B), onde A é sempre um intervalo contido em B por:

/[a JF= NsS(F.S)

e Integral de Rall: Nesse método é dada a construgao de uma integral intervalar
onde, tanto o integrando como o intervalo de integragao, sao finitos. Caso os inter-
valos da integral tenham comprimentos iguais, nao é necessario considerar todas as
particoes. Isso faz com que nao seja necessario usar a soma de intervalos Riemann,
que é o intervalo do intervalo (CAPRANI.; MADSEN; NIELSEN, 2002). E definida
uma funcao intervalar Y em um intervalo x = [a, b, sendo Y (z) = [y(z), y(z)], uma
funcdo que atribui um intervalo a cada x € x, onde y e ¥ sao denominadas como

fungdes de extremidade de Y, as quais sao arredondadas através da funcao 7Y (x):

VY (x) = [inf, € x{y(z)}, sup, € x{y(x)}]

A integracao de Rall é definida por:

[ Y@ =" 5 gy,
x nois
onde w(x) representa o tamanho do intervalo, o qual deve ser finito.

e Integral de Bedregal: Seja F uma funcao intervalar continua sobre o intervalo A

= [a,b]. Dada uma parti¢cdo P de A definem-se os seguintes somatoérios de Riemann:

O’(F, P) = zn: HF(A[Xk,l,xk])dM<kalyxk)

k=1

Z(F7 P) = kzn: HF(A[Xk—hxk])dM(Xk—lu Ik),

onde o primeiro representa a soma de Riemann inferior e o segundo a soma superior.

A integral superior da funcao F de a até b é definida como:

/:)F(X)d:):: I o(FP)

Pepla,b]

e a integral inferior da mesma fun¢ao como:
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[Feoa= I LEp)

Pepla,b]

Seja F' : Ila,b] — I(R) uma fungdo intervalar continua, entdo ela é uma funcao
integravel (BEDREGAL; BEDREGAL, 2010) e a seguinte equagao é validada:

A a

e Método de Simpson intervalar: O método de Simpson intervalar (CAPRANL.;
MADSEN; NIELSEN, 2002) é uma extensao do método de Simpson real (RUGGI-
ERO; LOPES, 1996). Sendo uma fun¢ao F quatro vezes continuamente derivéivel
em A = [a, b] e as extensdes intervalares das fungoes fef* sdo conhecidas, o método
encontra um intervalo para a integral definida. O intervalo é dividido em n subin-
tervalos igualmente espacados, e, em cada um deles é aplicado o seguinte polinémio

interpolador:

w(A;)
6

Dado um intervalo A e uma funcao f, a férmula da integragao numérica pelo método

Si = (F(A) +4f(m(A) + f(A))

de Simpson intervalar é:

[ rar =3 A (may) 1 aom(a) + 5(AD) -

A =1

w(Az‘)5
2880

G(Ai)

Todos os métodos apresentados nessa se¢ao serao utilizados na resolugao da forma
intervalar da funcao densidade de probabilidade com distribuicio Weibull, a fim de com-
parar os resultados retornados por cada um dos métodos, para assim decidir qual deles

melhor se adequa a funcao em questao.

2.3 IntPy

O pacote IntPy foi desenvolvido por Barreto para a linguagem de programacao
Python com o objetivo de implementar o tipo de varidveis intervalo e as operacoes sobre
esse mesmo tipo.

O suporte para realizacdo das operagoes aritméticas sobre intervalos foi feita
usando um tipo especial de arredondamento, o arredondamento direcionado (KULISCH;
MIRANKER, 1981).

Varjao (2011), com o uso do pacote IntPy, desenvolveu extensoes intervalares para
algumas fungoes, como, por exemplo, a logaritmica (log), potenciagdo (pow), entre outras.
Todas as operagoes desenvolvidas foram feitas sobre o tipo IReal (Intervalo Real), o qual

¢ implementado em IntPy através do uso de um subpacote.



30 Capitulo 2. Fundamentacio Teorica

Ex.: Para fazer a funcao poténcia sobre intervalos, usando IntPy, a chamada da

funcao de potenciacao (pow) seria:
pow([z, x],n),

onde [z, x| é o intervalo que seréd elevado a poténcia n.

A implementacao das operagdes em forma intervalar, como a apresentada acima, é
feita através do critério proposto por Kulisch (1981), o semimorfismo. Levando em consi-
deracao a possibilidade do controle de erros numéricos poder ser feita utilizando intervalos
no lugar de valores reais, ele propos que a implementagao da aritmética intervalar seja
feita usando a aritmética de exatidao maxima, o que faz com que os resultados retornados
sejam numeros de ponto flutuante ou um valor que esteja encapsulado em um intervalo

cujos extremos sao valores de ponto flutuante consecutivos.

2.4 Teoria da probabilidade

A teoria da probabilidade é o ramo da matematica que trata os fenémenos alea-
torios, os quais podem ser repetidos sob a mesma condigao, apresentam um conjunto de
possiveis resultados e, apds ser repetido diversas vezes, é possivel visualizar um padrao.

Na abordagem de problemas praticos o uso de variaveis aleatérias ¢ de grande
utilidade, ja que esse tipo de variavel é usada para representar um conjunto de valores
nao-enumeraveis, o que frequentemente ocorre quando problemas praticos sao tratados.
Os modelos probabilisticos para variaveis aleatérias continuas sdo chamados de fungoes
densidade de probabilidade e podem envolver mais de um pardmetro (CAMPOS, 1997).

Para calcular probabilidades primeiramente é atribuido um peso de probabilidade
P(z) a todos os elementos do espago amostral do fenomeno analisado, esse peso indica
a probabilidade desse resultado especifico ocorrer. O peso de probabilidade deve ser um
valor positivo e a soma dos pesos de todos os elementos do espaco amostral deve totalizar
1. Em outras palavras, a probabilidade P de um evento E ¢é definida como o peso dos
elementos de E: P(F) = Y P(z) (STEIN; DRYSDALE; BOGART, 2013).

A atribuicao de ug;:r:lceVEalor para cada elemento do espago amostral é denominada
como variavel aleatéria (ou variavel estocastica) ou funcao aleatéria (ou fungao estocas-
tica). Caso a varidvel aleatéria assuma ou um nimero finito ou um ndmero infinito
enumeravel, ela é chamada de variavel aleatéria discreta, e, quando é usado um namero

infinito ndo-enumerével de valores ela é definida como uma varidvel aleatéria continua.

2.5 Meétricas de qualidade de intervalo

Segundo Ratschek e Raknek (1988) os computadores usam aritmética de ponto

flutuante em seus calculos, onde os ntimeros reais sao aproximados para um subconjunto
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dos reais, denominado representacao numérica de maquina. Nesse processo de aproxi-
macao o numero de maquina resultante apresenta alguma diferenca com o valor exato e
essa diferenca é chamada de erro, o qual pode ser de dois tipos: o primeiro ocorre na
aproximacao do nimero real para nimero de maquina enquanto o segundo é originado
pela aproximacao de resultados intermediarios (LORETO, 2006).

As técnicas intervalares fornecem uma ferramenta capaz de estimar e controlar
automaticamente os erros onde, no lugar de aproximar um valor real x para um ntmero
de maquina, esse valor, normalmente desconhecido, é aproximado para um intervalo x, o
qual tem ntimeros de maquina como seus extremos inferior e superior, de maneira com que
o valor = esteja contido nesse intervalo x. Para medir a qualidade da aproximacao feita
no intervalo pode-se calcular o seu didmetro. Os célculos sdo realizados através do uso
de intervalos, fazendo com que, consequentemente, seja necessario substituir a aritmética
real e suas operacoes pela aritmética intervalar e as operagoes intervalares. Utilizando
intervalos na computacao é possivel implementar estimativas para o erro em relagao aos

intervalos encontrados, sao elas:

e Didmetro: w(x) = maz(x) — min(x);

, onde m(x) = % ¢ o ponto médio do intervalo;

w(x)

e Erro absoluto: |z —m(x)| < =~

e Erro relativo: ]m_ﬁ(x” < 2&”5;“))(‘ se 0 ¢ .

Nas medidas de erro vistas acima o ponto médio m(x) do intervalo x é utilizado
para medir a distancia do valor real em relagdo ao valor pontual do intervalo.
Essas medidas de erro sao aplicadas nos intervalos obtidos nas func¢oes densidade

de probabilidade para, dessa maneira, medir a qualidade dos intervalos encontrados.






33

3 TRABALHOS RELACIONADOS
Esse capitulo trata dos trabalhos considerados relevantes e relacionados ao tema
proposto por esse trabalho, mostrando-os sucintamente em cada se¢ao, apresentando seus

conceitos e resultados obtidos, os quais serao utilizados no desenvolvimento desse trabalho.

3.1 Extensao intervalar para as variaveis aleatérias com distribuicées Uni-

forme, Normal, Gama, Exponencial e Pareto

O trabalho desenvolvido por Finger (2014) teve como objetivo definir com entradas
intervalares fungoes densidade de probabilidade com distribuicao de Pareto e Gama, ana-
lisando a qualidade do intervalo e o esfor¢o computacional dos algoritmos implementados.
Sao apresentados dois métodos para obter um intervalo solugao para as fungoes densidade
de probabilidade das varidveis aleatorias continuas: usando o método de Simpson inter-
valar (CAPRANI.; MADSEN; NIELSEN, 2002) e usando a primitiva da fun¢ao. Além
disso, sao mostrados os resultados da analise da qualidade dos intervalos encontrados em
cada funcao densidade de probabilidade, tendo como métricas os erros absoluto e relativo,
bem como o diametro do intervalo.

Com a andlise da complexidade dos algoritmos implementados para cada funcao
densidade de probabilidade, foram comparados os resultados usando o método de Simpson

intervalar e a primitiva da func¢ado, a comparacao ¢é vista na Tabela 1.

Tabela 1 — Esfor¢co computacional das distribuicoes

., .. ~ | Complexidade Real Complexidade Intervalar
Distribuicao — —
Primitiva da Simpson Primitiva da Simpson
Funcao Funcao
Uniforme O(1) - O(1) -
Exponencial O(1) o(2™) - o(2m)
Normal - o(2™) - o(2™)
Gama - o(2™) - o(2™)
Pareto O(1) o(2") O(1) o(2")

Com os resultados, a autora conclui que, quando a primitiva da fungao é usada
como solucao os algoritmos sao executados com menos esfor¢o computacional, possuindo
menor complexidade. A mesma conclusao também é formada em relacao aos resultados
numéricos nas formas reais e intervalares, onde as melhores solugoes sao obtidas através

do uso da primitiva da funcao.

3.2 Estatistica Descritiva Intervalar

Nsse trabalho, desenvolvido por Loreto (2006), foram definidos indicadores esta-
tisticos com abordagem intervalar. Para isso, ela reuniu indicadores ja definidos de forma

intervalar como a média intervalar, moda intervalar, variancia intervalar, desvio padrao
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intervalar, covariancia intervalar e coeficiente de correlagao intervalar e definiu, através
do método de extensao intervalar, coeficiente de variacao intervalar, mediana intervalar,
quartil, decil e percentil intervalares.

A Figura 1 apresenta todas as expressoes dos indicadores intervalares definidos no
trabalho de Loreto.

R
Média Intervalar: ME, = [me.iie] = 1Y x. Y 7]
i=1 =1
: E‘t'-: g +1)/
Mediana Intervalar: MD, = [md,md] = * 5+ senforpar
. (%ns1,), se n for impar.
Moda Intervalar: MO, = [mo. 78] = [moy <icn{x;} .m0y <icn (% }]
. o — | |ma—mima—mi), sema>mi
Amplitude total Intervalar: AT, = [at,ar] = { (0, 75 — i), 6 ma < mi.
Variancia Intervalar: VA, = [va,7@) = 5 T (xi — ME)?
Desvio padrao Intervalar: DP, = [dp,dp| = VVA = +/[va.va| = [+,/va, +v/7a|
= . V. — levenl — DP _ ldp.dp]
Coeficiente de variacao Intervalar: CV, = [ev.ev] = gy = (e, 2]
T 1 &
Covariancia Intervalar: CO, = [co.ca] = — Z[xi —MEy)(yi —MEy)
=l
Coeficiente de correlagao Intervalar: CC,y = [ce,ec] = I'SP_UP_CO = —_M-T )
a xDPy [dpy.dpx|ldpy.dpy]
Separatrizes Intervalares: Q, = q,g].D, = d.d],P, = |p,pl.pos = (n—= 1)+ 1

Figura 1 — Indicadores Estatisticos intervalares

Para comprovar a qualidade dos intervalos solucao obtidos através do uso de ex-
tensao intervalar, ela comparou os resultados reais com os intervalares para cada um dos
indicadores. A qualidade de aproximacao dos intervalos solucao foi verificada com o uso
de calculos das medidas de erro, onde, em todos os exemplos considerados no trabalho,

certificou-se que a qualidade do intervalo foi mantida.

3.3 Interval enclosures for reliability metrics

Esse artigo de Mendonga e Campos (2016) foca na utilizacao de intervalos para
limitar erros numéricos resultantes de processo de computar métricas de confiabilidade
em maquinas digitais para as distribuicdes Exponencial, Weibull e Normal.

As métricas de confiabilidade sao os aspectos levados em consideragao na avali-
agao da confiabilidade (fun¢ao da confiabilidade, funcao da taxa de problemas e tempo
médio para falhas). Essas métricas sdo representas por nimeros reais, logo, ao compu-
tar esses valores, o ambiente computacional gerara erros de aproximagao, como os de
arredondamento e truncamento. Para controlar esses erros numéricos esse trabalho im-
plementou fungoes intervalares, as quais suportam o uso de intervalos nas distribui¢oes
de probabilidade para variaveis aleatérias continuas.

Os intervalos encontrados pelas fungoes intervalares foram comparados com os
resultados do software SHARPE (Symbolic Hierarchical Automated Reliability and Per-
formance Evaluator), o qual é usado na drea de confiabilidade e andlise de performance
(HIREL et al., 2011). Com os resultados do trabalho, definiu-se de forma intervalar as

métricas de confiabilidade e as implementou nas distribui¢oes de probabilidade propos-
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tas. Por fim, usando os valores reais computados pelo software SHARPE foi possivel

comprovar que os intervalos encontrados encapsulavam tais valores.
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4 DEFINICAO INTERVALAR DA FUNCAO DENSIDADE DE PROBA-
BILIDADE COM DISTRIBUICAO WEIBULL

Nesse capitulo sera apresentada a defini¢do intervalar da fungao densidade de pro-
babilidade de uma variavel aleatoria continua com distribuicao Weibull. Tal defini¢ao
foi desenvolvida usando o método de extensao intervalar com a aritmética intervalar de
Moore (1966). Para comparar os resultados encontrados e a exatiddo dos mesmos foi
feita a implementacao dos coddigos da fungao densidade de probabilidade usando o pacote
de extensao intervalar IntPy (BARRETO, 2016) da linguagem de programagao Python,
tanto para entradas com valores reais quanto para com entradas intervalares. Apods a
implementacao foi realizada a analise numérica dos resultados obtidos, o que foi feito
através da comparacao dos resultados reais com os intervalares, utilizando as métricas de
erros, para assim estimar a qualidade do intervalo solugao encontrado. Os resultados des-
sas comparagoes podem ser vistos na secao 4.2. Na secao 4.3 serda mostrada a analise de
complexidade de cada um dos métodos testados na resolugao da fungao com distribuicao
Weibull.

Existem dois métodos principais para criar a definicdo intervalar de uma uma
funcdo: o método da imagem intervalar e o método da extensao intervalar. Partindo dos
trabalhos de indicadores estatisticos intervalares feitos por Loreto (2006) e extensao inter-
valar para varidveis aleatorias com distribui¢cdes Uniforme, Normal, Gama, Exponencial e
Pareto, desenvolvido por Finger (2014), os quais obtiveram resultados satisfatérios usando
o método de extensao intervalar, o mesmo método foi usado na definicao intervalar da
fungao densidade de probabilidade da distribuicao Weibull nesse trabalho.

Para implementar a funcao, foi escolhida a linguagem de programacao Python e o
pacote IntPy. Essa escolha foi feita tendo como base o trabalho de Balboni et al. (2015), o
qual apresenta os critérios para andlise e escolha de ambientes intervalares. Os ambientes
analisados foram os seguintes: Maple intervalar, IntLab, IntPy, C-XSC, Fortran-XSC,
Pascal-XSC e Java-XSC. Os critérios levados em consideracao na escolha foram questoes
relativas ao projeto de linguagem (legibilidade, manutenibilidade, simplicade, ortogonali-
dade, suporte a abstragdo, verificagdo de tipos e manipulagiao de excegoes) e a qualidade
do intervalo retornado pelo ambiente estudado. Com os resultados do trabalho, o ambi-
ente que teve um melhor desempenho foi o pacote IntPy, tanto na qualidade do intervalo
encontrado como no tempo de processamento. Além desses fatores o IntPy também é de
facil utilizacao e instalacao, é bem documentado e apresenta resultados mais proximos do
esperado.

Segundo Ratschek e Rokne (1988), os computadores usam aritmética de ponto flu-
tuante, na qual nimeros reais sao aproximados para um conjunto numérico denominado
representacao numérica de maquina. KEsse processo de aproximacao gera dois tipos de
erros, o primeiro consiste na aproximagao feita quando o valor de entrada é aproximado

para um nimero de maquina, e o segundo ¢é causado pelos resultados intermediarios apro-
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ximados por um ntmero de maquina. O controle desses erros numéricos pode ser feito
usando intervalos no lugar de nimeros reais (KULISCH; MIRANKER, 1981). A imple-
mentacao da aritmética intervalar seria feita usando a aritmética de exatiddo maxima,
onde os resultados seriam, ou um numero de ponto flutuante ou um intervalo cujos limi-
tes inferior e superior sdo nimeros de ponto flutuante consecutivos. Isso ocorre por que,
quando é feita a sua implementacao, a aritmética intervalar esta definida sobre o sistema
de ponto flutuante, e ndo dos niimeros reais, R (BARRETO, 2016).

Na aritmética de exatidao méxima, os intervalos sao definidos de modo que seus li-
mites inferior e superior possuam arredondamento direcionado (KULISCH; MIRANKER,
1981), onde o intervalo solucdo de uma soma, por exemplo, seria definido da seguinte

maneira;:

X+Y =[V(z,y), A (Z,7)],

onde x e y sao os intervalos somados, V representa o arredondamento direcionado para

baixo e A o arredondamento direcionado para cima.

4.1 Definicao intervalar

A distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatéria continua X é uma des-
cricao do conjunto de probabilidades associadas com todos os valores possiveis para essa
variavel. E uma func¢do densidade de probabilidade pode ser usada para descrever a dis-
tribuicdo de probabilidades de uma varidvel aleatéria continua X, onde a probabilidade
dessa variavel estar entre dois valores a e b é dada por uma integral com limites a e b.

Uma func¢ao densidade de probabilidade pode ser vista na equagao a seguir:
b
Pla< X <b) = / .

Uma variavel é definida como uma varidvel aleatdria continua caso exista uma

fungao f, : R — [0,00) que obedeca as seguintes propriedades:
o f.(x)>0,VxeR,
o [, f(@)de 1.

Dessa maneira a variavel aleatoria continua pode assumir uma quantidade nao-
enumeravel e f(x) é chamada de fungdo densidade de probabilidade dessa varidvel.

A distribuicao cuja funcao densidade de probabilidade seré definida com entradas
intervalares sera a distribuicao de Weibull, a qual é uma distribuicdo de probabilidade
para variaveis aleatorias continuas que € aplicada em diversos casos devido a sua versati-
lidade e relativa simplicidade (NAVIDI, 2016). A funcdo densidade de probabilidade da
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distribuicao Weibull tem dois parametros de entrada, os quais definem sua forma e escala.

A funcao densidade de probabilidade com essa distribuicao é vista na seguinte equagcao
b
flz) = / Bz lem B0 = =BT _ o=(Ba)® 0 5 ), (4.1)

onde « representa o parametro de forma e 5 o parametro de escala da fungao

Se x é uma variavel aleatéria continua com parametros a e [, sua notagao é
x Weibull(a, 8). Quando o = 1, a distribuicao de Weibull assume a mesma forma que a
distribuigao exponencial com pardmetros a =  (NAVIDI, 2016).

A figura 4.1 mostra alguns exemplos com valores variados dos pardametros de en-
trada. Com a variagdo de « e [ podem ser geradas diversas formas de curva, o que
permite que a distribuicao de Weibull possa ser usada em uma vasta gama de casos, o

que é o principal ponto positivo dessa distribui¢do, a sua versatilidade (NAVIDI, 2016).

Figura 2 — Exemplos de curvas da distribuicao Weibull.

Fonte:(NAVIDI, 2016)

A definicao intervalar da funcao densidade de probabilidade de uma variavel aleato-
ria continua com distribuicao Weibull, usando o método de extensao intervalar é expressa
na equagao a seguir:

b
Weibull(X, o, B) = / X e (BX)T — o= (B _ o=(Ba)" (4.2)

a

onde X representa o intervalo. Nessa equacao todas as entradas reais da funcao apre-
sentada na equacao 4.1 foram trocadas por entradas intervalares que contenham o valor
real.

Apos definida a func¢do com entradas intervalares, o préximo passo é realizar a

implementacao com aplicacao de diferentes métodos de integracao

4.2 Analise numérica

Na resolucao da integral da funcao densidade de probabilidade, sera escolhido,

dentre os varios métodos para integrais intervalares apresentados na secao 2.2, o que
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melhor atende aos objetivos do trabalho. Essa escolha sera feita através da implementacao
de cada um desses métodos e analisando a qualidade do intervalo solucao e a complexidade
dos algoritmos implementados.

Para obter resultados numéricos foram utilizados 3 conjuntos de dados de entrada
como parametros tanto para a funcao com entrada real quanto para a funcdo com en-
trada intervalar. Tais conjuntos de valores foram retirados de exemplos encontrados na
literatura e foram utilizados devido ao fato de que seus resultados reais ja sao conhecidos,
fazendo com que os resultados intervalares obtidos possam ter sua validade confirmada.
Os conjuntos de valores foram entao aplicados na integral da funcao densidade de proba-

bilidade com distribuicao Weibull, sendo eles usados na resolugao da funcao.

e Ex. 1: Intervalox = [2, 7], « =0.3,5=0.1

e Ex. 2: Intervalo x = [2, 4], a« = 0.5, 5 = 3.0

e Ex. 3: Intervalo x = [1, 2], a =0.75,5 = 1.0

Como a distribuicao precisa de resolugao de uma integral, foram aplicados alguns

métodos de integracao intervalar encontrados na literatura, além da primitiva da funcao,

a fim de comparar qual o melhor método de resolugao para a funcao com distribuicao de

Weibull.

A tabela 2 mostra os resultados obtidos na implementacao da funcao com distri-

buigdo Weibull, mostrando os intervalos solugao retornados por cada um dos métodos de

resolucao de integrais intervalares testados.

Tabela 2 — Resultados usando exemplos e exercicios propostos por Navidi (2016).

Resolugao | Ex.1 Ex. 2 Ex.3

Prim. real | 0.1323719964625507 0.05503651641542917 0.18183930273552706
Simpson 0.13237199646257727 | 0.0550365164154236 0.18183930273551693
Primitiva [0.1323719964625506, | [0.05503651641542917, | [ 0.18183930273552706
Intervalar | 0.1323719964625507] 0.05503651641542917] 0.18183930273552706]
Bedregal [0.1323551818384106, | [0.055028797091662585, | [0.1818237349866751,
Intervalar | 0.13238881428789467| | 0.05504423671664428] 0.18185487168747985]
Moore [0.1323551818384106, | [0.055028797091662585, | [0.1818237349866751,
Intervalar | 0.13238881428789467| | 0.05504423671664428] 0.18185487168747985]
Rall [0.13235518183841055, | [0.05502879709166212, | [0.18182373498667925,
Intervalar | 0.1323888142878943] 0.055044236716645004] | 0.1818548716874769]
Simpson [0.1323719964624741, | [0.05503651641540019, | [0.18183930273551388,
Intervalar | 0.13237199646259587] | 0.05503651641545183] 0.1818393027356018|

Analisando os resultados mostrados na tabela 2 é possivel perceber que o valor

real de todos os exemplos esta contido nos intervalos solugao encontrados por cada um

dos métodos de integracao intervalar testados.
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A fim de adicionar no critério de escolha do método o tempo de processamento,
a tabela 3 mostra os tempos de execugao dos métodos para integrais intervalares, onde
o mesmo ¢ calculado através de uma média do tempo obtido em 10 execugoes do céalculo

da funcao.

Tabela 3 — Tempo de execugao dos exemplos para cada método testado.

Ex. 1 Ex. 2 Ex. 3

Tempo(s)

Prim. real

1.78813934326e-05

1.19209289551e-05

2.21729278564e-05

Simpson 1/3

0.00646996498108

0.00646185874939

0.00589609146118

Prim. Intervalar

0.000240087509155

0.000144004821777

0.000274896621704

Bedregal Intervalar

0.502429962158

0.478626012802

0.490545034409

0.469722986221
0.411931991577
0.350502967834

0.468303203583
0.447436094284
0.351670026779

0.505259990692
0.420495986938
0.345978975296

Moore Intervalar
Rall

Simpson Intervalar

Com os tempos mostrados na tabela 3, pode-se ver, como esperado, que os menores
tempos de execucao foram vistos na resolugdo da primitiva com entradas reais da funcao,
seguida pela primitiva com entradas intervalares. Ja, dentre os métodos de integracao
intervalar, o que levou menos tempo para concluir sua execucao foi o método de Simpson,
que obteve o menor tempo nos 3 exemplos testados.

A fim de comprovar a qualidade dos resultados obtidos, os intervalos foram alvo
de analise de erros, onde foram utilizadas as métricas de qualidade de intervalos, as quais
sdo: o erro absoluto, o qual consiste na diferenca entre o valor exato de um nimero e
a aproximagao; o erro relativo, o qual pode ser calculado pelo quociente entre o valor
absoluto e o aproximado; e o diametro de intervalo, que ¢é a diferenga entre os limites
superior e inferior do intervalo.

Para todos os resultados encontrados foi utilizado o mesmo computador com as
seguintes configuragoes: processador Intel Core i3-4005U @1.70 GHZ x2, Memoéria RAM
de 3.8GB, sistema operacional Linux Mint 17.3 Cinnamon 64-bit.

Todos os resultados apresentados, tanto reais quanto intervalares, utilizaram o
sistema de ponto flutuante F(10, 15, -18, 18).

A tabela 4 mostra os erros absoluto e relativo e o didmetro dos resultados retorna-
dos pelo calculo da primitiva da func¢ao com entradas intervalares e da integral da funcao
com os métodos de integracao intervalar usando como valores de entrada os parametros

do exemplo 1.
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Tabela 4 — Erros absoluto, relativo e didametro do exemplo 1.

Ex. 1 Erro absoluto Erro relativo Diametro

B A o P

bt OISR 0 OIS < e

o | LTI SBT3 i

| T TS s

] LIS 13 TSRS 012 s oo

Com os valores mostrados na tabela 4 pode-se notar que a diferencga entre o valor

exato e o ponto médio do intervalo solucao encontrado pela forma intervalar da primitiva

da funcao foi nulo, e os erros absoluto de todos os outros métodos testados obedeceram

a condicao do erro. Em relacao ao erro relativo, todos os métodos testados respeitaram

a funcao do erro, sendo a forma intervalar da primitiva da funcao a que obteve o menor

erro em comparacao com os outros métodos implementados. No calculo do didmetro dos

intervalos, o método que obteve o menor intervalo foi a forma intervalar da primitiva da

funcao, seguida pelo método de Simpson intervalar.

A tabela 5 mostra os erros absoluto e relativo e o didmetro dos resultados retorna-

dos pelo calculo da primitiva da funcao com entradas intervalares e da integral da funcao

com os métodos de integragao intervalar usando como valores de entrada os parametros

do exemplo 2.

Tabela 5 — Erros absoluto, relativo e diametro do exemplo 2.

Ex. 2 Erro absoluto Erro relativo Diametro

Prim. — 0.0 < 0.0 0.0

Interv.
1.887242624485033¢-10< | 8.879999939667189e-9<

Bedregall = 71 08194008486880-6 | 4.2481199514450476e7 | -0139024981697375¢-5
4.887242624485033e-10< | 1.2658357254800408e-11<

Moore |- -1 09194008486880-6 | 1.803216794128316-8 1.5439624981697375¢-5
4.8872439428748750-10< | 1.96951486559037366-11<

Rall 7.7198124914419630-6 | 2.1638570007428777e.g | 1-0439024982883926e-5

. 1.0839523723049638¢e-12< 1.9695148655903736e-11<
SImpson| o' 04170334702513956-7 | 2.1638570007428777e-8 | >051228568361621¢-14

Com os valores mostrados na tabela 5 pode-se notar que a diferenca entre o valor

exato e o ponto médio do intervalo solugao encontrado pela forma intervalar da primitiva

da fungao foi nulo, devido aos intervalos solugdo serem degenerados (onde os limites do

intervalo sao iguais), e os erros absoluto de todos os outros métodos testados obedeceram
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a condicao do erro. Em relacao ao erro relativo, todos os métodos testados respeitaram
a condicao do erro, sendo a forma intervalar da primitiva da funcdo a qual obteve o
menor erro, onde o valor desse erro foi nulo em comparacdo com os outros métodos
implementados. No calculo do didametro dos intervalos, o método que obteve o menor
intervalo foi a forma intervalar da primitiva da funcao, seguida pelo método de Simpson
intervalar.

A tabela 6 mostra os erros absoluto e relativo e o didmetro dos resultados retorna-
dos pelo céalculo da primitiva da func¢ao com entradas intervalares e da integral da funcao
com os métodos de integracao intervalar usando como valores de entrada os parametros

do exemplo 3.

Tabela 6 — Erros absoluto, relativo e didmetro do exemplo 3.

Ex. 3 Erro absoluto Erro relativo Didmetro
Prim. — 0.0 < 0.0 0.0
Interv.

6.015504205869604e-10 <| 3.308143022643871e-9 <

1.5568350402381248e-5 | 2.8306956177422647e-6 3. 1136700804762496e-5

Bedregal

6.015504205869604¢e-10 < 3.6471308115628045¢-12<

Moore | e 68350402381248¢-5 | 2.830695617742264Tc-6 | > 1150 /00804762496e-5
6.015510312096239¢-10< | 3.308146380678434¢-9 <
Rall 1.55683503088285340-5 | 2.8306056170063620-6 | o 113670079765707e-5
- -12<
Simpson] 11309516439430072¢- 12 6. 952507 71884352366 12 (2o ccarsao )

7.928969183168544e-7 1.4417919408326336¢-7

Com os valores mostrados na tabela 6 pode-se notar resultados semelhantes aos
mostrados na tabela 5. A diferenca entre o valor exato e o ponto médio do intervalo
solugao encontrado pela forma intervalar da primitiva da func¢ado foi nulo, devido ao in-
tervalo solugao ser degenerado, e os erros absoluto de todos os outros métodos testados
obedeceram a condicao do erro. Em relacao ao erro relativo, todos os métodos testados
respeitaram a condi¢ao do erro, sendo a forma intervalar da primitiva da funcao a qual
obteve o menor erro, onde o valor desse erro foi nulo. comparac¢ao com os outros métodos
implementados. No calculo do diametro dos intervalos, o método que obteve o menor
intervalo foi a forma intervalar da primitiva da funcao, seguida pelo método de Simpson

intervalar.

4.3 Analise de complexidade

Um dos critérios levados em consideracao na comparacao dos métodos de inte-
gracao intervalar foi a complexidade dos algoritmos que implementavam cada um dos
métodos. No contexto de algoritmos o termo complexidade se refere a quantidade de
trabalho despendido pelo programa na resolugdo de um dado problema (TOSCANI; VE-
LOSO, 2001).
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A complexidade de um algoritmo em termos de espago de computacao e espaco
de meméria sdo fatores importantes para a defini¢ao da eficiéncia de um algoritmo (TOS-
CANTI; VELOSO, 2001). Quando um algoritmo obtém a solugdo para um problema em
tempo polinomial, ele é tido como razodvel (KREINOVICH et al., 1998). Caso exista um
algoritmo de tempo polinomial que resolva todas as instancias de um problema, entao
este problema é definido como tratével e como intratavel em caso contrario (TOSCANT,;
VELOSO, 2001).

Nessa secao é apresentada a analise de complexidade feita para cada um dos mé-
todos utilizados na resolucao da funcdo com distribuicoes, tanto para os métodos que
utilizavam a primitiva da fung¢ao, quanto para os métodos de integragao intervalar com-

parados nesse trabalho.

e Primitiva intervalar: Para realizar o calculo da primitiva da funcao densidade de
probabilidade com distribuicaio Weibull é necessario passar como parametros de
entrada « e 3, além do intervalo onde se deseja calcular a probabilidade. Apés isso,
todas as operagoes aritméticas reais foram substituidas por operacoes intervalares
correspondentes. Com isso pode-se definir a complexidade desse algoritmo como de

ordem constante, O(1).

e Método de Simpson intervalar: A forma intervalar do método de Simpson realiza
operacoes aritméticas intervalares. Nesse método é criada uma lista onde sao ar-
mazenadas todas as n subdivisoes do intervalo, o que faz com que seja necessario o
uso de um lago com n execugoes Apos isso é executado outro lago, onde o método
é calculado sobre as n subdivisoes. Devido a isso, a complexidade computacional
desse método nao depende dos parametros de entrada, mas sim das subdivisoes
de método. Como a eficiéncia desse método depende do ntimero de subdivisoes, a

complexidade do mesmo é de ordem O(2").

e Integral de Bedregal: Esse método de resolugdo de integrais intervalares realiza
operacoes aritméticas intervalares. Nesse método é criada uma lista onde sao ar-
mazenadas todas as n subdivisoes do intervalo, o que faz com que seja necessario o
uso de um lago com n execugdes. Apéds isso é executado outro laco, onde o método
é calculado sobre as n subdivisdes. Devido a isso, a complexidade computacional
desse método nao depende dos parametros de entrada, mas sim das subdivisces de
método. Mesmo que o método em questao vise integrar sobre dois intervalos, dife-
rentemente dos outros métodos, a eficiéncia do mesmo ainda depende do niimero de

subdivisoes, sendo sua complexidade de ordem O(2").

e Integral de Moore: Esse método de resolucao de integrais intervalares realiza opera-
¢oOes aritméticas intervalares, o qual propoe um método mais geral para a integragao

intervalar. Nesse método é criada uma lista onde sao armazenadas todas as n sub-
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divisdes do intervalo, o que faz com que seja necessario o uso de um laco com n
execugoes Apds isso é executado outro laco, onde o método é calculado sobre as
n subdivisoes. Devido a isso, a complexidade computacional desse método nao
depende dos parametros de entrada, mas sim das subdivisdes de método. Como
a eficiéncia desse método depende do niimero de subdivisdes, a complexidade do

mesmo é de ordem O(2").

e Integral de Rall: Esse método de resolucao de integrais intervalares realiza operagoes
aritméticas intervalares, nele sdo feitas simplificagoes sobre o método de integragao
de Moore, eliminando o uso de todas as parti¢oes do intervalo, sendo possivel obter
o resultado através de uma amostra do intervalo. Nesse método é criada uma lista
onde sao armazenadas todas as n subdivisdes do intervalo, o que faz com que seja
necessario o uso de um lago com n execugoes Apods isso é executado outro laco,
onde o método é calculado sobre as n subdivisdes. Devido a isso, a complexidade
computacional desse método nao depende dos parametros de entrada, mas sim das
subdivisdes de método. Como a eficiéncia desse método depende do nimero de

subdivisoes, a complexidade do mesmo é de ordem O(2").

Na tabela 7 é apresentado um resumo das complexidades analisadas anteriormente.

Tabela 7 — Complexidade dos métodos usados no calculo da forma intervalar da funcao

Métodos Ordem de Complexidade
Primitiva Intervalar | O(1)

Integral de Bedregal | O(2")
Integral de Moore 0(2")
Integral de Rall O(2")
Simpson Intervalar (2")

o

A partir da analise da complexidade dos algoritmos apresentados, pode-se perceber
que, quando é utilizada a primitiva da fung¢ao como solugao, o algoritmo ¢é executado com
uma complexidade menor quando comparado aos métodos de integragao, os quais possuem
tempo de execucao exponencial. O que faz com que o uso da primitiva da funcao ofereca
menos trabalho na execuc¢ao do calculo.

A complexidade exponencial dos métodos de integracao intervalar deve-se ao fato
de que em todos eles é necessario subdividir o intervalo em n subintervalos e depois aplicar
a funcao em cada um deles. Porém, como o mesmo acontece com a resolucao da integral
definida da funcao com entradas reais, o uso de métodos intervalares nao causa um maior

impacto no esfor¢o computacional.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Quando se trabalha com computacao numérica, um dos fatores mais importantes
¢é a exatidao das respostas dos calculos. Esse problema é recorrente no estudo de variaveis
aleatorias continuas no calculo da funcao densidade de probabilidade de uma distribuicao,
ja que o resultado dessa func¢ao, quando oriundo da computagao numeérica, é sujeito a er-
ros de aproximacao, como os de arredondamento e truncamento, devido a representacao
aritmética de ponto flutuante, a qual o computador, com seu conjunto finito de niimeros
representaveis, é incapaz de representar. Devido a esses problemas a matematica interva-
lar é utilizada, a qual fornece meios para controlar os erros de forma automaética, assim
retornando resultados mais exatos.

O estudo das variaveis aleatérias sobre o conjunto dos niimeros reais R é uma das
areas onde a matematica intervalar pode ser aplicada devido aos problemas encontrados
no calculo das probabilidades desse tipo de variavel, ja que é necesséria a resolugao de uma
integral definida da funcao densidade, a qual, na maioria das vezes nao possui primitiva
simples ou facil de se obter. No caso da inexisténcia da primitiva da integral na forma
analitica, como acontece nos casos das fungoes densidade das distribui¢oes Normal e
Gama, é utilizada a integracao numérica para o calculo da integral da funcao, o que faz
com que possam ser gerados erros, como os de arredondamento e de truncamento, os quais
podem ser controlados através do uso da matematica intervalar.

Nesse trabalho foi definida de forma intervalar a funcao densidade de probabili-
dade de uma variavel aleatéria com distribuicdo Weibull, o que foi feito através do uso
da extensao intervalar, onde os valores de entrada reais foram substituidos por valores
intervalares correspondentes. Apds isso, foi feita a implementacdo da forma intervalar
da funcdo, para assim verificar qual dos métodos para resolucao da fungao retornava os
melhores resultados de maneira mais eficiente.

Para poder computar a forma intervalar da fun¢ao densidade com distribuicao
Weibull, foi utilizada a linguagem de programacao Python junto com o pacote de extensao
intervalar IntPy. Com isso foi possivel comparar os resultados de diferentes métodos para
a resolucao da fungao, a fim de verificar qual deles obteve melhores resultados de maneira
mais eficiente.

A analise numérica dos resultados obtidos pelos métodos de integracao intervalar
e pela primitiva da funcao com valores intervalares, foi feita no sistema de ponto flutuante
(10,15,-18,18). Nessa andlise verificou-se que todos os métodos implementados para resol-
ver a forma intervalar da fun¢ao densidade com distribuicao Weibull retornavam intervalos
solugdo que continham a probabilidade para valores reais.

Além da andalise numérica, também foi feita a andlise de complexidade dos mé-
todos, a fim de comparar qual deles realiza o calculo da forma intervalar com menos
esforco computacional. Dos métodos comparados, o que mostrou maior eficiéncia foi a

primitiva da funcao com valores intervalares, a qual realiza o calculo em tempo polinomial
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(O(1)), enquanto os métodos de integracao intervalar mostraram ser de ordem exponen-
cial (O(2")), devido a necessidade de dividir o intervalo de integracao em n subintervalos
e depois aplicar a funcao em cada um desses subintervalos.

A partir dos resultados colhidos em ambas analises numérica e de complexidade, foi
possivel definir que a forma intervalar da primitiva da funcao com distribuicao Weibull foi
o método que retornou os melhores resultados e com maior eficiéncia. Dentre os métodos
de integracao intervalar, com os conjuntos de valores testados, o que mostrou melhores
resultados foi o método de Simpson intervalar, o que foi visto em todos os casos calculados.

O objetivo principal deste trabalho foi ressaltar a importancia do uso da mate-
matica intervalar na busca de uma maior exatidao nos calculos de fungao densidades de
probabilidade de uma variavel aleatoria continua com distribuicio Weibull e escolher o
melhor método para calcular a forma intervalar da funcao.

Em trabalhos futuros pretende-se definir de forma intervalar as outras féormulas
presentes na distribuicao Weibull, como as férmulas da funcao de confiabilidade, funcao
de risco, tempo médio de vida, variancia de distribuigao e funcao geradora de momentos.
Além disso também deseja-se definir a forma intervalar da funcao densidade de probabili-
dade de uma variavel aleatéria com distribuicao Weibull com 3 parametros, e, assim como
no presente trabalho, também deverao ser comparados diversos métodos de integracao in-

tervalar a fim de decidir qual é mais indicado a essa forma da funcao com distribuicao
Weibull.
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ANEXO A - IMPLEMENTACAO DA FUNCAO DENSIDADE DE

53

PROBABILIDADE DE VARIAVEIS ALEATORIAS COM DISTRIBUICAO

WEIBULL INTERVALAR

#! / u s r / b i n / env python
#coding: utf-8

from scipy.integrate import quad
from scipy import inf, integrate
import fpconst

from math import exp, expml

from intpy import =*

from intpy.support.stdfunc import sqrt
import math

from decimal import *

import time

from decimal import Decimal
import decimal

import time

def powI(dado, exp):

if dado.inf == O0:
result = IReal (0)
else:
result = IReal(dado.infx**exp.inf, dado.sup**exp.
sup)

return result

def weibullR(alfa, beta, a, b):

begin_time = time.time ()
e=2.7182818284590452353602874713526624977572470936999595
if == 0:

result = e **x -((beta * b) ** alfa)
else:

result = (1 - e *x -((beta * b) *x*x alfa)) - (1 -

e **x -((beta * a) *x*x alfa))

end_time = time.time ()
print (end_time - begin_time)

return result

def weibullRSimpson(alfa,beta,a,b):
begin_time = time.time ()

n = 5000
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ANEXO A. Implementacio da fungdo densidade de probabilidade de varidveis aleatorias com

54 distribuicao Weibull intervalar
total = O
e=2.7182818284590452353602874713526624977572470936999595
tamanho = (a - b)/float(n)
total = total+(alfa * (beta ** alfa) * a ** (alfa - 1) =x*

e ** (-((beta * a) ** alfa)))
total = total + (alfa * (beta ** alfa) * b **x (alfa - 1)
* e ** (-((beta * b) *x alfa)))
aux = b
for i in range(n-1):
if i%2 == 0:
aux = aux + tamanho
total = total + 4*(alfa * (beta ** alfa)
* aux **x (alfa - 1) * e **x (-((beta *
aux) **x alfa)))
else:
aux = aux + tamanho
total = total + 2 * (alfa * (beta ** alfa
) * aux *x (alfa - 1) * e **x (-((beta *
aux) ** alfa)))
total = (tamanho/3.0) * total
print (end_time - begin_time)
return -total
def weibullI(alfa, beta, a, b):

begin_time = time.time ()

e=IReal
(2.718281828459045235360287471352662497757247093699959)

alfa = IReal(alfa)

beta = IReal(beta)

al = IReal(a)

bI = IReal(b)

if a == 0:
y = -(powI(beta * bI, alfa))
result = powI(e, y)

else:
v = -(powI(beta * al, alfa))
w = —-(powI(beta * bI, alfa))
result = (IReal(1l) - powI(e, w)) - (IReal(1l) -

powI(e, v))
end time = time.time ()

print (end_time - begin_time)
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71 return result

72

73 def weibullIRall(alfa, beta, a, b):

74 begin_time = time.time ()

75 listaInt = []

76 e=IReal
(2.718281828459045235360287471352662497757247093699959)

77 x = IReal(a, b)

78 n = 5093

79 total = IReal (0)

80 alfa = IReal(alfa)

81 beta = IReal(beta)

82 h = (x.sup - x.inf)/float (n)

83 aux = x.inf

84 for i in range (mn):

85 listaInt += [IReal(aux, aux + h)]

86 aux = aux + h

87 for i in range (mn):

88 powX = powI(listalInt([i], alfa - IReal (1))

89 powy = powI(beta * listaInt[i], alfa)

90 powe = powI(e, -(powy))

91 total = total + (alfa * (powI(beta, alfa))* powX

* powe)

92 end time = time.time ()

93 print (end_time - begin_time)

94 return total * h

95

96 def weibullIBedregal(alfa, beta, a, b):

97 begin_time = time.time ()

98 listaInt = []

99 n = 5093

100 e=IReal
(2.718281828459045235360287471352662497757247093699959)

101 total = IReal (0)

102 x = IReal(a)

103 y = IReal(b)

104 alfa = IReal(alfa)

105 beta = IReal(beta)

106 h = (y.inf - x.inf)/float(n)

107 aux = x.inf

108

109 for i in range (n):
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110 listaInt += [IReal(aux, aux + h)]

111 aux = aux + h

112

113 for i in range (n):

114 powX = powI(listaInt[i], alfa - IReal (1))

115 powy = powI(beta * listaInt[i], alfa)

116 powe = powI(e, -(powy))

117 total = total + (alfa * (powI(beta, alfa))* powX
* powe) * h

118

119 limite_inf = abs(y.inf - x.inf)

120 limite_sup = abs(y.sup - x.sup)

121

122 if(limite_inf > limite_sup):

123 dM = limite_inf

124 else:

125 dM = limite_sup

126

127 bedrego = dM/(y.inf - x.inf)

128 end_time = time.time ()

129 print (end_time - begin_time)

130 return total * bedrego

131

132 def weibullIMoore(alfa, beta, a, b):

133 begin_time = time.time ()

134 listaInt = []

135 n = 5093

136 e=IReal
(2.718281828459045235360287471352662497757247093699959)

137 total = IReal (0)

138 x = IReal(a)

139 y = IReal(b)

140 alfa = IReal(alfa)

141 beta = IReal(beta)

142 h = (y.inf - x.inf)/float(n)

143 aux = x.inf

144 for i in range (n):

145 listaInt += [IReal(aux, aux + h)]

146 aux = aux + h

147 for i in range (n):

148 powX = powI(listalInt[i], alfa - IReal(1))

149 powy powI (beta * listalnt[i], alfa)
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150 powe = powI(e, -(powy))

151 total = total + (alfa * (powI(beta, alfa)) * powX
* powe) * h

152 end_time = time.time ()

153 print (end_time - begin_time)

154 return total

155

156 def weibullISimpson(alfa,beta, a, b):

157 begin_time = time.time ()

158 listalnt = []

159 n = 5092

160 e=2.7182818284590452353602874713526624977572470936999595
161 total = 0

162 x = IReal(a,b)

163 h = (x.sup-x.inf)/float(n)

164 aux = x.inf

165 for i in range(n):

166 listaInt += [ IReal (aux, aux+h) ]

167 aux = aux+h

168 for i in range(n):

169 totalaux = IReal (0)

170 if listaInt[i].inf == O0:

171 totalaux += 0

172 else:

173 totalaux += alfa * (beta ** alfa) =*

listaInt[i].inf *x (alfa - 1) * e x*x

(-((beta * listaInt[i].inf) ** alfa))
174 totalaux += alfa * (beta ** alfa)x*

listaInt[i].sup ** (alfa - 1) *x e *x

(-((beta * listaInt[i].sup) ** alfa))

175 aux = (listaInt[i].inf+listaInt[i].sup)/2
176 totalaux += 4 *x (alfa * (beta **x alfa)x*
aux ** (alfa - 1) *x e **x (-((beta * aux

) x*x alfa)))

177

178 totalaux = totalaux * ((listalInt[i].sup-listalntl[
i]l.inf) /6)

179 total = totalaux + total

180 end_time = time.time ()

181 print (end_time -begin_time)

182 return total
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