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Resumo

Quando trabalhamos com calculos numéricos em ambientes computacionais, operamos
sobre nimeros de ponto flutuante. Dessa forma, o resultado é apenas uma aproximacao
de um valor real e erros gerados por arredondamentos ou truncamentos podem levar a
resultados incorretos, nao podendo ser afirmada a exatidao das respostas estimadas sem
o auxilio de uma analise de erro. Ao utilizar-se intervalos para representagao de valores
reais, torna-se possivel controlar a propagacao desses erros, pois resultados intervalares
carregam consigo a seguranca de sua qualidade. Para obter o valor numérico das fungoes
densidade de probabilidade das variaveis aleatérias continuas com distribuicoes se faz ne-
cessario o uso da integragdo numérica. Sendo o resultado obtido por aproximacao, este
¢ afetado por erros. Nesse contexto, o presente trabalho possui o objetivo de definir a
funcao densidade de probabilidade da variavel aleatoria continua com distribuicdo Beta de
forma intervalar utilizando o método de extensao intervalar, posteriormente, realizar-se
a implementagao dessas utilizando linguagem de programagao com suporte ao tipo inter-
valo. Duas abordagens acerca da aritmética intervalar serao consideradas: a aritmética
intervalar de Moore e a aritmética intervalar multidimensional RDM. A fim de verificar
a qualidade dos resultados intervalares obtidos, sera feita uma analise de erro através do
calculo das métricas de erro relativo, erro absoluto e diametro dos intervalos. Depois, de
forma a complementar o trabalho, ainda sera feita analise de complexidade dos algorit-
mos desenvolvidos. Seguindo tal objetivo, deseja-se justificar que, ao utilizar aritmética
intervalar para o calculo da funcéo densidade de probabilidade com distribuicao Beta, é
possivel ter um controle automatico de erros com limites confiaveis e, além disso, manter

o esfor¢o computacional relativo aos calculos com entradas reais.

Palavras-chave: Aritmética intervalar. RDM Intervalar. Anadlise de erros. Esforco

computacional. Distribuig¢oes de probabilidade.



Abstract

When working with numerical calculations in computational environments, we operate
on floating point numbers. Thus, the result is only an approximation of a real value and
errors created by rounding or truncation can be lead to incorrect results, which cannot
be considered as accurates without an error analysis. When using ranges to represent
real values, it becomes possible to control the spread of these errors, since interval results
have quality assurance. To obtain the numerical value of density functions of continuous
random variables with distributions is required the use of numerical integration. If the
result is obtained by approximation, it is affected by errors. In this context, this work
has the objective of define the probability density function with Beta distribution using
the interval extension method, by following some criteria of choose, and subsequently,
to implements this functions using programming language with support to interval type.
Two approaches to interval arithmetic will be considered: The interval arithmetic of
Moore and the multidimensional RDM interval-arithmetic. In order to verify the quality
of the interval results obtained, an error analysis will be done by calculating the relative
error, absolute error and interval diameter metrics. Then, in order to complement the
work, a complexity analysis of the developed algorithms will be done. The goal is to
verify that, when using interval arithmetic to calculate probability density function of
continuous random variables with distributions, it is possible to has an automatic error
control with reliable limits and also, maintain the computation effort for the calculations

with real entries.

Key-words: Interval arithmetic. Interval RDM. Error analysis. Computational effort.
Probability distributions.
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1 Introducao

Uma solugdo numérica exata requer muitas vezes uma sequéncia infinita de ope-
ragoes matematicas exatas para ser calculada (MOORE; YANG, 1959). No entanto, o
conjunto de niimeros representaveis em qualquer maquina é finito, portanto discreto. Isso
se reflete diretamente na possibilidade de serem constatadas fontes de erros, tais como:
simplificacdo no modelo matematico; erro de truncamento; erro de arredondamento; pro-

pagagao dos erros nos dados de entrada, entre outros (FRANCO, 2006).

Os sistemas de computador atuais sdo padronizados para operar com formatos
e métodos da aritmética de ponto flutuante, conforme o padrao IEEE (ZURAS et al.,
2008), de modo que resultados numéricos e excegoes como valores ndo normalizados ou
especiais como o infinito, por exemplo, sejam determinados a partir dos dados de entrada
do usuario. Desse modo, niimeros reais sao representados por aproximacgao através de
um subconjunto chamado niimeros de maquina. Devido a essa representagao sao gerados
dois tipos de erros: o primeiro ocorre quando um valor real de entrada é aproximado para
um nimero de maquina; o segundo é causado pelos resultados intermediarios gerados na

execugao de cada operacao e que vao se acumulando (LORETO, 2006).

A anélise de erros numéricos é um processo importante para se obter resultados
confidveis e precisos em processos computacionais. A relevancia de tal processo se reflete
quando falhas envolvendo sistemas de computador ocorrem. Mesmo que, para a maioria
das pessoas, um software seja algo que opera de maneira invisivel e pareca altamente

seguro, erros em sistemas podem exercer um grave impacto na sociedade (TAMAI, 2009).

A andlise intervalar surgiu com o objetivo inicial de controlar a propagacao de
erros numeéricos em procedimentos computacionais. Através da sua utilizacao tem-se um
controle automatico de erros com limites confiaveis, além de provas de existéncia e nao
existéncia de solugao de diversos problemas (LORETO, 2006). Justificando-se, assim, o
emprego de técnicas intervalares para contornar erros gerados pela aritmética de ponto

flutuante, fazendo-se possivel obter resultados mais exatos com menor erro contido.

A matemadtica intervalar fornece uma alternativa aos erros ocasionados por apro-
ximacoes utilizando intervalos, os quais foram definidos com o propésito de automatizar
a analise do erro computacional. Na aritmética intervalar, um valor real x é aproximado
por um intervalo fechado x que possui limites inferior e superior, da forma x=[z, z|, de
modo que este intervalo contenha o valor real z (MOORE; KEARFOTT; CLOUD, 2009).
Dessa forma, todos os céalculos reais precisam ser substituidos por calculos que utilizem
aritmética intervalar, além de que o comprimento deste intervalo pode ainda ser utilizado
como medida para avaliar a qualidade do intervalo solugdo (RATSCHEK; ROKNE, 1988).
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Intervalos podem ser aplicados em diversas areas, tais como: programacao mate-
matica, manipulagao de equagoes, projeto de circuitos elétricos, estatistica, processamento

de imagens, célculo diferencial, fisica, engenharia quimica e muitos outros (TAKAHASHI;
BEDREGAL; LYRA, 2005)(MOORE; KEARFOTT; CLOUD, 2009).

No estudo das variaveis aleatérias continuas aplicadas no conjunto dos reais, R,
um problema enfrentado é o calculo de probabilidades, visto que se faz necessario resolver
uma integral definida, referente a fungao densidade de probabilidade (f.d.p.). Sendo esta
resolvida normalmente de forma analitica, seu valor resultante é dado por aproximacao e

pode ser afetado por erros de arredondamento ou truncamento (FINGER, 2014).

Dentre as diversas solucoes de implementagao possiveis para um dado problema,
¢ preciso avaliar qual ¢ a mais adequada e, depois disso, julgar quanto a otimalidade da
solucao desenvolvida. Para isso, existe a andlise de algoritmos, a qual tem por objetivo
melhorar, quando possivel, seu desempenho e qualifici-lo em termos de sua eficiéncia.
Existem diversos critérios para a avaliacao de um algoritmo, dentre elas: quantidade de
memoria ocupada, exatidao da saida, processamento requerido e tempo de processamento
(TOSCANI; VELOSO, 2009).

O objetivo deste trabalho é definir a funcao densidade de probabilidade da variavel
aleatoria continua com distribuicao Beta, acrescentando as ja existentes na literatura
definidas desta forma. Utilizando o método de extensao intervalar para realizar essa
definicao, o passo seguinte é aplicar duas abordagens diferentes como modo de computar
essa distribuicao utilizando aritmética intervalar: a aritmética intervalar tradicional de
Moore (MOORE, 1966) e a aritmética multidimensional RDM, de Piegat e Landowski
(PIEGAT; LANDOWSKI, 2012). Para tanto, a implementacao da fungao densidade sera
desenvolvida utilizando o pacote de extensao para programacao intervalar da linguagem
de programagcao Python, denominado IntPy (BARRETO, 2016), o qual dispde definido o
tipo intervalo e operacoes sobre o tipo. Apds a implementacao, serd analisada a qualidade
dos intervalos obtidos a fim de comparar resultados com a forma real da distribuicao,

apurando sua exatidao.

Com a preocupacao se a quantidade de processamento necessario ao utilizar-se in-
tervalos aumenta, pretende-se realizar a analise da complexidade dos algoritmos elabora-
dos para computar a funcao densidade de probabilidade das variaveis aleatérias continuas
com distribuigoes, nas formas real e intervalar. Por meio desta analise serd possivel saber
se o calculo utilizando intervalos para tal funcao oferece, além do controle automatico de
erros com limites confidveis, um esfor¢co computacional aceitdavel quando comparado ao

calculo da funcao densidade com valores reais.
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1.1 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é utilizar a matematica intervalar para criar a
definicao intervalar para a funcao densidade de probabilidade da varidvel aleatéria conti-
nua com distribuicao Beta. Além disso, utilizar duas abordagens diferentes a respeito da
aritmética intervalar para computar a funcao densidade com distribuicao Beta utilizando

um ambiente de desenvolvimento intervalar.

A fim de atingir o objetivo principal, os objetivos especificos a serem executados

sao listados e detalhados logo abaixo:

e Definir a fungao densidade de probabilidade da variavel aleatoria continua com dis-
tribuicao Beta para entradas intervalares. Na literatura podem ser encontradas as
defini¢oes das func¢oes densidade de probabilidade das variaveis aleatorias continuas
Uniforme, Exponencial, Normal, Gama e Pareto nas quais é aplicado um método
da aritmética intervalar, chamado método de extensao intervalar, por meio do qual
se faz possivel definir, a partir de uma fungao real, sua correspondente fungao in-

tervalar.

e Aplicar o método de extensao intervalar a funcao densidade de probabilidade da
variavel aleatéria continua com distribuicao Beta de modo que todas as entradas
que antes comporiam entradas reais, passem a receber entradas intervalares para os

parametros da fungdo densidade.

e Depois de ser definida na forma intervalar, implementar a funcdo densidade de
probabilidade com distribuicao Beta, tanto real quanto intervalar. Utilizar, para
isso, a linguagem de programagao Python (PYTHON, 2016), operando com o pacote
IntPy, desenvolvido por Barreto (2016), o qual possibilita a programagao utilizando

intervalos.

e Utilizar duas abordagens diferentes da aritmética intervalar para as implementagoes
intervalares. A aritmética intervalar desenvolvida por Moore (1966), como sendo um
método ja conhecido na literatura, portanto ja aplicado inclusive nas distribuigoes
de probabilidade definidas de forma intervalar na literatura e, a aritmética intervalar
multidimensional RDM desenvolvida por Piegat e Landowski (2012), sendo esta uma
nova abordagem a respeito da aritmética intervalar, onde até mesmo as operagoes

aritméticas basicas estao definidas apenas conceitualmente.

e Apresentar os resultados de qualidade para os intervalos obtidos através da com-
putacao da funcdo densidade de probabilidade com distribuicao Beta intervalar,
utilizando-se medidas de erro absoluto e erro relativo, bem como o céalculo do dia-
metro do intervalo, o que se faz importante para avaliar a qualidade e precisao dos

intervalos.
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e Realizar a analise de complexidade dos algoritmos implementados a fim de analisar o
esforco computacional despendido para calcular a funcao densidade de probabilidade
da variavel aleatéria continua com distribuicao Beta, nas formas real e intervalar.
Com a analise da complexidade de algoritmos sendo realizada para cada forma da
distribuicao, sera possivel justificar o controle da propagacao de erros, mantendo
ainda um esforco computacional aceitavel necessario para executar os calculos uti-

lizando intervalos.

1.2 Organizacao do Trabalho

O presente trabalho organiza-se da seguinte forma:

O Capitulo 2 apresenta uma fundamentacao tedrica sobre matematica intervalar.
As duas abordagens para a matematica intervalar que serao utilizadas neste trabalhos
estao descritas neste capitulo. Conceitos e definigoes das operagdes, bem como o modo
em que essas operagoes sao calculadas respeitando cada uma dessas abordagens sao es-
pecificados em secoes distintas. Exemplos sao empregados de forma a esclarecer melhor

esses conceitos.

No capitulo seguinte, Capitulo 3, alguns trabalhos ja desenvolvidos, relacionados
ao tema matematica intervalar e probabilidade e estatistica, sdo apresentados de modo
que sao contribuintes em conceitos e auxiliam em enriquecer o presente trabalho, alguns
resultados julgados importantes sobre tais trabalhos também sao apresentados sucinta-

mente dentro de cada respectiva secao.

O Capitulo 4 apresenta um embasamento tedrico em relagao a representacao nu-
mérica em sistemas de computador, os erros ocasionados por tal representacao e também
as medidas utilizadas para mensurar esses erros. A forma de implementacao de um algo-
ritmo utilizando aritmética intervalar e o conceito da aritmética de exatidao maxima sao
abordados neste mesmo capitulo. Dando sequéncia, a definicao intervalar para a funcao
densidade de probabilidade com distribuicao Beta ¢ apresentada na secao 4.1, englobando
também uma descricdo matematica para a composicao desta funcao. Na secdo seguinte,
desenvolve-se a analise numérica onde sao apresentados os resultados obtidos a partir
da computacao da funcao densidade de probabilidade com distribuicdo Beta nas formas
real e intervalar, onde, para a forma intervalar os resultados sao dispostos para ambas as
abordagens da aritmética intervalar utilizadas neste trabalho. A analise de qualidade a
partir das métricas de erros sao apresentadas nessa mesma se¢ao com o objetivo de apurar

a qualidade dos resultados intervalares obtidos.

O Capitulo 5 é reservado para a analise de complexidade dos algoritmos desenvol-
vidos para a computagdao da funcao densidade de probabilidade com distribuicao Beta.

Separadamente, cada algoritmo é analisado em termos de suas operagoes necessarias para
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calcular a fun¢ao da distribuicdo Beta, apurando-se, a partir disso, suas respectivas ordens
de complexidade.

As conclusoes obtidas no presente trabalho sdo apresentadas no Capitulo 6. Reservou-
se este espaco para também apresentar as perspectivas de trabalhos futuros, os quais se
deseja desenvolver a partir do conhecimento adquirido no presente trabalho e dar conti-

nuidade em trabalhos relacionados..

Por fim, as referéncias bibliograficas sao apresentadas.
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2 Aritmética Intervalar

Para muitos cientistas, a aritmética intervalar nao representa grande importancia,
sobretudo a exatidao dos resultados na resolugao de problemas. Porém, na medida em que
se torna possivel obter resultados exatos e com menor erro, este conceito ganha grande

relevancia com o desenvolvimento da teoria da incerteza.

Desenvolvida por Liu (2007) em 2007, a teoria da incerteza trata de dados incertos,
para os quais nao se pode afirmar sua exatidao, podendo ser deduzida com base em trés
conceitos fundamentais: o primeiro é a medida de incerteza, a qual pode ser usada para
dimensionar o grau de crenca em um dado evento incerto; o segundo conceito trata do
uso de uma variavel incerta para representar quantidades nao precisas; o 1ultimo se refere
a distribuicao de incerteza, o que descreve variaveis incertas de forma incompleta mas
simples de serem utilizadas (LIU, 2010). Dessa forma, a teoria da incerteza propoe como
uma das solugoes um modelo matematico para o trabalho com fenomenos incertos, a

aritmética intervalar.

A teoria de matematica intervalar é descrita seguindo os conceitos desenvolvidos
inicialmente por Moore (MOORE; KEARFOTT; CLOUD, 2009) (MOORE, 1976) (MO-
ORE; YANG, 1959), sendo baseada no uso de intervalos fechados [z, Z] de nimeros reais
como elementos basicos e sua ideia do ponto de vista computacional, basicamente, é: dada
uma fungdo f(x) de variavel real x pertencente a um intervalo x=[z, 7], onde z, z € R, a

imagem da funcao f é dada por:

f(@) ={yly = f(z),z <2 <z},

onde nem sempre ¢é representada exatamente, mas é possivel determinar um intervalo y,
da forma y=[y, y], tal que f(z) C y, logo: y < f(x) < y. A partir disso, pode-se entao
definir uma funcao F' associada a f pela transformacao do intervalo [z,Z] no intervalo

[g, y], de modo que:

flz) € Fx) =y.

Defini¢ao 1 (fungao intervalar): Sejo F': x — y uma fungdo. Se v = Dom(f) C R
ey = Cod(f) C R, entdo, dizemos que F é uma fungao intervalar de uma varidvel

intervalar.

A funcao F, chamada de extensao intervalar de f, deve ser a fungao que se afasta
o minimo possivel da diferenga da imagem f(z). A forma de apurar o erro obtido ao se

calcular f(z) a partir do intervalo x é através calculo do seu didmetro.
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Definicao 2 (diametro do intervalo): O diametro de um intervalo x = [z,z] € R ¢é
denotado por diam(x) ou w(x), como sendo o nimero real nao negativo (x € R™) tal que

diam(x) = w(x) == — z.

O célculo de expressoes utilizando aritmética intervalar consiste basicamente na
extensao das operacoes aritméticas junto a um conjunto de operacoes “standard’, ou

padrao.

Na aritmética intervalar é utilizado um arredondamento especial, o chamado arre-
dondamento direcionado. Isso significa que os valores dos intervalos que contém o resul-
tado das operacoes sao arredondados para o menor e para o maior nimero de maquina,
obtendo-se assim um intervalo de maquina, com didmetro minimo, no qual a solugao se

situa.

Uma distingdo importante na matemética intervalar é entre a imagem intervalar

e a avaliacdo intervalar da uma fungdo f(z).

Defini¢ao 3 (imagem da fungio intervalar): A imagem intervalar de uma fungao f,
continua no intervalo x, € definida como sendo o intervalo limitado pelo minimo e pelo

mdzximo da imagem de f(z), sendo x um elemento do intervalo x, da sequinte forma:

Im(f(x)) = {min[f(x)], maz[f(2)] | 2 € x}.

Na computacao intervalar, segundo Kreinovich et al. (2013), pode-se obter o in-
tervalo solucao, y = [y,y] = f(x1,...,x,), por meio de métodos de aproximacao, técnicas
de otimizacao, extensao intervalar e, ainda, por métodos considerados sofisticados como,
por exemplo, encontrar o melhor algoritmo, o qual estima intervalos mais estreitos, para

calcular a mesma funcao.

No presente trabalho sera utilizado o método de extensao intervalar para definir de
forma intervalar a funcao densidade de probabilidade com distribuicado Beta. O método
da extensao intervalar, segundo Ferson et al. (2002), com base nos conceitos de Moore
é, historicamente, o primeiro método para computar o intervalo solu¢ao de uma funcao.
Extensoes intervalares foram propostas por Moore como forma de generalizar fungoes reais
em termos de intervalos. A principal abordagem de tal método tem como principio de que
em um computador, todo algoritmo processa os dados de entrada executando operagoes

elementares, logicas e aritméticas.

Para cada operagao elementar sobre uma funcao f(x,y), se sdo conhecidos os in-
tervalos de x e y para x e y, pode-se entao calcular a imagem exata f(z,y) por meio da
aritmética intervalar definida por Moore, Kearfott e Cloud (2009). Com isso, é possivel
repetir a computacao, utilizando a extensao intervalar, formando o programa f passo-a-
passo, sendo necessario substituir cada operacao elementar de nimeros reais pela corres-

pondente operacao em aritmética intervalar.
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Segundo Santiago, Bedregal e Acidly (2006), a extensao intervalar proposta por

Moore pode ser definida da seguinte forma:

Defini¢ao 4: A funcio F : I(R) — I(R) é uma extensdo intervalar de uma fungdo
f:R—=R, se para todo v € R, F([z,z]) = [f(2), f(x)].

Pode-se também avaliar a corretude de uma funcao intervalar F' em relagao a uma

funcao real f, por via de regra:

Definicao 5: Uma funcao intervalar F estda correta em relagio a f, real, se satisfaz a
propriedade:
€ [z, 1] = f(z) € F([z, z])

E possivel dizer ainda que F representa f ou que F' é uma representacio intervalar
de f. Um algoritmo intervalar A(x) esta correto em relagdo a f, ou a representa, se este
pode ser interpretado em uma fungao intervalar parcial F' que representa f (SANTIAGO;
BEDREGAL; ACIOLY, 2006).

2.1 Aritmética Intervalar de Moore

Na aritmética intervalar desenvolvida por Moore é possivel calcular valores através
de operacoes elementares conhecidas da matematica basica, tais como: adic¢ao, subtracao,
multiplicagao e divisao. Porém, ao invés de se operar sobre valores reais, R, tais calculos

sao realizados sobre intervalos da forma [z, z].

Assim, considerando IR, chamado conjunto de intervalos reais, o conjunto que
representa todos os intervalos fechados de ntimeros reais, pode-se expressar um intervalo

X COMO:
{x = [z1, 22|71, 22 € R, 21 < 12},

onde x1 e wo representam, respectivamente o limite inferior £ e o limite superior x do

intervalo.

O ponto-chave das defini¢oes de Moore, as quais serao expostas logo a seguir, é que
a computacao sobre intervalos ocorre sobre conjuntos, ou seja, quando se faz a adigao de
dois intervalos, por exemplo, o intervalo resultante ¢ um novo conjunto contendo as somas
de todos os pares de ntimeros das duas séries iniciais. Nessa aritmética, quando o método
de extensao intervalar é aplicado, apenas as “fronteiras” do intervalo sdo consideradas,
ou seja, somente os valores que representam os limites do intervalo sao utilizadas nos

calculos.

As operagoes basicas da aritmética intervalar serao explicitadas sobre o conjunto

de intervalos x = [z,Z] e y = [y, y] de valores reais quaisquer.
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A operacao de adicao entre dois conjuntos, x e y, se da do seguinte modo:
x+y=[z+yT+y

De forma semelhante a adicao, a diferenca entre dois conjuntos, x e y, é apresen-
tada:

X—y=lz—y7—y.

O produto entre x e y utiliza as operagoes de min e maz, de modo a considerar a
possibilidade de valores negativos nos intervalos, desse modo, a operagao de multiplicacao

¢ dada por:

x -y = [min{zy, zy, vy, Ty}, maz{zy, zy, vy, Ty}).

Se ambos os intervalos forem de valores positivos, pode-se realizar a operacao de

multiplicacao de forma simplificada:
Xy = [zy, zY]

O quociente entre x e y é dado de forma semelhante a multiplicagao. Considerando

a possibilidade de valores negativos, pode-se operar da seguinte forma:

x/y = [min{z/y, z/y, Z/y, Ty}, maz{z/y, x/y, T/y, T/y}]

Porém, se ambos os intervalos forem positivos, a forma simplificada para a operacao

de divisao pode ser expressa por:

X[y = [z/y,%/y]
Assume-se que y possui elementos nao nulos {y # 0,7 # 0}, para ambas as formas
de operacgao dispostas.

Assim, as operagoes (adi¢ao, subtragdo, multiplicacdo e divisao) podem ser exe-
cutadas e, como resultado, obtém-se entao um intervalo com elementos resultantes da
operacao computada sobre as respectivas posigoes dos elementos dos conjuntos que com-

poem a operagao sobre x e y.

Exemplo: Sejam os intervalos reais x ey, sendo A = [2,7] e B = [3,4], tem-se entdo

as operagoes definidas na aritmética de Moore:

A+B=[2+3,7+4] =[511]
A—B=[2-47-3]=[-24]
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A-B=1[2-3,7-4] = 6,29
A/B =21 =05,23]

473

2.2 Aritmética Intervalar Multidimensional

A aritmética intervalar multidimensional foi desenvolvida principalmente por Pie-
gat e Landowski (PIEGAT; LANDOWSKI, 2012)(PIEGAT; LANDOWSKI, 2013a) com
base na teoria da incerteza desenvolvida por Liu (2010), como sendo uma alternativa para
algumas limitagoes encontradas na aritmética intervalar de Moore, tais como: problema
do excesso de largura dos intervalos, dependéncia de dados e solicitagao para introduzir
entropia negativa em sistemas (LANDOWSKI, 2015).

Como na pratica qualquer valor, parametro ou variavel, estd sujeito a ser calcu-
lado com um fator de erro, estes ndao podem ser precisamente conhecidos. Sendo que
todo cédlculo numérico pode ser expresso na forma de intervalos, assim como a aritmética
intervalar desenvolvida por Moore, a aritmética intervalar multidimensional de Piegat
também pode ser utilizada como base para outras ciéncias que buscam solucionar proble-
mas relacionados a incerteza (PIEGAT; LANDOWSKI, 2013b).

A abreviatura RDM (do inglés, Relative Distance Measure) significa Medida da
Distancia Relativa, sendo caracterizada como “multidimensional” por permitir perceber
que cada novo parametro de incerteza de um sistema, aumenta a sua dimensionalidade.
De modo geral, RDM possui essa descricao quando dado um valor x, pertencente a um

intervalo x = [z, z], é descrito utilizando uma varidvel RDM «, da seguinte forma:
T =2+ a.(T —x), onde o, € [0, 1].
Por definigao, o intervalo x = [z, Z] é descrito em notagao RDM do seguinte modo:
x={x:x=2+4 a0, (T —2),a, €[0,1]}.

A variavel RDM o, da a possibilidade de se obter qualquer valor entre as bordas
do intervalo, ou seja, entre o limite inferior z e o limite superior  do intervalo x. Dado
que a, € [0,1], se a, = 0, o valor do intervalo x é igual a z e, caso a,, = 1, o valor de x é
igual a z. Por exemplo, supondo que o valor = pertence ao intervalo [2, 4], utilizando-se
a notacao RDM, o valor x pode ser expressado por x = 2 + 2a,. A partir disso fica claro

que, quando a, = 0, x assume o valor 2, para a, = 1 o valor de x é 4.

A Figura 1 ilustra o intervalo x = [z, Z] e o significado da varidvel RDM «, dado

que z < 7.
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a,(x-x) la,
S— .
-a,:{] -alzl . a=0 y -aI:] .
X x x > 2 x 4 %

Figura 1 — Intervalo x e o significado da variavel RDM

Fonte: (PIEGAT; LANDOWSKI, 2013b).

Para dois intervalos, x = [z,Z] e y = [y, y], com limites superior e inferior quais-

quer, o intervalo solucao para as operacoes basicas RDM pode ser obtido por:

x+y = [min{x+y},mar{x +y}|
x —y = [min{x -y}, mar{x — y}|
x -y = [min{x-y},mar{x -y}

x/y = [min{x/y}, maz{x/y}]

Assim como na aritmética proposta por Moore, na aritmética RDM as operagoes
também sao efetuadas sobre intervalos, obtendo-se um resultado intervalar. A aritmética
multidimensional possui as quatro operagoes matematicas basicas definidas na literatura:

soma, subtragao, multiplicacao e divisao.

Dependendo do ntimero de variaveis nos calculos numéricos aos quais se aplica
RDM, a solucao intervalar obtida é um espago multidimensional. Em contrapartida a

aritmética de Moore, a qual oferece solugoes unidimensionais (LANDOWSKI, 2015).

Em vista disso, nesta subsecao as operagoes basicas definidas na arimética mul-

tidimensional RDM serao explicitadas sobre os conjuntos x = [z,Z] e y = [y, ], sendo

que, de acordo com as definigdes apresentadas por Landowski (2015), estes intervalos sdo

representados da seguinte forma:

x=[z,7]={x: =2+ a,(r —2),a, €[0,1]};

y=yl={v:y=y+ay -y aecl01]}
Sobre esses dois intervalos, define-se a operacao de soma da seguinte forma:
X+y={z+a(T—2) +y+ayy—y)a,a € 0,1]}.
O célculo da subtracao obedece a seguinte forma de operagao:

x—y={z+a®—z)—y—oy(y—y)o, o €[0,1]}.
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O produto entre os intervalos z e y é dado por:

x-y={lz+a:(@—2)] [y +ay(y —ylawa, € [0,1]}

O calculo do quociente pela aritmética RDM se da da seguinte forma:

x/y ={lz + (@ = 2)]/ly + ay(y =yl @z, 2y € [0,1],0 ¢ Y}

Exemplo: Para demonstrar a multidimensionalidade da aritmética RDM, serdo utiliza-
dos os intervalos A = [1,2] e B = [3,4]. Considerando o uso das varidveis RDM «, e

pertencentes ao intervalo [0, 1].

A solucao para os intervalos A e B obedecem a seguinte regra:

A=[1,2]={a:a=14a, o, €[0,1]}
B=103,4={b:b=3+ ap,ap € [0,1]}

Para a obtencao dos intervalos solucao, as operagoes sao dispostas a seguir:

A+ B= [mm(él + g + ap), max(4 + o, + ozb)] — [4, 6]

aq,a,€[0,1]] aq,ap€[0,1]]

A_B— [mm(—Q + ay — o), maz(—2 + a, — ozb)] = [-3,—1]
. €[0,1]] . €[0,1]] ’

A.B= {min(3+3-aa+ab+aa-ab),max(3+3-aa+ab+aa-ab)} = [3,8]
aa,m,€[0,1]] aa,m,€[0,1]] ’

A/B = [mm[(l + aq)/ (3 + ap)], max(4 + o, + ozb)] _ [1 2]
aa,0n,€[0,1]] a0, €[0,1] 48

A aritmética multidimensional RDM difere da aritmética de Moore apresentada
na secao 2.1, tanto em suas defini¢bes para as operagoes aritméticas quanto para o célculo
das mesmas, levando em consideragdo o uso da variavel RDM «a. Ao utilizar diferentes
métodos para obter valor numérico de um mesmo célculo, em geral, pretende-se que o
resultado seja o mesmo. Entretanto, o célculo utilizando aritmética RDM pode nem
sempre retornar valores de resultado iguais quando comparado a aritmética de Moore
justamente pela ideia de considerar os valores entre os limites do intervalo, porém tais

resultados ou serao iguais ou bem proximos.
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3 Trabalhos Relacionados

O presente capitulo apresenta os trabalhos considerados relevantes e de maior re-
lacdo com o que esta sendo proposto no presente trabalho. Cada secao apresentara, de
forma sucinta, diversos conceitos que contribuiram com o entendimento dos conceitos e
vém a enriquecer a base tedrica desenvolvida. Além disso, sdo apresentados alguns resul-
tados obtidos em cada um desses, os quais serviram de referéncia para o desenvolvimento

dos objetivos apresentados.

3.1 Extensao intervalar para as variaveis aleatérias com distribui-

coes Uniforme, Normal, Gama, Exponencial e Pareto

Ao se implantar o uso de intervalos em célculos computacionais uma das pre-
ocupagoes quando se deseja o controle automatico de erros é manter o mesmo esforco
computacional quando se utiliza a aritmética com valores reais de entrada. Em vista
disso, Finger (2014) desenvolveu sua disserta¢ao com objetivos semelhantes aos apresen-
tados neste trabalho. Definiu a funcao densidade de probabilidade das variaveis aleatérias
continuas com distribuigoes Gama e Pareto com entradas intervalares utilizando o método
de extensao intervalar. Além disso, ela acrescenta a analise de complexidade dos algo-
ritmos desenvolvidos para computar as func¢oes densidade de probabilidade das variaveis
aleatérias com distribui¢coes Uniforme, Exponencial, Normal, Pareto e Gama a partir de

resultados obtidos com as implementacoes utilizando o pacote IntPy.

Sao apresentadas, quando possivel, duas formas de obtencao dos intervalos para as
funcoes densidade citadas, uma utilizando o método de Simpson Intervalar, definido por
Caprani, Madsen e Nielsen (2002), e outra a partir da primitiva da fungdo. Acrescendo-se
a isso, sao apresentados os resultados de qualidade para cada funcao de acordo com as

medidas de erro absoluto e erro relativo, bem como o calculo do didmetro do intervalo.

A anélise de complexidade de um algoritmo representa a quantidade de trabalho
por ele gasto para resolver um determinado problema. O resultado da analise foi obtido
a partir dos algoritmos implementados para cada distribuicao utilizando a primitiva da
funcao ou método de Simpson, os quais podem ser observados na Tabela 1 apresentada

logo a seguir.
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Tabela 1 — Esfor¢co computacional das distribuicoes

Distribuigio Complexidade Real Complexidade Intervalar
Primitiva da Funcao | Simpson | Primitiva da Funcao | Simpson
Uniforme o(1) - O(1) -
Exponencial 0(1) o2m) 0O(1) o2m)
Normal - o2m) - o@2m)
Gama - o(2") - o(2™)
Pareto o(1) o2m) o(1) o@2m)

Como conclusao de tais resultados, a autora afirma que utilizando a primitiva
da fungdo como solucao, os algoritmos podem ser executados com menor esforco para
computar o resultado das fun¢des com entradas reais, ou seja, em menor complexidade.
Para as fungoes na forma intervalar, a mesma observacao é feita, chegando a conclusao
de que em ambas as formas, real e intervalar, as melhores solugdes podem ser obtidas
através da aplicacao da primitiva da funcao. E, além disso, concluiu que a utilizacao de

intervalos nessas distribuigdoes mantém o mesmo esforgco computacional que a forma real.

3.2 Estatistica Descritiva Intervalar

O trabalho desenvolvido por Loreto (2006) traz como tema a complexidade dos
problemas de cédlculo de indicadores estatisticos com entradas intervalares. Para isso,
foram definidos, com uma abordagem intervalar, alguns indicadores estatisticos através
do método de extensao intervalar, tais como: as separatrizes coeficiente de variagao inter-
valar, mediana intervalar, quartil, decil e percentil intervalares. Ela reuniu ainda outros
indicadores estatisticos ja definidos na forma intervalar, como a média intervalar, moda in-
tervalar, variancia intervalar, desvio padrao intervalar, covariancia intervalar e coeficiente

de correlagao intervalar.

A Figura 2 contém uma relagao de todas as expressoes dos indicadores intervalares

contidos na tese de Loreto.



Capitulo 3. Trabalhos Relacionados 24

Média Intervalar: ME, = [me,me] = [} x;, ¥ %)
i=1 i=1
o (x(% +x(%4)) f
Mediana Intervalar: MD, = [md,md| = Z »  Senlorpar
(x(%_l)). se n for impar.
Moda Intervalar: MO, = [mo, 0] = [mo<j<a{x;},mo1<i<p{%i}|
; . _ o _ [ |ma—mima—mi], sema>mi
Amplitude total Intervalar: AT, = [at,af] = { [0, 7 — mil, se ma < mi.
Varidncia Intervalar: VA, = [va.7a] = 45 ¥ | (xi —ME)?
Desvio padrao Intervalar: DP, = [dp,dp] = V'VA = +/|va.va] = [+./va, +/7d]
ici iaca : —lev.ov — DP _ dp.dp]
Coeficiente de variagao Intervalar: CV,=[ev,oV = g = (e, 2]
. . l n
Covariancia Intervalar: CO, = [co,c0] = ~—— Y (xi — MEx)(y; - MEy)
i=1
Coeficiente de correlacao Intervalar: CC, = [cc,ee] = DPQ%F = %)
XUEY - Cldpy . dpylldp,.dpy)
Separatrizes Intervalares: Q. =[¢,9],D, = [d,d],P, = [p,p],pos = (n— 1)+ 1

Figura 2 — Indicadores Estatisticos Intervalares

Fonte: (LORETO, 2006).

A fim de mostrar a qualidade de aproximacao nos intervalos solugao para os in-
dicadores estatisticos intervalares, foi realizado um estudo de caso onde comparou-se os
resultados reais com os intervalares para cada um dos indicadores, avaliando se os inter-
valos resultantes englobam a resposta real exata. Para esse fim, ela utilizou exemplos
numéricos através da aplicagao de valores de indice de massa corporal de alunos do ensino
fundamental. A efetiva certificacao foi feita por meio do calculo da medida de erro, onde,
em todos os exemplos considerados, verificou-se que a qualidade no intervalo solucao foi

mantida.

3.3 Critérios para Analise e Escolha de Ambientes Intervalares

Na existéncia de varios ambientes computacionais intervalares, muitas vezes ¢ di-
ficil a decisao de qual é o mais adequado ou o melhor para se trabalhar na execucao de
um futuro trabalho. Pensando nisso, Balboni et al. (2014) desenvolveram uma andlise
quanto aos critérios de qualidade de software, critérios de linguagens de programacao e
critérios de qualidade do intervalo solugao. Realizaram a andlise desses critérios para os
seguintes ambientes: Maple Intervalar, IntLab, IntPy, C-XSC, Fortan-XSC, PascalXSC e
Java-XSC.

Salientando que nao existem na literatura critérios para avaliar ambientes interva-
lares, mas encontram-se ambientes que sao softwares e outros linguagens de programacao,
o trabalho adota como critérios de avaliacao para o melhor ambiente intervalar: avali-
acao para linguagens de programacao, qualidade de software e qualidade do resultado

intervalar.

Para a avaliacao de linguagens de programacao, segundo Sebesta e Mukherjee
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(2002), existem critérios que as diferenciam umas das outras, os quais afetam diretamente
na finalidade para que a linguagem sera projetada, como: legibilidade, manutebilidade,
simplicidade, ortogonalidade, suporte a abstracao, verificacdo de tipos e manipulacao de
excecoes. Tais critérios sao explicitados detalhadamente no trabalho desenvolvido por
Balboni et al. (2014).

Os objetivos de qualidade de um software determinam as propriedades gerais que
o produto deve possuir (ROCHA; CAMPOS, 1993). Para Pressman (2011), a qualidade
de um software pode ser definida, de modo geral, como uma gestao de qualidade efetiva
aplicada de modo a criar um produto util que fornega valor mensuravel para aqueles
que o produzem e o utilizam. Foram consideradas algumas caracteristicas para um soft-
ware de boa qualidade, as quais sdao: manutenibilidade, operacionalidade, portatilidade,

reutilizabilidade, eficiéncia, rentabilidade e avaliabilidade.

A fim de verificar qual ambiente retorna o intervalo solugao com melhor qualidade
(intervalo com menor didmetro), apresenta-se uma andalise da qualidade dos intervalos
obtidos na linguagem C-XSC, no pacote IntPy, na biblioteca IntLab e no software Maple
Intervalar, os quais possibilitam a programacao utilizando operagoes definidas na matema-
tica intervalar. A analise dé-se através da aplicacao dos indicadores estatisticos descritivos
intervalares: Media, Mediana, Variancia, Amplitude Total, Desvio Padrao, Coeficiente de
Variagao, Covariancia e Coeficiente de Correlagao. A Figura 3 apresenta um quadro onde
sao mostrados os resultados intervalares obtidos a partir de valores reais aplicados aos

indicadores citados.

Indicador [ Valores Reais | C-XSC [ IntLab [ Maple ‘ IntPy
Média 21.2404 [21.235428,21.245429] [21.2354,21. 2455] [21.2344,21.2464] [21.2403757142, 21.2403957142]
Mediana 21.4331 [21.428499, 21.438501] [21.4284, 21.4386] [21.4281,21.4381] [21.4331399999, 21.4331600000]
Ampl. Total 12,7571 [12.746999, 12.767001] [12.7469, 12.7671] [12.7471,12.7671] [12.7570799999, 12.7571200000]
Variincia 14.3066 [14.2964, 14.3168] [14.2442, 14.3677] [14.2226,14.3906] [14.3065269110, 14.306772815]
Desvio Padrio 3.78241 [3.774184, 3.790438] [3.7741, 3.7904] [3.77361, 3.79121] | [3.78239697956, 3.78242948580)
Coef. Variacio 0.178076 [0.177646, 0.178496] [0.1776, 0.1785] | [0.17764, 0.17850] | [0.17807563618, 0.17807733423]
Covariincia 5.151523 [5.105631, 5.197465] [5.0946, 5.2040] [5.08052, 5.22252] [5.15140819363, 5.15163820792]
Coef. Correlagcao 0.645051 [0.644621, 0.645481] [0.6345, 0.6556] [0.63763,0.65247] [0.64502883893, 0.64507392065]

Figura 3 — Valores reais e intervalares

Fonte: (BALBONI et al., 2014).

Objetivando escolher o melhor ou mais adequado ambiente para se desenvolver
trabalhos que requerem controle de erros e garantia de solucoes exatas na resolugao de
problemas, conclui-se, dentre as andlises realizadas, que a linguagem de programacao
Python apresentou os melhores resultados em se tratando de exatidao, verificada com
os critérios de qualidade do intervalo, em comparacao a C-XSC e aos pacotes Maple
Intervalar e IntLab. Além disso, salienta-se que o IntPy é de facil utilizagao e instalacao,
possui manual, é um software gratuito e apresenta exatidao de resultados, sendo este

adotado em trabalhos futuros.
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3.4 Computacado Cientifica Auto Validavel em Python

Varjao (2011) desenvolveu fungbes matematicas especificas para a linguagem de

programacao Python, estendendo as operagoes possiveis ao utilizar-se o pacote IntPy
(BARRETO, 2016).

O céalculo de probabilidades intervalares para as variaveis aleatorias continuas tam-
bém foi desenvolvido. Apds, realizaram-se comparagoes de desempenho sobre rotinas que

ja haviam sido implementadas em outro pacote de desenvolvimento intervalar, o chamado
IntLab.

O suporte para a realizagdo de operagoes matematicas sobre intervalos é o uso
de arredondamentos direcionados (KULISCH; MIRANKER, 2014) nos extremos dos in-
tervalos, ou seja, o limite inferior z é arredondado para baixo (57) e o limite superior Z
é arredondado para cima (A). Por exemplo, o intervalo [2.71828,3.14159] se arredon-
dado utilizando a técnica de arredondamento direcionado, para quatro casas decimais, o
intervalo resultante torna-se [2.7183, 3.1416].

A lista completa de fung¢oes implementadas por Varjao é apresentada na Tabela 2,
a qual contém um quadro apresentando os atributos referentes as operagoes e sua descrigao

de retorno de resultado.

Tabela 2 — Fungoes Implementadas por Varjao

Atributo Retorno

pow Poténcia do intervalo

sqrt Raiz Quadrada do intervalo

log Logaritmo do intervalo

exp Exponencial do intervalo

sin Seno do intervalo

cos Cosseno do intervalo

tan Tangente do intervalo

asin Arco Seno do intervalo

acos Arco Cosseno do intervalo

atan Arco Tangente do intervalo

sinh Seno Hiperbdlico do intervalo
cosh Cosseno Hiperbdlico do intervalo
tanh Tangente Hiperbdlica do intervalo

Tais fungoes estao contidas na classe stdfunc (standard functions), a qual herda o
atributo IReal e, como caracteristica principal, possui a extensao das operacgoes listadas

acima sobre o atributo IReal.

Ele conclui que que o IntPy obteve resultados satisfatérios quando comparado aos
resultados encontrados no Intlab, em tempo de processamento e em precisao de maquina,

nao encontrando dificuldades para realizar as implementacoes das fungoes intervalares em
Python.
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3.5 Diferencas entre Aritmética de Moore e Aritmética Intervalar
RDM

Partindo do conceito de que a teoria da incerteza busca solucionar problemas
numéricos envolvendo dados incertos, a computacdo numérica intervalar se faz necesséaria

para a computagao desses problemas.

Sendo a aritmética intervalar desenvolvida por Moore a mais conhecida e também,
aparentemente, a mais utilizada pela comunidade cientifica, o trabalho desenvolvido por
Landowski (2015) faz um comparativo entre a aritmética de Moore e a aritmética interva-
lar multidimensional RDM. Para isso, ele apresenta tanto as operacoes aritméticas basicas
de soma, subtracao, multiplicacao e divisao definidas na aritmética de Moore, quanto na
forma definida na aritmética multidimensional RDM. Além disso, sdo utilizados exemplos

numéricos como meio comparativo entre as duas metodologias apresentadas.

No trabalho de Landowski sao apresentadas ilustracoes que permitem perceber
como os valores dos intervalos sao dispostos no plano, salientando que os valores entre os
extremos, inferior e superior, do intervalo sao considerados na arimética multidimensio-
nal. A ilustracao construida por Landowski é apresentada na Figura 4. Nesta ilustracao
sao apresentadas quatro disposi¢oes no plano tridimensional, na qual sao demonstradas
cada uma das operacoes sob a abordagem multidimensional RDM. Dois intervalos foram
utilizados nos célculos: A =[1,2] e B = [3,4].

Addition Subtraction
A+B=[1,2]+[3 4] A-B=[1,2]-[3,4]

Multiplication Division
AB=[1,2][3.4] A/B=[1,2)/[3.4]

A/B

Figura 4 — Plano tridimensional para as operacoes elementares utilizando aritmética
RDM

Fonte: (LANDOWSKI, 2015).
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Além das operacoes basicas, o trabalho apresenta propriedades como comutativi-
dade, associatividade, elementos neutros da multiplicacao e divisao, inversao de elementos,

sub distributivo e cancelamento.

Por fim, Landowski conclui que a aritmética de Moore nao resolve problemas
mais complexos e que suas solugoes sao unidimensionais, nao apresentando uma solugao
completa. Por outro lado, a aritmética multidimensional RDM apresenta os mesmos

resultados para diferentes formas de uma mesma equacao.

3.6 Duas Interpretacoes para a Aritmética Multidimensional RDM
- Multiplicacao e Divisao

O trabalho desenvolvido por Piegat e Landowski (2013b) é na verdade continuagao
de outro desenvolvido anteriormente, onde tratou-se das operagoes de soma e subtracao.
Neste, sao apresentadas duas interpretagoes e formas de realizagdo para as operacoes de
multiplicagao e divisao utilizando intervalos. Uma delas utilizando o que chamam de
interpretacao possibilistica, onde as operagoes sao realizadas da forma como sao apresen-
tadas da aritmética multidimensional RDM convencional, a qual os autores apontam ser
muito importante no contexto de sistemas fuzzy. A segunda interpretacao é chamada de
probabilistica condicional, na qual sao utilizadas distribui¢coes de densidade de probabi-
lidade, no caso, uma distribuicao Uniforme. Ambas sdo exemplificadas no decorrer do

trabalho sob conceito da aritmética multidimensional RDM.

Os autores ressaltam que ambas as abordagens nao sao contraditérias, mas sim
complementares e, além disso, expdem que a possibilidade de realizar calculos numéricos
utilizando intervalos de duas maneiras distintas é um argumento cientifico na proposta
de duas abordagens diferentes para a modelagem da teoria da incerteza: a possibilistica

e a probabilistica.

Como forma de colocar a prova a aritmética intervalar de Moore, neste trabalho,
Piegat e Landowski levantam a questao de que a aritmética de Moore trata dos valores
envolvidos no calculo anonimamente, nao levando em consideracao se as variaveis perten-
cem ao mesmo contexto do problema. Além de que apenas as “fronteiras” do intervalo sao
levadas em consideragao, ou seja, apenas os limites superior e inferior, nao considerando-se
os valores entre esses limites. Cabe citar outro trabalho destes mesmos autores, intitulado
“Is the conventional interval arithmetic correct?” (PIEGAT; LANDOWSKI, 2012), onde
mais uma vez a aritmética de Moore é questionada quanto a sua corretude para todas as

aplicacoes.

Como conclusao, Piegat e Landowski salientam que a versao possibilistica para as

operagoes, ou usual, possui um grande significado pratico pois, em problemas praticos,
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normalmente nao se tem conhecimento aprofundado sobre distribui¢des de probabilidade
para que sejam aplicadas, apenas se conhecem os limites do intervalo representando os

valores de aproximagao para valores desconhecidos exatamente.
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4 Definicao Intervalar da Funcao Densidade

de Probabilidade com Distribuicao Beta

O presente capitulo tem como objetivo apresentar a definicdo intervalar para a
funcao densidade de probabilidade da variavel aleatéria continua com distribuicao Beta
desenvolvida a partir do método de extensao intervalar, sendo esta computada sob duas
abordagens diferentes: a aritmética intervalar definida por Moore (1966) e a aritmética
multidimensional RDM, de Piegat e Landowski (2012). Com o intuito de comparar e
apurar a exatidao dos resultados obtidos, fez-se uso de um ambiente computacional de
desenvolvimento intervalar, realizando-se a implementacao dos algoritmos para a fun-
¢ao densidade com distribuicdo Beta utilizando a linguagem de programacao Python
(PYTHON, 2016) e o pacote intervalar IntPy (BARRETO, 2016), tanto para entradas de
valores reais quanto intervalares. A partir disso, tornou-se possivel realizar uma analise
numérica dos resultados, o que sera feito a partir da comparacao dos valores de resultados
intervalares com os reais aplicando-se métricas de erros definidas na aritmética intervalar

para estimar a qualidade dos intervalos.

Existem diversos ambientes computacionais para o desenvolvimento de algoritmos
para calculos numéricos que utilizam matematica intervalar na sua estrutura. No entanto,
como mencionado, o presente trabalho fard uso da linguagem Python e o pacote IntPy
para codificar os algoritmos. Essa escolha se deu a partir de comparacoes ja realizadas
anteriormente entre os ambientes intervalares mais utilizados na literatura, onde o IntPy
demonstrou ser o mais eficiente, retornando intervalos com melhor qualidade e com menor
tempo de processamento (BALBONT et al., 2014).

A implementacao de operagoes e algoritmos de forma intervalar em computadores é
realizado por meio do critério de semimorfismo, o qual foi proposto por Kulisch e Miranker
(2014). Considerando que o problema do controle de erro numérico pode ser feito por
meio do uso de intervalos ao invés de niimeros reais, Kulisch e Miranker propuseram que a
implementagao da aritmética intervalar seja realizada utilizando a chamada aritmética de
exatidao maxima, a qual também foi desenvolvida por Kulisch e Miranker, significando a
busca para que resultados numéricos ou sejam um nimero de ponto flutuante ou estejam
entre dois niimeros em ponto flutuante consecutivos. Isso se da pelo fato de que qualquer
tentativa de implementacgao através da aritmética intervalar em sistemas de computador,
o espaco de intervalos nao esta definido sobre o conjunto dos niimeros reais, R, mas sobre
o sistema de ponto flutuante (BARRETO; CAMPOS, 2008).

Na busca por maior exatidao de resultados, os calculos numéricos precisam ser su-

portados, concomitantemente, pela matematica intervalar e pela aritmética de exatidao
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maxima. Nesse contexto, implica que, em computadores, esses cdlculos sejam computa-
dos através de linguagens de programacao ou bibliotecas que possuam o tipo intervalo

e operagoes sobre intervalos definidas, as quais sao usualmente denominadas linguagens
XSC (eXtended Scientifc Computations) (MESQUITA, 2002).

A aritmética de exatiddo maxima redefine a aritmética intervalar de modo que
os limites inferior e superior de um intervalo possuam um arredondamento do sistema
de ponto flutuante, chamado de arredondamento direcionado (KULISCH; MIRANKER,
2014), por exemplo, uma operagao de adi¢ao entre dois intervalos, x e y, se d4 da seguinte

forma:

x+y=[Vz+y), AT +7),

onde, v/ constitui o arredondamento direcionado para baixo e A se refere ao arredonda-

mento direcionado para cima.

Em um computador de uso geral, quando sao realizados célculos numéricos, os
valores de entrada normalmente sao fornecidos na base decimal (RUGGIERO; LOPES,
1997), necessitando que estas informagoes sejam convertidas para a base bindria, a qual
pode ser computada pelo sistema, e depois, convertida novamente para gerar uma saida

ao usuario. Tais transformagoes podem ser fontes de erros.

A representacdo numérica utilizada nos sistemas de computador é chamada de
Notacao de Ponto Flutuante, sendo que, em qualquer maquina, apenas um subconjunto
dos numeros reais, R, é representado exatamente, e, portanto, a apresentacdo de um
numero real serd realizada através de truncamento ou arredondamento. A representacao
de um nimero depende da base escolhida ou disponivel na maquina em uso e do ntimero
méaximo de digitos usados em sua representacao (RUGGIERO; LOPES, 1997).

No sistema em ponto flutuante, um ntmero é representado por quatro valores,
na forma F((,t,m, M), onde: [ refere-se a base utilizada, t o tamanho ou nimero de
digitos da mantissa (parte fracionéria), m é o menor expoente possivel para a notagao e,
M o maior expoente para a notagao. Em relacao a esta representacao, quanto maior o
nimero de digitos na mantissa, maior sera a precisao dos ntimeros representaveis e menor
serd o intervalo entre dois ntimeros pertencentes ao sistema de ponto flutuante. Para o
expoente, quanto maior o niimero de bits disponiveis nesta representacao, maior serao os

limites dos ntmeros.

Devido a essa representacao, podem ocorrer dois tipos de erros: um relacionado a
quantidade de bits disponiveis para representar o expoente e outro em relacao ao tamanho
da mantissa. Quanto ao limite do expoente, quando uma operagao aritmética produz um
expoente maior que o maximo de M, ocorre um erro de armazenamento, gerando uma

excecao chamada overflow. Analogamente, operacoes que resultam em expoentes menores
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que o expoente minimo, m, geram uma exce¢ao denominada underflow.

No processo de resolucao de problemas através da aplicacao de métodos numéricos
nem sempre se obtém resultados exatos como pretendido. Segundo Ratschek e Rokne
(1988), na aritmética de ponto flutuante, nimeros reais sao aproximados por um subcon-
junto dos reais, chamados ntimeros de maquina. Define-se por erro a diferenca entre o
valor obtido por meio de aproximacao e o valor exato. Nesse contexto, as fontes de erros

podem ser devido a varios fatores, os quais se pode especificar mais detalhadamente:

e Erros inerentes aos dados iniciais: um modelo matematico nao contém apenas
equagoes e relagoes, mas também é constituido de dados e pardmetros para os quais
se atribuem valores cuja fonte pode ser de uma medida experimental, e, portanto,
aproximados. Isso caracteriza uma fonte de erros externa ao processo matematico

computado, estando relacionado com a incerteza dos dados de entrada;

e Erros inerentes ao modelo: um modelo matematico raramente oferece uma re-
presentacao exata do problema que se deseja solucionar, visto que as vezes se faz
necessaria uma simplificacdo do problema para torna-lo solucionavel. Em vista
disso, um bom modelo seria o que inclui caracteristicas do problema real, através

do qual se pode reproduzir os erros com um nivel aceitdvel (VALENCA, 1996);

e Erro de arredondamento: como para calculos realizados em computador existe
uma aritmética de precisao finita na qual se pode levar em considera¢ao um nimero
finito de digitos, apds uma operacao ser realizada em ponto flutuante, o resultado
¢ normalizado e o arredondamento pode ser necessario. Chama-se entao de erro
de arredondamento o erro gerado devido a desprezar-se nimeros de casas decimais

adiante e arredondar o valor;

e Erro de truncamento: na existéncia de problemas que nao podem ser soluciona-
dos por um nimero finito de operagoes aritméticas, porém podem ser aproximados
por problemas cuja solugao é obtida executando uma sequéncia finita desse tipo de
operagoes, erros de truncamento sdo causados ao se truncar sequéncias infinitas de

operacoes aritméticas apés um numero finito de etapas.

Nesse contexto, percebe-se a importancia de técnicas intervalares, pois a aritmética
intervalar fornece uma ferramenta para estimar e controlar esses erros automaticamente.
No lugar de aproximar um valor real  por um niimero de maquina, esse valor, usualmente
desconhecido, é aproximado por um intervalo x contendo nimeros de maquina como

extremos inferior e superior. O intervalo x contém o valor x.
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4.1 Definicao Intervalar

A distribuicao de probabilidades de uma variavel aleatéria X é uma descricao do
conjunto das probabilidades associadas com os valores possiveis para X. Similarmente,
uma fungao densidade de probabilidade f(z) pode ser usada para descrever a distribuigao
de probabilidades de uma variavel aleatoria continua X onde a probabilidade de X estar
entre dois valores, a e b, é determinada pela integral definida dessa funcao no intervalo
de a até b. A funcao densidade de uma variavel aleatoria continua usada para determinar

probabilidades segue conforme a Equacao 4.1:

Pla< X <b) = /bf(x)dx (4.1)

a
Seja X uma varidvel aleatéria. Supondo que o contradominio (R, de X seja um
intervalo ou uma cole¢ao de intervalos. Entao diremos que X é uma variavel aleatéria

continua se existe uma funcao fx : R — [0, +00), que satisfaz as propriedades:

1. fx(x) >0, para todo x € R,

Nesse caso, a variavel aleatéria X pode assumir uma quantidade nao enumeravel

e a funcao fx é denominada funcao densidade de probabilidade.

As variaveis aleatérias continuas podem ser classificadas pela qualidade e pelo
numero de propriedades ou caracteristicas de interesse dos entes estudados. Se S é o
espago amostral de um experimento qualquer FE; partindo do principio que S de E é
constituido de N pontos e X de S, de n pontos, e que tanto N quanto n podem ser finitos
ou infinitos, enumeraveis ou nao enumeraveis, a variavel aleatéria associada aos eventos
S de E'e X de S é dita continua (inumeravel ou intervalar) se tais pontos ndo podem ser

contados.

A distribuicdo Beta é um modelo probabilistico para uma varidvel aleatéria con-
tinua X, cujos valores possiveis sao limitados superior e inferiormente. Na forma da
distribuicdo Beta padronizada, a varidvel X ¢é definida no intervalo [0, 1], podendo ser
usada para modelagem de proporgoes ou modelagem de objetos que pertencem a esse

intervalo.

Devido a grande versatilidade de uma variavel aleatoria com distribuicao Beta
para modelar fungoes densidade de probabilidade no intervalo [0, 1], além da possibili-
dade de generalizar essa funcdo para qualquer variavel aleatoria restrita a um intervalo
finito (m,n), a fungao densidade de probabilidade com distribui¢ao Beta possui intimeras
aplicagoes para representar quantidades fisicas cujos valores estejam restritos a um inter-

valo identificavel. Alguns exemplos de aplicagdo da funcao densidade com distribuicao
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Beta podem ser citados: ajuste de velocidade em uma rede de computadores; em modelos
para calcular velocidade e dire¢do predominante do vento, intensidade pluvial ou indi-
ces de umidade em sistemas meteorolégicos; modelos para aceleragao de atividades em

projetos entre outros.

Nesse caso, para 0 < z < 1, a > 0, > 0, a funcdo densidade de probabilidade

Beta ¢ expressa pela Equacao 4.2:

Fx(z) = B(Oiﬁ) /Oa 21 — 2)Pldx (4.2)

na qual, a e  sdo pardmetros e B(«, 5) representa a funcao Beta completa, a qual é

descrita por:

(4.3)

Para a Equagiao 4.3, o termo I'(n) representa a fungdo Gama, a qual se reduz
ao fatorial de n, sendo n um valor numérico. A funcdo Gama é descrita a seguir pela

Equacao 4.4, onde y representa um parametro de entrada dessa funcao.

(n) = /0 Tyl Vdy = (n— 1) (4.4)

De modo geral, para valores iguais para ambos os parametros, a fun¢ao densidade
de probabilidade com distribuicao Beta é simétrica; contrariamente, a funcao ¢ assimé-
trica. Caso os parametros sejam superiores a 1, a > 1 e > 1, entdo a funcao densidade
com distribuicdo Beta é unimodal !. A Figura 5 ilustra algumas formas possiveis para a

funcao densidade de probabilidade com distribuicao Beta.

L Distribuicdo probabilistica que apresenta apenas um ponto de minimo ou méximo.
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0 0,2 0,4 0,6 0.8 1

a=1, B=1 a=0,5, B=0,5
a=1,7778, B=2,2222 a=0,5, B=1,5

Figura 5 — Exemplos de func¢oes densidades de probabilidade da Distribui¢do Beta

Fonte: (NAGHETTINI; PINTO, 2007).

Na Figura 5, pode-se observar que a distribuicao de probabilidade uniforme é um
caso particular da distribuigdo Beta, ocorrendo quando os parametros sdo iguaisa 1 (a = 1
e 8 =1). O parametro « controla os valores da densidade Beta em correspondéncia ao
limite inferior da varidvel. Analogamente, o parametro [ controla os valores da densidade

Beta em correspondéncia ao limite superior.

Utilizando o método da extensdo intervalar, a férmula da funcao densidade de
probabilidade da variavel aleatéria continua com distribuicao Beta é expressa a seguir na

Equagao 4.5.

1

5o /D " xo(1 = x)P e (4.5)

fBint(X7a7B) = B(a

Seguindo tal método para se criar a defini¢ao intervalar da funcao densidade com
distribuicao Beta, fez-se necessario substituir todas as entradas de x da Equacgao 4.2, a

qual antes comportava valores reais, R, para entradas intervalares.

Para computar a funcao densidade de probabilidade da variavel aleatéria continua
com distribuicao Beta, tanto na forma real quanto intervalar, utilizou-se apenas a férmula

da densidade de probabilidade desta distribuicao para realizar seus calculos.

4.2 Analise Numérica

Como forma de obter os resultados numéricos, foram utilizados cinco conjuntos de
dados de entrada como parametros para as funcoes real e intervalar da distribuicao Beta,
tais dados se referem a valores de exemplos arbitrarios escolhidos para que fosse possivel

computar os dados e obter as solugoes pretendidas. Os dados de entrada se referem aos
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parametros x, a e 3 da fungao densidade com distribuicao Beta. Abaixo sdo apresentados

os conjuntos de dados utilizados na computacao da funcao:

e exemplo 1: v =0.2222, a = 1.7778, § = 2.2222 e a = 1;
e exemplo 2: v =0.322, a = 1.777, f =3.228 e a = 1;

e exemplo 3: x = 0.750, a = 1.760, § = 2.760 e a = 1;

e exemplo 4: £ =0.188, a =5.031,  =10411ea =1;

e exemplo 5: z =0.13, « =3.07, 5 =582ea=1.

Tais valores procedem de exemplos praticos, como calculos quimicos para concen-
tracao de gases e liquidos, ou valores escolhidos arbitrariamente desde que respeitassem

as caracteristicas da fungao densidade com distribui¢ao Beta.

Seguindo o objetivo deste trabalho, duas abordagens diferentes da aritmética in-
tervalar sao aplicadas como métodos para calcular os valores intervalares de resultado
a partir da computagao da fun¢do densidade com distribuicao Beta, sendo a aritmética

intervalar de Moore e a aritmética intervalar multidimensional RDM.

A Tabela 3 apresenta os resultados obtidos através da computacao da funcao den-
sidade com distribui¢ao Beta utilizando a aritmética intervalar de Moore e implementacao
no IntPy. Nela, sao apresentados os valores obtidos a partir de cada exemplo aplicado,
tanto na forma real quanto intervalar dessa funcao e, de forma complementar, apresenta-se

o tempo de execucao de cada computacao, expresso em segundos.

Tabela 3 — Aplicacao dos parametros a fungao densidade com distribui¢ao Beta nas formas
real e intervalar sob Aritmética Intervalar de Moore

Valor Real Valor Intervalar
Exemplo 1 | 1.326767382571450105 | [1.326767382571449883, 1.326767382571450105]
Tempo(s) 0.00029 0.00032
Exemplo 2 | 1.827952566032753579 | [1.827952566032753356, 1.827952566032753579)]
Tempo(s) 0.00018 0.00029
Exemplo 3 | 0.560744430584336095 | [0.560744430584335984, 0.560744430584336095]
Tempo(s) 0.00021 0.00034
Exemplo 4 | 2.058738196035631685 | [2.058738196035631240, 2.058738196035631685]
Tempo(s) 0.00006 0.00016
Exemplo 5 | 1.262740949463830420 | [1.262740949463830198, 1.262740949463830420]
Tempo(s) 0.00019 0.00038
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Analisando a Tabela 3, é possivel perceber que o valor real estd contido no in-
tervalo solugdo em todos os exemplos aplicados. Os valores de tempo de processamento
apresentados foram coletados a partir de dez execugoes para cada calculo computado,
fazendo-se a média. Pode-se observar que tais valores sao préximos aos apresentados para
o céalculo com valores reais, indicando que o uso da aritmética intervalar nao interfere

significativamente no tempo de processamento.

A Tabela 4 apresenta os resultados obtidos através da computagao da fungao den-
sidade com distribuicao Beta utilizando a aritmética intervalar multidimensional RDM,
também com implementacao no IntPy. Nela, sao apresentados os valores obtidos a partir
da aplicacdo dos mesmos exemplos anteriores. Para esta coleta de resultados, apenas
os valores intervalares e o tempo de execugao (em segundos) de cada computagio serdo

apresentados.

Tabela 4 — Aplicacao dos pardmetros a funcao densidade com distribuicao Beta intervalar
sob Aritmética Multidimensional RDM

Valor Intervalar
Exemplo 1 | [1.326767382571449883, 1.326767382571450105]
Tempo(s) 0.00041
Exemplo 2 | [1.827952566032753356, 1.827952566032753579)
Tempo(s) 0.00034
Exemplo 3 | [0.560744430584335984, 0.560744430584336095]
Tempo(s) 0.00034
Exemplo 4 | [2.058738196035631240, 2.058738196035631685]
Tempo(s) 0.00020
Exemplo 5 | [1.262740949463830198, 1.262740949463830420]
Tempo(s) 0.00022

Como andlise da Tabela 4, com valores apresentados a partir da computacao
aplicando-se a aritmética intervalar multidimensional RDM, pode-se perceber que os va-
lores de resultado intervalares sao iguais aos apresentados quando aplicada a aritmética
intervalar de Moore. Em vista disso, é possivel se chegar a duas conclusoes: a primeira
em relagao a exatidao dos resultados intervalares, visto que era esperado que os valores ou
fossem iguais ou muito préximos; a segunda, em relagao direta a aritmética multidimen-
sional RDM, é que a funcao densidade com distribuicao Beta possui apenas uma variavel
do escopo do problema a ser computado, sendo os demais valores, o e 3, pardmetros com
valores predefinidos, o que faz a solucao ser unidimensional, assim como na aritmética
de Moore aplicada. Para os valores de tempo de processamento apresentados, pode-se
verificar que sdo proximos ou até mesmo iguais aos apresentados na tabela com os valores

obtidos através da aritmética de Moore, o que indica que o uso da aritmética multidimen-
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sional RDM também nao interfere de forma significativa no tempo de processamento dos

calculos.

Para todos os resultados dos testes, fora utilizado o mesmo computador com as se-
guintes configuragoes: processador Intel Core i5-4210U @ 2.40GHz Quad-Core, .1 Cache
128Kb, L2 Cache 512Kb, L3 Cache 3Mb, Memoria RAM de 4GB DDR3 1600MHz, ar-
mazenamento HD Sata 1TB modelo ST1000LM024 HN-M101MBB, sistema operacional
Linux Ubuntu 16.04 LTS.

Todos os resultados apresentados, tanto reais quanto intervalares, utilizaram o
sistema de ponto flutuante F(10, 18, -17, 17).

Para verificar a qualidade dos resultados, realiza-se a andlise de erros sobre os
intervalos resultantes. A computagao utilizando intervalos fornece duas estimativas prin-
cipais para o erro: erro Absoluto, referente a diferenca entre o valor exato de um niimero
e seu valor aproximado; e erro Relativo, estando relacionado ao erro percentual podendo
ser calculado pelo quociente entre o erro absoluto e o valor aproximado. Acrescendo-se
as possiveis formas de apurar a qualidade do resultado obtido, o didmetro do intervalo
é uma métrica para mensurar a qualidade de aproximacdo. Sendo que na computacao
utilizando aritmética intervalar os calculos sdo executados utilizando intervalos e, con-
sequentemente, a aritmética real é substituida pela aritmética intervalar, as estimativas

para o erro oferecidas pela aritmética intervalar sao descritas a seguir:

e Erro Absoluto: | z — m(x) |< @, onde m(x) = (#) ¢ o ponto médio do

intervalo x;

e Erro Relativo:

.I—?’;L(X)‘ < 2w(x) se 0 ¢ X;

min|x|’

e Didmetro: diam(x) =w(x) =17 — z.

Nas medidas de erros, utiliza-se o ponto médio m(x) do intervalo x para medir a
distancia do valor real em relacao ao valor pontual do intervalo. Uma interpretagao usual
no contexto da matematica intervalar é a de envoltéria intervalar de um ntimero real. Esta

w(x)

semantica sugere a representacao dos intervalos na forma m(x) £ =, aludindo a ideia

de que o ponto médio seria o nimero real “medido” e o raio, @, indicaria a incerteza
gerada pelas restrigoes de precisao existentes. De tal forma, o valor exato estaria limitado
pelo intervalo apresentado, entre seu limite inferior x e seu limite superior £ (SUNAGA,

2009).

Tais medidas de erros foram aplicadas nos valores de resultados intervalares obtidos
na computacao da fungdo densidade com distribui¢do Beta com o objetivo de verificar a
qualidade do intervalo solucao, além de que o calculo do didmetro forneceu uma medida

de qualidade de aproximacao do intervalo solucao em relagao ao valor real.
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A Tabela 5 apresenta os valores obtidos para a estimativa de erro absoluto e
erro relativo em relagdo aos intervalos resultantes da aplicagdo dos dados dos exemplos a
distribuicao Beta. A seguir, na Tabela 6, apresenta-se a medida do didmetro dos intervalos

obtidos a partir do calculo computado.

Tabela 5 — Qualidade dos intervalos para a variavel aleatéria continua com distribuicao
Beta

Erro Absoluto Erro Relativo

Exemplo 1 | 0.0 < 1.11022302463 x 107'¢ | 0.0 < 8.36788000074 x 10~17
Exemplo 2 | 0.0 < 1.11022302463 x 107'¢ | 0.0 < 6.07358771368 x 10~'7
Exemplo 3 | 0.0 < 5.55111512313 x 10717 | 0.0 < 9.89954571166 x 107
Exemplo 4 | 0.0 < 2.22044604925 x 10716 | 0.0 < 1.07854707001 x 1016
Exemplo 5 | 0.0 < 1.11022302463 x 1076 | 0.0 < 8.79216774507 x 10~17

Tabela 6 — Diametro dos intervalos para a variavel aleatéria com distribuicao Beta

Diametro do Intervalo
Exemplo 1 0.000000000000000222
Exemplo 2 0.000000000000000222
Exemplo 3 0.000000000000000111
Exemplo 4 0.000000000000000444
Exemplo 5 0.000000000000000222

No erro absoluto, verifica-se que a diferenca entre o valor exato e o ponto médio do
intervalo ocorre, em relagdo aos exemplos, na 16% casa decimal. Além de que, em todos
os resultados, constata-se que a condigao | x — m(x) | é menor ou igual que a metade do
didmetro, w(x), do intervalo. Isso mostra que este critério de estimativa para o erro é

satisfeito.

Para o erro relativo, a desigualdade se manteve valida em todos os resultados obti-
dos, indicando a qualidade do intervalo. Em vista dos valores de diametro apresentados,
observa-se que até a 15% casa decimal para todos os exemplos o didmetro dos intervalos
¢é nulo. Verificando-se, dessa forma, que os intervalos possuem qualidade de aproximacao

do valor real.

Cabe salientar ainda que as formulas de medidas de erros absoluto, erro relativo e
didmetro dos intervalos também foram codificadas na linguagem Python, possibilitando

a computacao e obtenc¢ao de tais estimativas.

Neste capitulo foram apresentados os valores de resultado a partir da computa-

¢ao da funcao densidade de probabilidade da variavel aleatéria continua com distribuicao
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Beta, tanto para a forma real quanto intervalar. Para tanto, fez-se necessario a imple-
mentacao de algoritmos, os quais foram desenvolvidos no ambiente computacional de
desenvolvimento intervalar composto pela linguagem de programacao Python e o pacote
IntPy, sendo que, para a forma intervalar da fun¢do densidade com distribuicdo Beta,
duas abordagens da aritmética intervalar foram utilizadas neste trabalho: a aritmética
intervalar desenvolvida por Moore e a aritmética multidimensional RDM idealizada por
Piegat e Landowski. Apoés, a fim de comparar os resultados intervalares aos reais e, prin-
cipalmente, justificar quanto a qualidade dos intervalos obtidos, realizou-se uma anélise

de qualidade utilizando as métricas de erros definidas na aritmética intervalar.

Com a finalidade de complementar o trabalho realizado e cumprir mais um dos
objetivos iniciais, o proximo capitulo apresenta a analise de complexidade para cada
implementacao desenvolvida em vista da funcao densidade com distribuicao Beta, real e

intervalar.
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5 Analise de Complexidade

Segundo Toscani e Veloso (2009), a complexidade de um algoritmo reflete o esforgo
computacional requerido para executa-lo. Tal esforco nao pode ser descrito apenas por
um numero, porque o nimero de operacoes efetuadas na computagao de um problema,
em geral, nao ¢ o mesmo para qualquer entrada, mas depende do tamanho desta e ainda,

para entradas de mesmo tamanho, a quantidade de operagoes pode variar.

Um algoritmo é um procedimento, consistindo em um conjunto de regras nao
ambiguas, as quais especificam, para cada entrada, uma sequéncia finita de operagoes,
terminando com uma saida correspondente (TOSCANI; VELOSO, 2009). Acrescendo-
se a isso, diz-se que um algoritmo resolve, teoricamente, um problema produzindo uma
resposta correta para qualquer entrada, sendo concedidos tempo e memoéria suficientes

para sua execucao.

Diversos critérios podem ser utilizados na escolha de um algoritmo para solucionar
um problema. Na maioria das vezes, essa escolha é feita através de critérios subjetivos

como: facilidade de compreensao, codificacdo e depuracao, eficiéncia na utilizacao dos
recursos do computador e rapidez (RITT; BURIOL; PRESTES, 2009).

Em aplicacoes praticas, o fato de um algoritmo resolver um problema, teorica-
mente, gerando uma saida, nao significa que seja aceitavel, pois recursos de tempo e
espaco em memoria necessarios para a execucao do algoritmo tém grande relevancia.
Para isso, existe a andlise de algoritmos, a qual busca classificar os algoritmos de acordo
com a quantidade de trabalho necessario para realizar computagoes seguindo critérios de
avaliagao para suas caracteristicas de implementacao e execugao, processo que resulta em

definir a complexidade do algoritmo.

Questoes relativas a complexidade de um algoritmo em termos do tempo de com-
putacao e espaco de memoria sao determinantes para o julgamento da eficiéncia do mesmo
(LORETO, 2006). Essa eficiéncia depende diretamente de quantos passos computacio-
nais sao necessarios para que o algoritmo chegue a solugdo do problema, seguindo um
modelo matematico denominado Méaquina de Turing (MENEZES, 1998). Podendo-se,

dessa forma, determinar se o algoritmo é razoavel ou nao.

Para Kreinovich et al. (2013), um algoritmo é considerado razoavel quando obtém
a solugao de um problema em tempo polinomial. A caracterizacao de algoritmo de tempo
polinomial baseia-se em duas noc¢des fundamentais: tamanho da entrada e tempo de
execuc¢ao. Em geral, esses problemas sao considerados trataveis, mas por razoes filosoficas,
e nao matematicas (LEISERSON et al., 2002).
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Existem varios aspectos a considerar na determinagao da complexidade de um
algoritmo, como medidas de desempenho como tempo e espago requeridos por um al-
goritmo, relacionadas a velocidade e a quantidade de memoéria, respectivamente. Para
mensurar a quantidade de trabalho realizado por um algoritmo, costuma-se escolher uma
operacao, chamada operacao fundamental. A operacao escolhida como fundamental deve
ser tal que a contagem do nimero de vezes que ela é executada expresse a quantidade de
trabalho do algoritmo, dispensando outras medidas (TOSCANI; VELOSO, 2009).

As notagoes utilizadas para descrever o tempo de execucao assintotica de um
algoritmo sao definidas em termos de fung¢oes cujos dominios sdo o conjunto dos niimeros
naturais N. Tais notagdes sdo convenientes para descrever a func¢ao do tempo de execucao
no pior caso 7'(n), que em geral, é definida somente sobre tamanhos de entrada inteiros
(LEISERSON et al., 2002).

A seguir sao apresentadas as andlises de complexidade para cada um dos algoritmos
implementados para computar a funcdo densidade com distribuicao Beta, tanto sob as
diferentes abordagens da aritmética intervalar utilizadas, quanto para a sua forma real.
Primeiramente, apresenta-se a anélise da implementacao para entradas reais. Em seguida,
é apresentada a andlise para a forma intervalar da funcao Beta codificada seguindo os
aspectos da aritmética intervalar de Moore e, posteriormente, esta analise é desenvolvida
a partir do uso da aritmética intervalar multidimensional RDM, de Piegat e Landowski,
para implementacao dessa funcao. Todos os algoritmos analisados podem ser encontrados

no Anexo A.

e Funcao Densidade com Distribuicao Beta para Entradas Reais: Como
valores de entrada, é necessario fornecer ao algoritmo os valores correspondentes
aos parametros da funcao densidade com distribuicao Beta para que seja possivel
computar o calculo, os quais sao x, a e 8. O célculo da fungdo requer basicamente
operagoes aritméticas de poténcia, multiplicagao, subtragao e divisao. Uma integral
definida precisa ser resolvida, a qual é feita por meio de uma funcao prépria da
linguagem Python chamada “integrate”, para a qual foi atribuido o método “quad”,
responsavel por integrar uma funcao de uma variavel entre dois pontos, possuindo
ordem de complexidade constante. Como o desenvolvimento do algoritmo se deu
através da implementacao dessas operagoes, a ordem de complexidade pode ser dada

como constante, ou seja, O(1).

e Funcao Densidade com Distribuicao Beta para Entradas Intervalares uti-
lizando a Aritmética de Moore: O algoritmo intervalar implementa a mesma
equagao da funcao densidade de probabilidade Beta, utilizando as mesmas entradas
que do algoritmo real. Entretanto, todas as operacoes aritméticas antes realiza-

das na forma real, foram substituidas por operacoes intervalares. Sendo assim, a
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complexidade para resolver tais operagoes continua com ordem constante, como no
algoritmo real. Dessa forma, a complexidade para computar a funcao densidade de
probabilidade da variavel aleatéria continua com distribuicao Beta de forma inter-

valar permanece com ordem de complexidade constante O(1).

e Funcao Densidade com Distribuicao Beta para Entradas Intervalares uti-
lizando a Aritmética Multidimensional RDM: Para computar a funcao den-
sidade com distribuicao Beta utilizando a aritmética multidimensional RDM, fez-se
necessario implementar todas as operagoes aritméticas basicas de soma, subtragao,
multiplicagao, divisdo e poténcia acordo com essa abordagem, pois nao estavam
definidas em termos de linguagem de programacao ou biblioteca para uso direto.
Isso nao afeta na complexidade do algoritmo desenvolvido, pois todas essas opera-
¢oes podem ser computadas em complexidade de ordem constante. Para a fungao
densidade com distribui¢ao Beta, a implementacao ocorre da mesma maneira que
no algoritmo intervalar utilizando aritmética de Moore, porém, utilizando as opera-
¢oes definidas como mencionado anteriormente. Isso indica que o algoritmo também

possui complexidade de ordem constante, entdo se pode concluir que é de ordem

0(1).

A complexidade de um algoritmo representa a quantidade de trabalho despendido
para resolver um determinado problema em funcao de recursos computacionais e do tempo
necessario. No presente trabalho, efetuou-se a andlise de complexidade para os algorit-
mos desenvolvidos para computar a fun¢ao densidade de probabilidade com distribuicao
Beta em vista de que foram utilizadas duas abordagens para a implementacao utilizando
aritmética intervalar e também a forma real da fungdo. A Tabela 7 apresenta um resumo

das complexidades analisadas anteriormente.

Tabela 7 — Esfor¢co computacional da distribuicao Beta

Complexidade Distribuicao Beta

Real O(1)
Intervalar Moore O(1)
Intervalar RDM O(1)

A partir da Tabela 7 é possivel observar de forma mais clara que em todas as
implementagoes a complexidade se manteve a mesma, sendo esta constante. Com isso,
conclui-se que utilizando a aritmética intervalar para computar a funcao densidade de
probabilidade com distribuicdo Beta processada sob duas abordagens diferentes, no caso
do presente trabalho, a complexidade se manteve igual a do algoritmo com entradas reais.

Assim sendo, pode-se justificar o uso de técnicas intervalares para computar calculos
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numéricos, obtendo maior exatidao nos resultados com controle automatico de erros além

de manter o esforco computacional em um nivel aceitavel, se mantendo igual, neste caso.
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6 Conclusao

No trabalho com computacao numérica, um dos fatores de maior importancia é a
exatidao de resultados dos calculos. No estudo de varidveis aleatorias sobre o conjunto
dos reais, R, um dos problemas esta no calculo da funcao densidade de probabilidade,
visto que seu valor numérico resultante no computador é dado por aproximacao devido
a representacido em aritmética de ponto flutuante, portanto, afetado por erros de arre-
dondamento ou truncamento. O que se procura entao sao resultados mais exatos com
um menor erro contido neles. Para isso, a matematica intervalar surge com o objetivo
principal de realizar um controle automatico de erros em calculos numéricos, retornando

respostas com maior exatidao.

No presente trabalho, definiu-se de forma intervalar a funcdo densidade de pro-
babilidade da variavel aleatéria continua com distribuicdo Beta, utilizando para isso o
método de extensao intervalar onde as entradas reais foram substituidas para comportar

valores de entrada intervalares.

Duas abordagens diferentes foram aplicadas como modo de calcular a funcao densi-
dade de probabilidade com distribuicao Beta utilizando aritmética intervalar: a aritmética
intervalar tradicional de Moore (1966) e a aritmética multidimensional RDM, de Piegat
e Landowski (2012). Desse modo, para que fosse possivel computar a fun¢ao densidade
de probabilidade com distribuicao Beta, realizou-se a implementacao dessa funcéo, sendo
a codificagao na linguagem de programacao Python em conjunto com o pacote de exten-
sao intervalar IntPy (BARRETO, 2016). Para que fosse possivel comparar os resultados
intervalares aos reais, a forma real dessa distribuicao de probabilidades também foi im-

plementada utilizando a linguagem Python.

Com o sistema de ponto flutuante F(10, 18, -17, 17), definido para uma precisao de
dezoito casas decimais, verificou-se por meio das métricas de erro absoluto e erro relativo,
estabelecidas na aritmética intervalar, que todos os resultados reais apresentados estao
contidos nos valores intervalares apresentados a partir da computacao da funcao densidade
de probabilidade com distribuicao Beta com entradas intervalares, tanto sob a aritmética
de Moore quanto sob a aritmética intervalar multidimensional RDM. Calculou-se ainda
a medida do diametros dos intervalos solucao, por meio da qual foi possivel verificar a

qualidade dos valores de resultados intervalares obtidos.

Para ambas as abordagens da aritmética intervalar utilizadas neste trabalho, os in-
tervalos soluc¢ao para a funcao densidade de probabilidade com distribuicao Beta apresentaram-
se iguais, o que podia ser esperado visto que a fungdo possui apenas uma variavel. Dessa

forma, ambas as solucoes intervalares permanecem unidimensionais, justificando a igual-
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dade dos resultados.

De forma complementar, a complexidade dos algoritmos implementados foi anali-
sada. Apresentando-se para todos os algoritmos uma complexidade constante, uma vez
que sao realizadas apenas operagoes aritméticas simples no calculo da funcao densidade
com distribuicao Beta. Para a resolugao da integral definida necessaria, é possivel se obter
uma complexidade também constante utilizando a linguagem Python, a qual define uma

funcao propria para esse calculo.

O objetivo deste trabalho foi mostrar a importancia do uso da matematica in-
tervalar na busca por exatiddo em resultados numéricos para a funcao densidade com
distribuicao Beta, o que se fez por meio do uso de duas abordagens diferentes para a
aritmética intervalar. A partir da implementacao dessa funcao em linguagem de progra-
macao, com base na aritmética intervalar e na aritmética de exatiddao maxima, tornou-se
possivel realizar uma analise de qualidade para os valores intervalares obtidos além da
realizacao da andlise de complexidade dos algoritmos desenvolvidos, justificando o seu

uso.

Como pretensoes futuras de trabalho, o estudo de outros métodos para a resolucao
de integrais, sobretudo no escopo das distribui¢oes de probabilidade, visto que este célculo
é afetado por erros gerados pela aritmética de ponto flutuante. Além disso, aprofundar a
pesquisa sobre algumas defini¢oes existentes na literatura acerca de integrais intervalares,
podendo ser obtidos resultados melhores e ampliar as possiveis aplicagoes pra a aritmética

intervalar envolvendo computagao numeérica.

A definicdo intervalar para a fungao densidade de probabilidade com distribuigao
Beta pode ser adicionada as demais distribuigoes existentes na literatura definidas desta
forma. Junto a isso, definir de forma intervalar o cdlculo das medidas de média, variancia,

desvio padrao e esperanca para esta mesma distribuicao.
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ANEXO A - Implementacoes para a Funcao
Densidade de Probabilidade com Distribuicao

Beta

Todas as implementacoes descritas no decorrer deste anexo foram realizadas utili-
zando o ambiente de desenvolvimento intervalar composto pela linguagem de programacao

Python e o pacote de extensao intervalar IntPy, para essa mesma linguagem.

A.1 Aritmética Real

#!/usr/bin/env python

# —x— coding: utf—8 —x—
from scipy import integrate
from intpy import x

import math

import time

def BetaReal(x, alpha, beta):

begin_time = time.time ()

z = x**(alpha —1)*(1—x)**(beta—1)
f = lambda x, alpha, beta: xxx(alpha—1)%(1—x)x*x*(beta—1)
y, err = integrate.quad(f, 0, 1, args=(alpha,h beta))

resul = z/y
end time = time.time ()

print "Real=[" + *%.18f > %resul + "]"

print "Tempo_de_ processamento:", end_ time — begin_time
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A.2 Aritmética Intervalar de Moore

#!/usr/bin/env python

# —x— coding: utf—8 —x—
from scipy import integrate
from intpy import x

import math

import time

def Betalntervalar(x, alpha, beta):

begin_time = time.time ()

z = x**(alpha—1)%(1—x)=*x*(beta—1)
lambda x, alpha, beta: x*x(alpha—1)x(1—x)*%(beta—1)
y, err = integrate.quad(f, 0, 1, args=(alpha,h beta))

alpha = IReal(alpha)
beta = IReal(beta)
x = IReal(x)

z = IReal(z)
y=IReal (y)

resul = z/y

end_time = time.time ()

print "Intervalar=[" + *%.18f > %(resul.inf) + ", " 4+ *%.18f’> %(resul.sup) + "]"

print 'Tempo_de_processamento: "', end_time—begin_ time
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A.3 Aritmética Intervalar RDM

#!/usr/bin/env python

# —x— coding: utf—8 —x—
from scipy import integrate
from intpy import x

import math

from scipy import inf

import time

def somaRDM(a, b):

x = (min(a.inf4+b.inf, a.inf+4b.sup, a.sup+b.inf, a.sup+b.sup))
y (max(a.inf+b.inf, a.inf+b.sup, a.sup+b.inf, a.sup+b.sup))
s = IReal(x, y)
return s

def subtRDM(a, b):
x = (min(a.inf—b.inf, a.inf-b.sup, a.sup—b.inf, a.sup—b.sup))
y = (max(a.inf—b.inf, a.inf-b.sup, a.sup—b.inf, a.sup—b.sup))
sub = TReal(x, y)
return sub

def multRDM(a, b):
x = (min(a.infxb.inf, a.infxb.sup, a.sup*b.inf, a.supxb.sup))
y = (max(a.infxb.inf, a.infxb.sup, a.sup*b.inf, a.supxb.sup))
m = IReal(x, y)
return m

def divRDM(a, b):
x = (min(a.inf/b.inf, a.inf/b.sup, a.sup/b.inf, a.sup/b.sup))
y = (max(a.inf/b.inf, a.inf/b.sup, a.sup/b.inf, a.sup/b.sup))
d = IReal(x, y)
return d

def powl(num, exp):
pot = IReal(num. infxxexp.inf, num.supsxexp.sup)

return pot

def Betalntervalar(x, alpha, beta):

begin_time = time. time ()

f = lambda x, alpha, beta: xxx(alpha—1)x(1—x)x**(beta—1)
y, err = integrate.quad(f, 0, 1, args=(alpha,h beta))

x = IReal (x)
alpha = IReal(alpha)
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beta = IReal(beta)
un = IReal (1)
y=IReal (y)

z = multRDM (powlI (x, (subtRDM (alpha ,um))), powI((subtRDM (um,x)), \\
(subtRDM ( beta ,um))))

resul = (z/y)
end_time = time.time ()

print "\nIntervalar=[" + *%.18f " %(resul.inf) + ",," + "%.18f" %(resul.sup) + "|"

print 'Tempo_de_processamento: "', end_time—begin_ time
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