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Resumo

O trabalho de modelagem matematica de um quadrotor visa compreender o funcionamento
de um quadrotor, mostrando um detalhamento desde as suas transformacoes de coordenadas
até a obtencao das equacoes que descrevem seus movimentos num plano tridimensional.
Essas equagoes sao utilizadas em simulagoes onde espera-se um movimento de forma

intuitiva e em seguida comprova-se por meio da trajetoria obtida na simulacao.

Palavras-chave: controle de sistemas dinamicos. modelagem matemaética. veiculo aéreo

nao-tripulado.






Abstract

The work of mathematical modeling of a quadrotor aims to understand the functioning of
a quadrotor, showing a detail from its coordinate transformations to obtain the equations
describing their movements in three-dimensional plane. These equations are used in
simulations where a movement is expected intuitively and then it was proven by means of

the trajectory obtained in the simulation.

Key-words: dynamic systems control. mathmatical modeling. unmanned aircraft systems.






Lista de ilustracoes

Figura 1 — Bloco step do Simulink . . . . . ... ... ... o000 21
Figura 2 — Bloco Gain do Simulink . . . . . ... ... ... .. ... 21
Figura 3 — Bloco function do Simulink . . . . .. ... ... ... ... 22
Figura 4 — Bloco integrator do Simulink . . . . . .. ... ... ... ... .. 22
Figura 5 — Bloco scope do Simulink . . . . ... ... ... 22
Figura 6 — Bloco To workspace do Simulink . . . . . . ... ... ... ... ... 22
Figura 7 — Produtoescalar AeB. . . . . .. . ... ... ... ... 23
Figura 8 — Rotacao do plano x-y (mantendo z constante). . . . . . . ... .. ... 24
Figura 9 — Angulo entre os vetores. . . . . ... 25
Figura 10 — Angulo entre oS vetores. . . . . . . ..o 26
Figura 11 — Rotacao do plano x-z (mantendo y constante). . . . . . . .. ... ... 27
Figura 12 — Relacao dos angulos. . . . . . . .. .. ... . oo 28
Figura 13 — Relacao dos angulos. . . . . . . . . . . . ... ... . 29
Figura 14 — Rotagao do plano y-z (mantendo x constante). . . . . . . ... ... .. 31
Figura 15 — Simplificacao do corpo do dispositivo . . . . . . . . .. ... ... ... 34
Figura 16 — Layout da simulagao. . . . . . . . . . . . ... ... ... 37
Figura 17 — Rampa de velocidade . . . . . . . . .. .. ... ... 37
Figura 18 — Detalhe das forcas iguais em cada rotor . . . . . . . .. ... ... ... 38
Figura 19 — Trajetéria nos €eixos . . . . . . . . . . . . o o e 38
Figura 20 — Trajetéria em 3 dimensoes com F1=F2=F3=F4=1 . ... .. ... .. 39
Figura 21 — Detalhe das forcas em cada rotor . . . . . . . .. ... ... ... ... 39
Figura 22 — Trajetoria nos eixos . . . . . . . . . . . .o e 40
Figura 23 — Trajetéria em 3 dimensoes com F1=0.99 F2=F3=F4=1. . . . . . . .. 40
Figura 24 — Detalhe das forcas em cada rotor . . . . ... ... ... ... ..... 41
Figura 25 — Trajetéria nos €ixos . . . . . . . . . . o o i 41
Figura 26 — Trajetéria em 3 dimensoes com F2=0.99 F1=F3=F4=1. . . . . . . .. 42
Figura 27 — Detalhe das forcas em cada rotor . . . . . . . . . ... ... ... ... 42
Figura 28 — Trajetoria nos eixos . . . . . . . . . . . ..o o 43
Figura 29 — Trajetéria em 3 dimensoes com F3=0.99 F1=F2=F4=1. . . . . .. .. 43
Figura 30 — Detalhe das forcas em cada rotor . . . . . . . .. ... ... ... ... 44
Figura 31 — Trajetéoria nos eixos . . . . . . . . . . . . . . oo 44
Figura 32 — Trajetéria em 3 dimensoes com F4=0.99 F1=F2=F3=1. . .. ... .. 45
Figura 33 — Detalhe das forcas em cada rotor . . . . . . . .. ... ... ... ... 45
Figura 34 — Trajetéorianos eixos . . . . . . . . . . . . . oo 46

Figura 35 — Trajetéria em 3 dimensoes com F1=F2=0.99 F3=F4=1. . .. ... .. 46






Sumario

1 Introducd@o. . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e 19
Metodologia . . . . . . . . . . . . e e e e e e e e 21

3 Desenvolvimento . . . . . . . . . . . . .. e e e e e 23
3.1 Modelagem Matematica . . . . . . . . .. ... 23
3.1.1 Vetores Unitarios . . . . . . . . .. .. o 23

3.1.2 Produto Escalar . . . . . . ... ... ... ... 23

3.2  Matriz de Rotacao em trés Dimensoes . . . . . . . .. .. .. ... ... .. 24
3.2.1 Mantendo o eixo z constante . . . ... ..o 24

3.2.2 Mantendo o eixo y constante . . . . ... ..o 27

3.2.3 Mantendo o eixo x constante . . . . . .. ... ... L. 30

3.3 Modelagem Dinamica do Quadrotor . . . . . . .. .. .. ... ... 33

4 Resultados . . . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e 37
5 Conclusao . . . . . . . . L e e e e e e e e e e 47

Refer@ncias . . . . . . o i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 49






19

1 Introducao

O surgimento de veiculos aéreos nao tripulados veio com a necessidade de realizar
atividades que oferecem riscos a vida humana. Isso explica a sua grande aplicacao e pesquisa
para atividades com fins militares. Muitas maquinas foram criadas ao longo da historia
encaixando-se como nao tripuladas, porém foi Nicola Tesla que introduziu o conceito em
1915 (AUSTIN, 2011).

Antes mesmo da primeira guerra os austriacos utilizavam baloes com explosivos e
sem tripulagao para atacar Veneza (UBIRATAN, 2016), o que pode ser considerado o pri-
meiro veiculo aéreo nao tripulado. Desde entao foram realizados melhoras nessas méaquinas,
as quais permitiram sua utilizagdo em outras funcgoes e atividades, que desencadearam,
sem duvida, uma revolugao em conceitos de transportes de entrega e atendimentos de

urgencia.

Unmanned Aircraft Systems (UAS) ou veiculo aéreo nao tripulado (VANT) conforme
(AUSTIN, 2011), ndo é apenas uma aeronave sem tripulacdo, cujo piloto é substituido
por um computador. As diferengas comecam na construcao, pois os espacos alocados
para cada parte sao distribuidos de formas diferentes. Ha vérios tipos e classes de VANT,
que explicam diferencgas construtivas, por exemplo, avioes e helicépteros e diferencas de
controle da aeronave, um exemplo seriam os avioes que precisam estar a vista do operador
e os telecomandados que necessitam apenas de coordenadas de georreferenciamento para
que possa achegar a um destino. Essas classificacoes variam constantemente conforme
pesquisas e avancos tecnologicos que ocorrem na area, conforme a regulamentacao de cada

pais.

A reducao de custo para construir esse tipo de veiculo estd fazendo com que ele se
torne cada vez mais popular, possibilitando que ele seja utilizado de muitas maneiras e
com varias aplicagoes, como por exemplo, a utilizacao por civis para realizar filmagens e
também para fins médicos, conforme (MOMONT, 2015), com envio de kits de primeiros
socorros para realizar atendimentos de pessoas que sofreram parada cardiaca, onde o
tempo de chegada de um primeiro procedimento de desfibrilacao , antes mesmo de uma

ambulancia, pode aumentar muito a chance de sobrevivéncia de um paciente.

H& uma grande aplicagao para este tipo de veiculo na area de mapeamento, devido
a portabilidade e autonomia que oferecem. Varios estudos que consistem no principio de
fotografar uma determinada area com cameras fotograficas de alta resolugao acopladas a
VANT’s , em seguida essas imagens sao tratadas por algoritmos que as juntam e montam
um mapa em alta resolucao, o que permite analisar mudangas que ocorrem em determinada

area, (MITISHITA et al., ) essas técnicas sdo aplicadas tanto para fiscalizagdo ambiental
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como para a agricultura de precisao.

Na inspecao em linhas de transmissao sao utilizados helicépteros, o que aumenta o
custo sendo que uma possivel falta em uma linha de transmissao muito longa demora um
tempo grande para que ser reparada se a inspecao for feita por uma equipe se deslocando
por terra. Por isso, uma alternativa de baixo custo é usar um VANT para se deslocar
muito rapido sobre a linha com uma camera acoplada para identificacao do local da falta
mais rapido, deslocando até a falta a equipe mais préxima (Centro de Estudos e Sistemas
Avangados do Recife, 2014).

E possivel adaptar ou realizar as mais variadas atividades com quadcépteros, basta
que seja implementado em seu projeto de controle. Para que o quadcoptero realize um voo
com uma trajetéria pré-definida ou mantenha-se em um determinada altura é necessario a
implementacao de uma técnica controle. Um pré-requisito basico para implementacao de
qualquer técnica de controle sobre um dispositivo é construir seu modelo matematico. Em
um quadcédptero, sao muitos os objetivos de controle possiveis. Podemos trabalhar com
rejeicao de distirbio, isto é, manter uma posicao ou rota para o dispositivo independente
da presenca aleatoria de vento. Podemos trabalhar com imprecisao de leituras dos sensores,
isto é, admitir que os valores dos sensores possuem algum erro e garantir a robustez da
estratégia de controle mediante tal erro. Para qualquer dessas abordagens, é necessario

dispor do modelo matemaético do sistema a controlar.

VANTSs englobam muitos tipos diferentes de dispositivos, desde aeroplanos até
helicopteros. Serd abordado nesse trabalho a modelagem matematica de um quadrotor.
Esse dispositivo possui quatro rotores posicionados de maneira simétrica (90 graus), de
maneira equidistante do centro, sendo possivel controlar somente as velocidades desses

rotores.

Desde sua origem até os dias atuais os quadrotors véem crescendo em relevancia
para aplicacoes cotidianas, podendo ser de cunho militar, na area da satde ou até mesmo
para entretenimento. O desenvolvimento de um modelo matematico que represente com
precisao suficiente o comportamento do quadcoptero na situagao em que serd utilizado é
um passo fundamental para estudar a aplicacao de diversas estratégias de controle que
oferecem diferentes vantagens e desvantagens, porém para aplicar uma delas é necessario
que haja um modelo matematico que represente o quadrotor. Com posse de um modelo

matematico que expresse o movimento do sistema fisico do veiculo.

Este trabalho estd organizado como segue: o capitulo 1 apresenta a contextualizacao
do trabalho; - o capitulo 2 apresenta a metodologia utilizada e uma breve descricao do
software utilizado; - o capitulo 3 apresenta a matriz de transformacao de coordenadas e as
equagoes que descrevem o movimento do quadrotor; - o capitulo 4 apresenta os resultados

obtidos na simulacao; - o capitulo 5 apresenta as conclusoes.
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2 Metodologia

O trabalho utiliza uma metodologia composta de cinco etapas. A primeira é uma
revisao bibliografica com intuito de verificar o estado da arte na modelagem de quadrotores.
A segunda é a obtencao da matriz de transformacao de coordenadas necessaria para
comunicar o quadrotor com um referencial geoestacionario de trés dimensoes. A terceira é
o desenvolvimento do modelo matematico que descreve o movimento do dispositivo no
espaco mediante a atuacao de forcas e a passagem do tempo. A quarta é a definicao dos
movimentos esperados para o dispositivo mediante a atuacao de forcas com magnitudes
distintas. Na quinta etapa foi realizada uma simulagao no software Matlab-Simulink para

verificacao da validade do modelo.

Para implementar a simulagao foram utilizados blocos. Para modelar a velocidade
dos rotores foi utilizado o bloco degrau, esse bloco da figura 1 possui a fungao de em algum

momento passar de nivel zero para nivel alto de um sinal.

Step

Fig. 1 — Bloco step do Simulink

O bloco Gain é utilizado para multiplicar um sinal por um escalar qualquer, podendo

ele aumentar ou diminuir a amplitude do mesmo.

Gain

Fig. 2 — Bloco Gain do Simulink

O bloco function é utilizado para programar uma funcao qualquer com n entradas

e n saidas para modificar um determinado sinal.

O bloco da figura 4 é chamado de integrator, serve para integrar um sinal que é

colocado na sua entrada.
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4 y

fon

MATLAB Function

Fig. 3 — Bloco function do Simulink

W)=

Integrator

Fig. 4 — Bloco integrator do Simulink

O bloco da figura 5 é chamado de scope, ¢é utilizado para obter as formas de onda

em determinados pontos da simulacao.

Scope

Fig. 5 — Bloco scope do Simulink

O bloco To Workspace da figura 6 é utilizado para transformar um sinal em vetor

e manda-lo para o workspace do matlab, aonde o mesmo pode ser plotado como grafico.

simout

To Worspace

Fig. 6 — Bloco To workspace do Simulink
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3 Desenvolvimento

3.1 Modelagem Matematica

Para que ocorra a comunicacao entre o quadrotor e um referencial é necessario que
existam transformagoes de coordenadas entre dois sistemas tridimensionais de coordenadas.
Essas transformagoes sao baseadas nos conceitos de vetores unitarios, produto escalar e

projecao escalar.

3.1.1 Vetores Unitarios

O conceito de vetor unitério consiste em dividir suas coordenadas pelo seu modulo.
Considerando que i = (1,0,0), j = (0,1,0) e £ = (0,0,1), o vetor unitario de i é
representado por e obtido pela equagao 3.1 (STEINBRUCH; WINTERLE, 2007).

.
Il
A equacio 3.1 é vélida para os vetores j e k, portanto i = (1,0,0), ; = (0,1,0) e
k=1(0,0,1).

3.1.2 Produto Escalar

O produto escalar de dois vetores A e B é o resultado da multiplicacao do com-

primento de ambos e resulta um nimero real, o resultado dessa operacgao é diretamente
ligada com o cosseno do angulo formado entre eles (STEINBRUCH; WINTERLE, 2007).

Observando a figura 7 e a equagao 3.2 é possivel entender a relagao:

A-B=||A|l - |B] - cos(©) (3.2)

[

[Al*cos(©)

Fig. 7 — Produto escalar A e B.




24

Capitulo 3. Desenvolvimento

3.2 Matriz de Rotacdo em trés Dimensdes

Quando refere-se a um plano em trés dimensoes considera-se normalmente as

coordenadas x, y e z, que sao representados por i, j e k, respectivamente, os eixos sao

considerados unitarios.

3.2.1 Mantendo o eixo z constante

Jo
. A
N
\\
\ Pyo f P /\7\\
o qu‘ | > /l\"

Fig. 8 — Rotacao do plano x-y (mantendo z constante).

Do ponto de vista do referencial zero (F°), o vetor P é dado por:

P =Pz’ iy+ Py j,+ P2k,

Do ponto de vista do referencial 1 (F'), P é dado por:

ﬁ:Px1~%1+Py1~31+le~l%1

Como o vetor P é o mesmo, podemos igualar as expressoes:

Pz° iy 4 Py’ jo+ P2° -k, = Pz' - i1+ Py' - 1 + Pz - Iy

Fazendo o produto escalar de 3.5 com 7,

(3.3)

(3.4)

(3.5)

le'/Ztl'€1+Py1'51'21+P21'/%1‘€1:P‘To‘go'gl—i-P’yo'jo'%l—FPZO‘]%O'gl (36)

11 -1 € igual a 1, pois o angulo entre os vetores é 0°, logo cos(0°) = 1, no mesmo raciocinio,

J1 -1, é igual a zero, o angulo formado entre eles é de 90°, logo cos(90°) = 0, o mesmo

acontece com kj - 11, pois o angulo entre eles é de 90°. Reorganizando :

Px°

1 A A A A S
Pr =1 i,-11 Jo-t1 ko-t1 Py°
Pz°

O produto escalar entre ig - 11 é funcao do angulo:

T
B = o] - ] - cos(w)
1

(3.7)

(3.8)
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10go, 7o - 11 = cos(W), Observando a figura 9, pode-se concluir que:

A

il

Fig. 9 - Angulo entre os vetores.

a=90"-U
cos(V) = sen(¥ + 907)
cos(90° — W) = sen(90° — ¥ + 90°)
cos(90° — W) = sen (1807 — V)

cos(90° — ¥) = sen(V)

De forma semelhante a 3.8 :

1
~ =

Jor i1 = 1Joll - 21| - cos(90° — @)
1

De acordo com a dedugao de 3.9

A

Jo - 11 = sen (W)

Como o eixo z foi mantido constante, logo o angulo entre k, e i1 é 90°.

1
~

ko 1 = ||ko| - [21]] - cos(90°)
—~—
1
l%o . 51 = O
Substituindo 3.8,3.10 e 3.11 em 3.7 conclui-se que:

Pz’
Pa' = { cos(¥) sen(V¥) 0 } Py°
Pz°

Fazendo o produto escalar de 3.5 com Ji, e observando os angulos da figura 10:

A A

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Pl'l'El'jl‘i‘Pyl'51’51+P21‘]271'31:Pxo’go'Jl_FPyo'jo'jl_FPZO'I%o’jl (3.13)
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1o

Fig. 10 - Angulo entre os vetores.

J1-J1 €éigual a 1, pois o angulo entre os vetores é 0°, logo cos(0°) = 1, no mesmo raciocinio,
J1 -1 éigual a zero, o angulo formado entre eles é de 90°, logo cos(90°) = 0, 0 mesmo

acontece com k; - i1, pois o angulo entre eles é de 90°. Reorganizando :

Pz’
Pylz[go'.}l 50'31 ]%o'jl} Pyo : (314)
Pz°
O produto escalar entre J, j:
1
~ “ “ >
Jo+ 31 = llgoll - [l7l] - cos(¥) (3.15)
1
Conforme 3.9 temos:
2 “ ’\.1 >
—to * J1 = |[io| - [l72]] - cos(¥ = 90°)
——
1
i 1 = —sen(W) (3.16)

Como o eixo z foi mantido constante, logo o angulo entre ko e 71 6 90°.

1

ko - j1 = [[koll - [|71]] - cos(90°)
~—
1
ko1 =0 (3.17)

Substituindo 3.16 ,3.15 e 3.17 em 3.14 temos:

Px°
Py' = { —sen(¥) cos(¥) 0 ] Py° | . (3.18)
Pz

Fazendo o produto escalar de 3.5 com 12:1, e observando os angulos da figura 10:

P.Tl'%l'l%l—l-Pyl'}l‘]%l—FPZl']%l'l%l:P%O'%o‘z)1+Pyo'j'o']%l—i-PZO']%o'/Aﬁ (319)
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i1 - k1 € igual a 0, pois o angulo entre os vetores é 90°, logo cos(90°) = 0, no mesmo
raciocinio, j; - k1 ¢ igual a zero, o angulo formado entre eles é de 90°, ja o angulo entre

key - ky 6 0°, sendo cos(0°) = 1, temos:

Px°
P2l = [ b By ok ok || Pye | (3.20)
Pz°
Substituindo os valores dos produtos escalares temos:
Px°
Pt=l0 0 1]| Py | (3.21)
Pz°

As equacoes 3.12, 3.18 e 3.21 formam a matriz de rotacao que rotaciona o plano xy em

torno do eixo z por um angulo ¥ que chamaremos de Yaw (guinada).

Px! cos(¥) sen(¥) 0 Px°
Py | = | —sen(¥) cos(¥) 0 Py |. (3.22)
P! 0 0 1 Pz

3.2.2 Mantendo o eixo y constante

Pzo

A4
"

b
o\

Ve
A

Fig. 11 — Rotacao do plano x-z (mantendo y constante).

Fazendo a rotacao do plano xz em torno do eixo y, para obter a relagao entre os

angulos, é feito o produto escalar de 3.5 com 7.
P.Tl €1€1+Py151 '€1+P21']%1'€1 :P.I'O'/Z)O'gl—i-Pyo'jo'%l—f—PZO']AfO'%l (323)

11 -11 é igual a 1, pois o dngulo entre os vetores é 0°, logo cos(0°) = 1, no mesmo raciocinio,

J1 - 11 ¢ igual a zero, o angulo formado entre eles é de 90°, logo c0s(90°) = 0, o mesmo
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acontece com ky - 11, pois o angulo entre eles é de 90°. Reorganizando :
Px°
Prl= %41 Jo-t1 ko-t1 || Py° |- (3.24)
Pz°
O produto escalar entre 7y - i1 é funcio do angulo O:

A

-ko

o

Fig. 12 — Relacao dos angulos.

lo - 11 = ||%0]] - ||21]| - cos(O©) (3.25)
1

O produto escalar entre j, - 77 é zero, pois o angulo formado entre eles é 90°:

1
~ =

Jo 11 = [1Joll - |1 ] - cos(90°) (3.26)
Ry

O produto escalar entre ko -1y é funcao do angulo a + 180° da figura 12.

1
~ =

ko -1 = ||kol| - ||i1]| - cos(er + 180°) (3.27)
—~—
1
a=90"-06
cos(a) = cos(90° — ©)
cos(90° — O) = sen(O)
sen(© + 180%) = —sen(O) (3.28)
Substituindo 3.28 em 3.27:
ko - 11 = ||kol| - ||21]] - — sen(©) (3.29)
—~—
1
Reorganizando os termos temos:
Px°
Pz' = { cos(©) 0 —sen(O) ] Py |. (3.30)
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Fazendo o produto escalar de 3.5 com J;, e observando os angulos da figura 12:
Pilfl'/Z>1'31+Py1'31‘51+P21‘]%1'31 :P.To'go'jl—FPyo'}o'jl—f—PZO'l;'o‘jl (331)

J1-J1 é igual a 1, pois o angulo entre os vetores é 0%, logo cos(0°) = 1, no mesmo raciocinio,
J1 - 11 é igual a zero, o angulo formado entre eles é de 90°, logo cos(90°) = 0, 0 mesmo

acontece com ky - 21, pois o angulo entre eles é de 90°. Reorganizando :

Px°
Pylz go'jl 30'31 ];;o'jl } Pyo : (332)
Pz°
O angulo formado entre os eixos 7, e J; é 90°, portanto:
1
A A = °
to - J1 = ltoll - l71]] - cos(90°) (3.33)
—~—
1
O produto escalar entre J, e J;:
1
Jo - J1 = ll70ll - [l71]] - cos(0%) (3.34)
—~—
1
O angulo formado entre os eixos k, e J1 6 90°, portanto:
ko - J1 = cos(90°) (3.35)
Substituindo 3.33, 3.34 e 3.35 em 3.32 temos:
Px°
Py'=[0 1 0] Py | (3.36)
Pz’

Fazendo o produto escalar de 3.5 com k1, e observando os angulos da figura 13:

XS

Fig. 13 — Relacao dos angulos.

P.fL'l'%1']%1+Py1';1']%1+P21']A€1']%1:Pl'o‘go'l/%l+Pyo'5o'i€1+PZO']%O'IA€1 (337)
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ki -k é igual a 1, pois o angulo entre os vetores é 0°, logo cos(0°) = 1, no mesmo raciocinio,
i1 - k1 é igual a zero, o angulo formado entre eles é de 90°, logo cos(90°) = 0, o mesmo

acontece com ji - k1, pois o angulo entre eles é de 90°. Reorganizando :

Px°
Pzl =ik Joki kooki || Py | (3.38)
Pz°
O produto escalar entre os eixos 2, e ky 6
1
P G A
io - k1 = ||%o]| - [|k1]| - cos(90° — ©) (3.39)
——
1
O produto escalar entre J, e ki 6 Z€ero, pois:
1
Jo - k1 = 7ol - [[ k1| - cos(90) (3.40)
~——
1
O produto escalar entre os eixos l?:o e ky é:
1
PO A
ko« k1 = ||kol| - ||k1]] - cos(©) (3.41)
——
1
Substituindo 3.39, 3.40 e 3.41 em 3.38 temos:
Px°
Pzl = { sen(©) 0 cos(O) } Py | . (3.42)
Pz°

As equagoes 3.30, 3.36 e 3.42 formam a matriz de rotagao que rotaciona o plano xz em

torno do eixo y por um angulo © que chamaremos de pitch (guinada).

Pax! cos(®) 0 —sen(O) Pz
Pyl | = 0 1 0 Py° | . (3.43)
P! sen(©) 0 cos(O) Pz°

3.2.3 Mantendo o eixo x constante

Fazendo a rotacao do plano yz em torno do eixo x,considerando um ponto P

qualquer, para obter a relacio entre os angulos, é feito o produto escalar de 3.5 com 7;.
le'%1'€1+Py1 ':]\.1 '%1+P21 '/%1'%1 :P:):O-%O-%1+Pyo-jo-§1+on-lAfO-§1 (344)

11 -1 é igual a 1, pois o dngulo entre os vetores é 0°, logo cos(0°) = 1, no mesmo raciocinio,

J1 - 11 é igual a zero, o angulo formado entre eles é de 90°, logo cos(90°) = 0, o mesmo
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Fig. 14 — Rotac@o do plano y-z (mantendo x constante).
acontece com k; .11, pois o angulo entre eles é de 90°. Reorganizando :
Px°
Pe'=|i,-0 Jo-tr kooia || Py (3.45)
Pz°
O produto escalar entre i - 2; é funcao do angulo ®:
1
A A "f\ A
io - 11 = |26 - ||21]] - cos(®) (3.46)
—~—
1
O produto escalar entre j’o - 71 6 zero, Pois o angulo formado entre eles é 90°:
1
4 4 d\\ A o
Jo - i1 = |IJoll - [l1] - cos(907) (3.47)
——
1
O produto escalar entre ko - iy é zero, pois o angulo formado entre eles é 90°:
1
aAoa A
ko - 11 = ||kol| - ||21]] - cos(907) (3.48)
—~—
1
Substituindo 3.46, 3.47 e 3.48 em 3.45 obtém-se:
Pax°
Pe'=1[10 0]| Py (3.49)
Pz’

Fazendo o produto escalar de 3.5 com J;.

Px' -t -1+ Py - Ji -+ P2tk g = Pa® iy 14+ Py’ Jo - g1+ P20k,

1 (3.50)
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A

i1 - J1 € igual a 0, pois o angulo entre os vetores é 90°, logo cos(90°) = 0, no mesmo
raciocinio, 77 - k1 € igual a zero, o angulo formado entre eles é de 90°. Fazendo k; - kq,

obtém-se 1 pois o angulo entre eles é de 0°. Reorganizando :
Pylz[go'jl jo'}l ko'jl} Pyo : (351)

O produto escalar entre ¢ - j; é zero, pois o vetor ¢y é perpendicular:

1
~ =

to~ 1 = |lio - 1] - cos(90°) (3.52)
1

O produto escalar entre J - J; é funcdo do angulo ®:

1
~ =

Jo- 31 =17l - l71] - cos(@) (3.53)
——
1
O produto escalar entre l%o .71 é em funcao de ® e baseando-se na deducao de 3.9, temos:
1
Aa TN
ko 11 = ||kol| - ||21]] - sen(®P) (3.54)

~——
1

Substituindo 3.52, 3.53 e 3.54 em 3.51 obtém-se:
Py' = [0 cos(®) sen(®) || Py |- (3.55)

Fazendo o produto escalar de 3.5 com k.
P.Tl'%1']%1+Py1'31‘]2)1—|—P21']A€1'f€1 :P.Q?O'go‘lgll—f—Pyo'j'o']%l—l-PZO']%o']%l (356)

i1 - k1 € igual a 0, pois o angulo entre os vetores é 90°, logo cos(90°) = 0, no mesmo
raciocinio, 77 - k1 € igual a zero, o angulo formado entre eles é de 90°. Fazendo k; - kq,

obtém-se 1 pois o angulo entre eles é de 0°. Reorganizando :

Px°

lez[io'31 50'51 ]%o'jl Py’ | . (3'57)

O produto escalar entre g - k; € zero, pois o vetor iy é perpendicular:
0 ) 0

1
~ =

to - ki1 = ||| - ||| - cos(90°) (3.58)
1
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O produto escalar entre J; - ky 6 funcao do angulo ®, conforme deducao de 7?7, temos:

1
~ =

Jo kv = o]l - ] - — sen(®) (3.59)
1

O produto escalar entre ko -k é em funcao de ® e baseando-se na deducao de 3.9, temos:

T
o b = 1ol - ] - cos(@) (3.60)
1

Substituindo 3.58, 3.59 e 3.60 em 3.57 obtém-se:
Px°
Pyt = { 0 —sen(®) cos(P) } Py° | . (3.61)
Pz°
As equacgoes 3.49, 3.55 e 3.61 formam a matriz de rotagao que rotaciona o plano yz em

torno do eixo x por um angulo ¢ que chamaremos de roll.

Pzt 1 0 0 Px°
Pyt | =10 cos(®) sen(®) Py | . (3.62)
Pzt 0 —sen(®) cos(O) Pz°

Uma rotagao qualquer por ser dada por(¥,0,P):

Pzt cos(¥) sen(¥) 0 cos(®) 0 —sen(O) 1 0 0

Pyl | = | —sen(¥) cos(¥) 0 0 1 0 0 cos(®) sen(P)

Pzt 0 0 1 sen(©) 0 cos(O) 0 —sen(®) cos(©

(3.63)
Realizando as multiplicagoes da matriz 3.63 temos (sendo c=cosseno e s=seno,
respectivamente):

Px! c(W)e(O) c(V)s(O)s(P) — s(W)e(P) ¢(V)s(O)e(P) + s(V)s(P) Pzx°

Pyt | = | s(0)c(®) s(0)s(O)s(P) + c(T)c(P) s(V)s(O)c(P) — c(¥)s(P) Py

Pt —5(0) c(0)s(P) c(0)c(P) Pz°

(3.64)

Na modelagem dinamica do quadrotor essa matriz servira para converter um ponto
do sistema de coordenadas do dispositivo para o sistema de coordenadas da terra, a relagao
inversa também ¢ valida, multiplicando as coordenadas da terra pela matriz inversa de

transformacao, obtém-se as coordenadas do dispositivo.

3.3 Modelagem Dindmica do Quadrotor

Analisando a figura 15 observa-se que o quadrotor tem 6 movimentos distintos (graus

de liberdade), pode-se movimentar na dire¢ao de x, y ou z, as outras trés possibilidades de
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i CTD
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AP

he

Fig. 15 — Simplificacao do corpo do dispositivo

movimentos sao justamente a capacidade do dispositivo girar de forma independente sobre
esses eixos. Esses movimentos sdo chamados de yaw ou guinada (rotagdo sobre o eixo z),

roll ou rolagem (rotacao sobre o eixo x) e pitch ou arfagem (rotagao sobre o eixo y).

A dificuldade de se criar um controle para esse tipo de dispositivo é que ele s6
possui quatro atuadores, ou seja, os quatro motores, essa condicao faz com que alguns
movimentos sejam acoplados, ou seja, nao ¢ possivel obter um movimento sem alterar
outros em alguns casos, isso porque ocorre um somatoério das forcas impostas pelos quatro

motores.

Para aplicar um controle sobre determinado sistema ¢é necessario se obter um
modelo, a sua planta. No caso do quadrotor a sua modelagem matematica é baseada nas
leis de Newton. Sendo que a primeira lei de Newton é que nenhum corpo pode sofrer
aceleracao se nenhuma forga resultante estd sendo aplicada sobre ele. A segunda lei de
Newton diz que a forca que atua sobre um corpo é proporcional a aceleragao adquirida

por ele.
F=m-a (3.65)

No caso do quadrotor, observando a figura 15, considera-se que cada rotor aplicard uma
forca, Fle F3 perpendicular ao eixo vy, F2 e F4 perpendicular ao eixo x. O somatdrio
dessas forcas serd um vetor resultante F no centro do corpo do quadrotor no sentido
positivo de z. O quadrotor tera uma trajetéria somente no eixo z se o modulo das 4 forgas

forem iguais, caso contrario ele se deslocara, além do eixo z, nos eixos x e y.

Para saber o médulo da forca aplicada em cada eixo basta que se multiplique a
matriz 3.64 pelo somatorio da forga gerada pelos motores que atuam no eixo z do sistema
de coordenadas do quadrotor, a forca da gravidade é uma forga que atua paralela ao
eixo z no sistema de coordenadas da terra, por isso a necessidade de conversao de forcas
para o referencial da terra. Essa conversao ocorre multiplicando o somatério de forcas
que hé no quadrotor (sé tem componente z no sistema de coordenadas do dispositivo, ou

seja F 1,ﬁ Z,ﬁ 3 e F4 sdo somados e passam a ser F z) pela matriz de transformacao de
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coordenadas, feito isso ainda se soma a gravidade (somente no eixo z da terra).

Fz c(W)e(©) c()s(0)s(P) — s(V)e(P) c(P)s(O)c(P) + s(V)s(P)
Fy | =] s(U)c(®) s(V)s(O)s(P) + c(V)e(P) s(V)s(O)c(P) — c(¥)s(D)
Fz —s(©) c(©)s(P) c(0)c(P) Fz

(3.66)

Realizando essa operagao quando houver diferenca entre as forcas alocadas no mesmo
eixo o vetor F' terd componentes nos eixos x, y e z, para saber o moédulo dessas forgas
decompostas é s6 medir o angulo que ha entre o sistema de coordenadas da terra e o

sistema de coordenadas do quadrotor, o resultado dessa multiplicacao sera:

Fx c(V)s(©)c(P) + s(¥)s(P)
Fy | = | s(W)s(0)c(®) — c(V)s(®) | [0 0 Fz! (3.67)
Fz c(0)c(P)

Se considerar Fz! um somatério das forgas teremos (BOUSBAINE; WU; POYT, 2013):

Fr = > F,(sUs® + cUsOcD) (3.68)
Fy = Y Fi(sUsOcd + c¥sO) (3.69)
Fz = ) F,(cOcd) (3.70)

A segunda lei de Newton diz que a forca resultante sobre um objeto é igual a
sua massa vezes a sua aceleragao 3.65. Logo, considerando que a aceleragao é a segunda

derivada da posicao, se pode escrever:

m-i = Y F(sUs®+ cUsOch) — Cyi (3.71)
m-j = > F(sUsOcP + cUsO) — Cyy (3.72)
m-% = > F(cOc®)—mg— Cyz (3.73)

As forcas aplicadas sofrem perdas por arrasto, essas perdas sao expressas pelos coeficientes

C, porém para baixas velocidades essas perdas podem ser desprezadas.

Para os movimentos de rota¢ao guinada (yaw), arfagem (pitch) e rolagem (roll)
¢é valida a segunda lei de Newton aplicada a movimentos com rotacao, mais conhecidas
como equagoes de Euler. Conforme (HALLIDAY; RESNICK, 2009) um Torque aplicado a
um corpo rigido faz com que ele gire. Quando é necessario relacionar a velocidade angular
com o torque resultante basta com que se faca um analogia com a segunda lei de Newton
(3.65), aonde a forga serd substituida pelo torque 7, a massa pela inércia e a aceleragao

sera a aceleracao angular a:
T=1 « (3.74)

Sendo o torque definido como F - d, tendo Fy e F| atuando no eixo x, F, e F, no eixo y

basta somar os momentos impostos por cada rotor. Considerando que a aceleracao angular
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¢ a segunda derivada da posigao angular, temos (BOUSBAINE; WU; POYI, 2013):

1o = I(Fy—F, —C,®) (3.75)
10 = U(F,— F,—C,0) (3.76)
LV = M, — M,+ M, — M, — C,¥ (3.77)

Do mesmo modo que nas equagoes da posicao, também sao considerados coeficientes de
perdas C, que para baixas velocidades podem ser desconsiderados (NEMATI; KUMAR,
2014).
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4 Resultados

Apos definidas as equagoes que descrevem o quadrotor foi realizada uma simulacao

no software simulink, conforme a figura 16.
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Figura 16 — Layout da simulacao.
Para essa simulacao foi considerado que a forca imposta por cada rotor é propor-
cional a velocidade que possui, sendo o crescimento dessa velocidade considerado com

o formato de uma rampa conforme figura 17: O primeiro teste realizado foi o de definir

Modelagem da velocidade
20 T T T T T

Yelocidade
=]
1

Tempo o 104

Fig. 17 — Rampa de velocidade
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as velocidades dos rotores com valores iguais, conforme indica a figura 18 as forcas com

modulos iguais,em consequéncia disso ele devera ter deslocamento somente no eixo z.

L?ﬁ’%

Fig. 18 — Detalhe das forcas iguais em cada rotor

Analisando os resultados da figura 19, cujo detalhe do movimento em 3 dimensoes
estd ampliado na figura 20 percebe-se que acontece o esperado, ha o deslocamento somente

no sentido positivo do eixo z, com o movimento nos eixos x e y permanecendo em zero.
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Fig. 19 — Trajetoria nos eixos
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Grafico 30 da Trajetdria

Eixo z

Eixo y

Eixo

Fig. 20 — Trajetoria em 3 dimensoes com F1=F2=F3=F4=1

O teste seguinte aplicado foi deixar a forga 1 como a menor (multiplicar por um
ganho de 0.99), deixando as forgas restantes com o valor méximo. E esperado que o objeto
desloque-se no sentido negativo de y e tenha um deslocamento no sentido negativo de x

também e um movimento no sentido positivo de z.
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Fig. 21 — Detalhe das forcas em cada rotor
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Fig. 22 — Trajetoria nos eixos

Grafico 30 da Trajetaria

Eixo z

Eixo y

Fig. 23 — Trajetéria em 3 dimensoes com F1=0.99 F2=F3=F4=1

Conforme esperado o objeto se movimenta na direcao negativa de x e y e positiva

de z, a curva que ocorre durante o deslocamento se da por causa da diferenca de momento
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que ocorre devido a forca 1 ser menor, logo os momentos nao se anulam e alteram a

trajetoria do quadrotor.

O teste seguinte foi alterar a forca 2, deixando essa com o mddulo de 0.99 e as
demais com a amplitude méaxima, conforme ilustra a figura 24. Para que o conjunto de

equacoes seja valido o dispositivo deve andar no sentido positivo x e y e z.

Ty

ey

)
N\

s,

Fig. 24 — Detalhe das forcas em cada rotor

Depois de ajustar os parametros da simulagao foram obtidas as seguintes figuras:

w ot Movirnento no Eixo X Movimento no Eixo Y
T T T T 20000 T T T T T
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\
Eixo z
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o
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1} 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000 8000 5000 10000 Eixo y 14
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Fig. 25 — Trajetoria nos eixos
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Grafice 30 da Trajetdria

Eixo y
Eixo x

Fig. 26 — Trajetéria em 3 dimensoes com F2=0.99 F1=F3=F4=1

Analisando os resultados percebe-se que aconteceu o esperado, novamente a traje-
toria vai nas diregoes esperadas e ocorre também os desbalanceamento dos momentos o

que gera uma curva na sua trajetoria, fazendo com que haja deslocamento no eixo y.

O préximo teste aplicado foi diminuir a forca 3, conforme ilustragao da figura 27.

Fig. 27 — Detalhe das forcas em cada rotor

Espera-se que a trajetoria seja no sentido positivo y e x, pois os torque desbalanceado

faz com que ocorra uma curva na direcao positiva de x.
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Fig. 28 — Trajetoria nos eixos
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Figura 29 — Trajetoria em 3 dimensoes com F3=0.99 F1=F2=F4=1.
Analisando os resultados das figuras 28 e 29 dos novos parametros, novamente
acontece os esperado em relacao a trajetoria do quadrotor.
Diminuindo a forga 4 conforme a figura 30 e deixando as restantes com o valor
maximo.

Espera-se que o objeto tenha uma trajetoria na parte negativa de x e y e positiva

na direcao de z.
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Fig. 30 — Detalhe das forcas em cada rotor
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Fig. 31 — Trajetoria nos eixos

Analisando os resultados das figuras 31 e 32 novamente ocorre o esperado para as
configuracoes pré-definidas, ou seja, um deslocamento na parte negativa de x e y e positiva

na direcao de z.

A ultima configuragao testada foi aplicando para a forga 1 e forgca 2 um ganho de
0.99 e deixando as forcas 3 e 4 com a maxima poténcia, conforme detalhe da figura 33.
Para essa configuracao de parametros espera-se que o dispositivo ande numa linha de 45
graus, progredindo no sentido positivo de x e negativo de y, sem que haja curva em sua

trajetoria, pois nao ha desbalanceamento de momentos.

Analisando-se as figuras percebe-se que o a trajetéria do quadrotor nao possui
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Grafico 30 da Trajetdria
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Fig. 33 — Detalhe das forcas em cada rotor

curvas nos eixos x e y, devido ao balanceamento dos momentos, porém ele nao possui uma
trajetéria de 45 graus conforme esperado, Isso se deve a inicializacao da simulagao, pois
hé varias realimentacoes de blocos, o que faz com que alguns valores sejam considerados

zeros, causando uma distor¢ao na trajetoria final.
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Fig. 34 — Trajetéria nos eixos
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Fig. 35 — Trajetéria em 3 dimensoes com F1=F2=0.99 F3=F4=1
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5 Conclusao

Analisando-se os casos foi possivel prever de forma intuitiva o movimento do
dispositivo. Em seguida foi comprovado a validade com as trajetorias expressas nas figuras.
Em alguns casos houve alguns resultados inesperados, como por exemplo as curvas com
bastante turbuléncia nos primeiros segundos nas quatro primeiras simulagoes, mas isso se
deve ao fato de que algumas varidveis foram consideradas zeros durante a inicializa¢ao, no
entanto existem realimentacoes nos blocos que em primeiros momentos foram considerados

Zero.

Outro fator que faz com que ocorram uma certa incoeréncia nas escalas dos eixos
das figuras é o fato de serem atribuidos valores aleatérios para parametros do quadrotor
que deveriam ser calculados, como por exemplo a inércia de cada eixo, ou medidos, como
por exemplo a massa do dispositivo e a forca que o motores podem aplicar, isso faz com

que surjam valores fora de escala.

De acordo com as simulacoes feitas, os resultados esperados e os resultados obtidos,
pode-se afirmar que as equagoes que descrevem o movimento do quadrotor sao verdadeiras

e o modelo é valido.

Para trabalhos futuros seria recomendado a obtencao desses parametros do disposi-

tivo, aplicacao de controles para estabilizagao de voo e trajetéria desejada.
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